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背景： 最適化における望ましい解とは

p 伝統的に，最適化では単一の最適解を追求

p 複数の多様な解の発見に興味がもたれている
p 医療，配送，生産，運用の計画

p 理由：
l 最適化問題の仕様が完璧でない（目的関数+制約条件）

l 複数の最適解がある（アルゴリズム依存）

l 人間が関与したい = “Human-in-the-Loop”

有村博紀, 北海道⼤学フォレスト ワークショップ, 札幌市, 2024.3.31
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複数の多様な解の発見

複数解を計算するために，過去にいろいろな手法
が試されてきた

有村博紀, 北海道⼤学フォレスト ワークショップ, 札幌市, 2024.3.31

どの方法も，現在の目的には今ひとつ十分でない．．
．

l 乱択

l 列挙
l top-K

- 解をランダムに生成

- 解を網羅的に生成

- 解を目的関数の降順で生成
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背景： 最適化における多様な解

多様性最大化問題
l 最適化問題のN個の全ての解から，多様性尺度Dを

最大化するK個の解の集合! ⊆ #$%を見つける

l 点集合版は， 1970年代から研究されている：

p 最大施設配置問題(facility location)
p K分散問題（K-dispersion）

有村博紀, 北海道⼤学フォレスト ワークショップ, 札幌市, 2024.3.31

J.Baste, M.R.Fellows, L.Jaffke, T.Masařík, M.de Oliveira Oliveira, G.Philip, and F.A.Rosamond. Diversity of solutions: 
An exploration through the lens of fixed-parameter tractability theory. Artificial Intelligence, 303:103644, 2022.

Michael R. Fellows
U. Bergen, Norway 

X = Problem Name 
Path, MST, Matching, LCS, 
Decision Trees, … DNN?

Diverse-X プログラム: 明示的に，多様な解を
見つける問題を解こう！ (Baste, Fellows+, AIJ ’22)
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多様性最大化問題の計算複雑さ

p 簡単な場合： 距離空間のN個の点集合
l O((! )"#$%)時間： 全てのK個の組合せを試す

p 難しい場合： 離散構造上の最適化問題の解空間
l グラフに含まれるK個の全域木

l 有向グラフに含まれるK個の最短路

…

l 機械学習やデータマイニングに現れる最適化問題

p K個の予測モデル，K本の最長共通部分列，．．．
有村博紀, 北海道⼤学フォレスト ワークショップ, 札幌市, 2024.3.31
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本研究の目的
p 生命情報解析における重要な問題において，

多様解問題の計算複雑さを明らかにする

p 最大共通部分列問題 (LCS)
l M本の入力文字列のすべてに共通して含まれる

長さLの(不連続な)部分列の一つを求める問題

l 情報科学における最も基礎的な問題の一つ

l ５０年以上にわたって理論と応用で研究される

l 計算量：Mが定数なら，多項式時間で計算可能
有村博紀, 北海道⼤学フォレスト ワークショップ, 札幌市, 2024.3.31

Mが入力ならNP困難; MパラメタでW[t]困難; LパラメタでW[2]困難; 
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解集合=最長共通部分列 (LCS)の全体

有村博紀, 北海道⼤学フォレスト ワークショップ, 札幌市, 2024.3.31

X = ABABCDDEE
Y = ABCBAEEDD

ABADD, ABAEE, ABBDD, 

ε, A,B,C,D,E

AA, AB, AC, AD, AE, BA, ..., CD, CE, DD, EE, 

ABA, ABB, ABC, ABD, ..., CEE, 

ABAD, ABAE, ABBD, . . . , BCEE, 

ABBEE, ABCDD, ABCEE
最長共通部分列
(longest common 
subsequences) 

共通部分列
（common subsequences） 

入力文字列
集合S
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文字列どうしの距離

有村博紀, 北海道⼤学 フォレスト ワークショップ, 札幌市, 2024.3.31

ハミング距離 (Hamming distance)
同じ長さ ! をもつ文字列 ! と ! の間のハミング距離は，文字どう

しが異なる位置の総数．

"!"($, !) = ∑
#$%

&
){$[,] ≠ ![,]}

*&'(!, ,) = 2
1 2 3 4 5

X A B A D D
Y A B C D E
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A B C B D D E

A C B C E D

A C B C D E D

!

" symbols

A B C D

A B C E

A C B D

A C B E

最大共通部分列問題 (LCS)

A set ! of m input strings All LCSs of !

2!

LCS はnの
指数個ある

"本の文字列の集合 0から，最長共通部分列
（共通して含まれる非連続な部分列で最長の
もの）を求めよ．

解集合

入力
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問題：Max-Sum多様性最大化

有村博紀, 北海道⼤学 フォレスト ワークショップ, 札幌市, 2024.3.31

Given: A set of 
solutions "#$, distance 
function %: "#$! → ℝ"
integers ) ≥ 1, Δ ≥ 0
Task: Find a subset 
/ = {2#, … , 2$} ⊆ "#$
such that
1. |/| ≤ )
2. :(/) ≥ Δ

Max-Sum多様性

: / ≔>
%&'

%(2% , 2')ほかにも，いろいろな多様性尺度がある
(Max-Min, Tree, …)

A set !"# of solutions
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結果のまとめ: Max-Sum多様なLCS問題の計算量

有村博紀, 北海道⼤学 フォレスト ワークショップ, 札幌市, 2024.3.31

解数Kが定数のとき 解数Kが入力のとき

解数Kと入力長さr

がパラメタのとき

FPT
固定パラメタ計算容易

Proof: 色符号化技法

解数Kがパラメ

タのとき

W[1]困難
固定パラメタ計算困難

Proof: p-クリーク
からのFPT帰着

NP困難
PTAS

任意誤差で多項式時間近似可能

Proof: ローカル探索法 (Cevallos+ 2019)

多項式時間
計算可能

Proof: 動的計画法

• 本頁の全ての結果は，本研究で示した
• PTAS以外は， Max-Min版について

も同じ結果が成立する



16

結果1： 解数Kが限定されたとき

p 定理： Kが定数のとき，Max-Sum最大多様
LCSs問題は，多項式時間計算可能である (入
力文字列数ｍ ≥ 2は定数)．
Max-Minについても同じ結果

有村博紀, 北海道⼤学フォレスト ワークショップ, 札幌市, 2024.3.31

解法： DAG上の動的計画法を用いて，より一般的な次の結果を示すこ
とで，定理を示している

p 補題： Kが定数のとき，任意の等長文字列の集合1について，それを
表す非巡回有向グラフ（Σ-DAG）が与えられたとき，Max-Sumと
Max-Min版の最大多様LCSs問題は，多項式時間計算可能である
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Y. Shida et al. XX:5

(a) An input �-DAG G1 for LCS(X1, Y1) (b) Example run of Algorithm 1 on G1

Figure 1 (a) An input �-DAG G1 over � = {A, B, C, D, E} for the set of all longest common
subsequences of two strings X1 = ABABCDDEE and Y1 = ABCBAEEDD in Table 1 and (b) an
example run of Algorithm 1 based on dynamic programming with K = 3 on an input G1.

set S can contain exponentially many LCSs compared to the total length ||S|| of its strings,184

we can readily see the next lemma.185

I Lemma 2.1 (�-DAG for LCSs). For any constant m > 1 and any set S = {S1, . . . , Sm} ™ �ú186

of m strings, there exists a �-DAG G of polynomial size in ¸ := maxlen(S) such that187

L(G) = LCS(S), and G can be computed in polynomial time in ¸.188

Proof. By Irving and Fraser’s algorithm [30], we can construct a m-dimensional grid graph N189

in O(¸m) time and space, where (i) source and sink: s = (0, . . . , 0) and t = (|S1|, . . . , |Sm|), re-190

spectively. (ii) edge labels: symbols from �fi{Á}. (iii) number of edges: size(N) =
rm

i=1
|Si| 6191

O(¸m). (iv) path property: all of (s, t)-paths spell out LCS(S). Then, applying the Á-removal192

algorithm (see, e.g., Hopcroft and Ullman [29]) yields a �-DAG G in O(|�| · size(N)) time193

and space, where G has O(|�| · size(N)) = O(|�|¸m) edges. This completes the proof. J194

I Remark 2.3. As a direct consequence of Lemma 2.1, we observe that if Max-Min195

(resp. Max-Sum) Diverse String Set can be solved in f(M, K, r, �) time and g(M, K, r, �)196

space, then Max-Min (resp. Max-Sum) Diverse LCSs on S ™ �r can be solvable in t =197

O(|�| · ¸m + f(¸m, K, r, �)) time and s = O(¸m + g(¸m, K, r, ”)) space, where ¸ = maxlen(S).198

From Remark 2.3, for any constant m > 2, there exist a polynomial time reduction from199

Max-Min (resp. Max-Sum) Diverse LCSs for m strings to Max-Min (resp. Max-Sum)200

Diverse String Set on �-DAGs, where the distance measure is Hamming distance.201

2.3 Computational complexity202

A problem with parameter Ÿ is said to be fixed-parameter tractable (FPT) if there is an203

algorithm that solves it, whose running time on an instance x is f(Ÿ(x)) · |x|c for some204

computable function f(Ÿ) and constant c > 0. A many-one reduction „ is called an205

fpt-reduction if it can be computed in FPT and the transformed parameter Ÿ(„(x)) is upper-206

bounded by a computable function of Ÿ(x). For notions not defined here, we refer to Ausiello207

et al. [3] for approximability and to Flum and Grohe [21] for parameterized complexity.208

3 Exact Algorithms for Bounded Number of Diverse Strings209

In this section, we show that both of Max-Min and Max-Sum versions of Diverse String210

Set problems can be solved by dynamic programming in polynomial time and space in the211

size an input �-DAG and integers r and � for any constant K. The corresponding results212

for Diverse LCSs problems will immediately follow from Remark 2.3.213

結果1： 解数Kが限定されたとき

有村博紀, 北海道⼤学フォレスト ワークショップ, 札幌市, 2024.3.31

l 観察：定数個の入力文字列のLCS全体は指数個あるが，多項式サ
イズのDAGに格納できる．

l 多項式時間アルゴリズム： 多項式サイズのDAG上で，頂点のK項組
の上で動的計画法を実行する

p K本のパスは，対毎のハミング距離を表すKxKの整数行
列を定める．

p 頂点のK項組すべてに， 根から到達可能なK本のパスす
べての組合せの重み行列のリストを保持させる．

X1 = ABABCDDEE
X2 = ABCBAEEDD

LCS問題の入力文字列
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結果2： 解数Kが非限定のとき

p 定理3： Kが入力のとき，Max-Sum最大多様
LCSs問題は，NP困難である． (入力文字列数が

定数ｍ = 2でも)． KがパラメタならW[1]困難．
Max-Minについても同じ結果

有村博紀, 北海道⼤学フォレスト ワークショップ, 札幌市, 2024.3.31

方針：より基本的な「文字列集合の多様性問題」の困難性を示し，もとの問題に帰着する

p 補題1： Kが入力のとき，文字列集合のMax-Sum最大多様性問題
はNP困難である．KがパラメタならW[1]困難である．

p 補題2： 文字列集合のMax-Sum多様性問題を，LCS集合のMax-
Sum多様性問題に帰着できる．
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the unique locus (the end point of the string label of a path) in a trie T if it is represented627

by T . Thus, Algorithm 4 correctly works. For the time complexity, by construction, it is628

not hard to see that Algorithm 4 runs on an input DAG G and a color set C with |C| = k629

in the input-output sensitive manner using O(size(T )deg(G)) = O(kr · size(G)) time and630

O(size(T ) + size(G)) space. J631

D Proofs for Section 6 (Hardness results)632

Sec. 6.1 (Hardness of Diverse String Set for Unbounded K)633

I Theorem 6.1 (NP-hardness for unbounded K). When K is part of an input, Max-Min634

and Max-Sum Diverse String Set on �-graphs for r-strings are NP-hard even for any635

constant r > 3.636

Proof. We reduce an NP-hard problem 3DM [GJ79] to Max-Min Diverse String Set637

by a trivial reduction. Recall that given an instance consists of sets A = B = C = [h] for638

some n > 1 and a set family F ™ [n]3, and 3DM asks if there exists some subset M ™ F639

that is a matching, that is, any two vectors X, Y œ M have no position i œ [3] at which640

the corresponding symbols agree, i.e., X[i] = Y [i]. Then, we construct an instance of641

Max-Min Diverse String Set with r = 3 with an alphabet � = A fi B fi C, a string set642

L = F ™ �3, integers K = n and � = r = 3. Obviously, this transformation is polynomial643

time computable. Then, it is not hard to see that for any M ™ F , M is a matching if and644

only if Dmin

dH
(M) > � holds. On the other hand, for Max-Min Diverse String Set, if645

we let �Õ =
!K

2

"
then for any M ™ F , M is a matching if and only if Dsum

dH
(M) > �Õ holds.646

Combining the above arguments, the theorem is proved. J647

Sec. 6.2 (Hardness of Diverse LCSs for Unbounded K)648

I Theorem 6.3. Under Hamming distance, Max-Min (resp. Max-Sum) Diverse String649

Set for m > 2 strings parameterized with K is fpt-reducible to Max-Min (resp. Max-Sum)650

Diverse LCSs for two string (m = 2) parameterized with K, where m is part of an input.651

Moreover, the reduction is also a polynomial time reduction from Max-Min (resp. Max-Sum)652

Diverse String Set to Max-Min (resp. Max-Sum) Diverse LCSs.653

T4 A4 A4 X4 B4

T3 A3 A3 X3 B3 B3

T2 A2 A2 X2 B2 B2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

T1 A1 X1 B1 B1
W1

W2

W3

W4

P1 Q1X1

P4 Q4

P3 Q3

P2 Q2

Figure 4 Construction of
the set T of s r-strings

From now on, we show the proof of Theorem 6.3. Let654

L = {X1, . . . , Xs} ™ �r and K be an instance of Max-655

Sin Diverse String Set, where r > 1, s > 2. We let656

� = � fi { ai,j , bi,j | i, j œ [s] } be a new alphabet. We define657

the set {P1, . . . , Ps, Q1, . . . , Qs} of 2s strings of length s over �658

such that659

Pi := ai1 . . . ais, Qi := bi1 . . . bis, ’i œ [s]· (4)660

For all i œ [s], |Xi| = r and |Pi| = |Qi| = s hold. We let661

T = {T1, . . . , Ts} be the set of s strings of length r + 2s over � such that662

Ti := PiXiQi, ’i œ [s]· (5)663

Now, we construct two strings S1 and S2 over � with intention that LCS(S1, S2) = T . For664

all i œ [s], we define three nonempty substrings Ai, Wi, Bi œ �+ of Ti such that Ai ·Wi ·Bi = Ti665

as follows (see Fig. 4). For all i œ [s],666
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文字列集合の
多様性問題の入力:
N本の文字列

XX:18 Finding Diverse Longest Common Subsequences

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44

A1 A2 A3 A4 W1 W2 W3 W4 B1 B2 B3 B4

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44

A4 W4 B4 A3 W3 B3 A2 W2 B2 A1 W1 B1S2

S1

Figure 5 An example of two input strings (left) and alignment of four longest common subsequences
constructed in the fpt-reduction from Max-Min Diverse String Set to Max-Min Diverse
LCS for two string in the proof for Theorem 6.3. In the figure, a group of red parallelograms
connecting segments S1 and S2 indicate a matching M for a longest common subsequence, while
blue parallelograms indicate prohibited matchings crossing M .

Ai is the prefix of Pi of length s ≠ i + 1 and667

Bi is the su�x of Qi of length i, that is, Ai := Pi[1··s ≠ i + 1] and Bi := Qi[s ≠ i··s].668

Wi is the string Wi := Ai · Xi · Bi, where Ai is the su�x of Pi of length i ≠ 1 and Bi is669

the prefix of Qi of length s ≠ i.670

By construction, we see that |Ai| + |Ai| = |Bi| + |Bi| = s for all i œ [s]. This implies that671

Pi = Ai · Ai and Qi = Bi · Bi. Since Ti = Pi · Xi · Qi = Ai · Ai · Xi · Bi · Bi = Ai · Wi · Bi, we672

have Ti = Ai · Wi · Bi as intended.673

Assuming the above definitions, we define two input strings S1 and S2 as follows:674

S1 := (A1 · · · As) · (W1 · · · Ws) · (B1 · · · Bs) =
rs

i=1
Ai ·

rs
i=1

Wi ·
rs

i=1
Bi,675

S2 := (As · Ws · Bs) · · · (A1 · W1 · B1) =
r

1

i=s(Ai · Wi · Bi)· (6)676

For example, Fig. 5 illustrates construction of S1 and S2 for s = 4. Then, we can associate677

to two input strings S1 and S2 a bipartite graph B = (V1 fi V2, E).678

I Definition D.1. B(S1, S2) = (V1 fi V2, E) is the bipartite graph, where the vertex set679

is unions of the sets V1 and V2 of positions in S1 and S2, respectively, and the edge set680

E ™ V1 ◊ V2 is defined as for any pair of positions (i1, i2) œ V1 ◊ V2, (i1, i2) œ E if and only681

if they are labeled with the same symbol, namely, S1[i1] = S2[i2]. Each pair (i1, i2) œ E is682

called a match between S1 and S2.683

Any subset M ™ E is called an non-crossing matching in B(S1, S2) if there exists no pair684

of distinct edges (i1, i2), (j1, j2) œ M such that (i) they share an end in common, namely,685

i1 = j1 or i2 = j2 (matching), and (ii) they cross each other, namely, (i1 < j1) and (i2 < j2)686

(non-crossing). By definition, if M is an non-crossing matching with |M | = ¸, we can order687

the edges of M in the increasing order as M = {(i1, j1), . . . , (i¸, j¸)} with i1 < · · · < i¸ and688

j1 < · · · < j¸. Then, we observe that the string S1(M) := S1[i1] · · · S1[i¸] œ �¸ (equivalently,689

S2(M) := S2[j1] · · · S2[j¸]) forms the common subsequence associated to M .690

I Lemma D.1. For any M ™ V1 ◊ V2, M is a (cardinality-) maximum non-crossing691

matching in B(S1, S2) if and only if the associated string S1(M) = S2(M) is a longest692

common subsequence of S1 and S2.693

Consider three groups A, B, and W of all segments of the forms Ai’s, Bi’s, and Wi’s,694

respectively. We remark that for any group G, any segment Gi in G has the unique occurrences695

Occ1(Gi) = [p··p + |G| ≠ 1] in S1 and Occ2(Gi) = [q··q + |G| ≠ 1] in S2, respectively, for its696

starting positions p in S1 and q in S2. For any segment G, we say that a match e = (i1, i2)697

connects the occurrences of G in both S1 and S2 if i1 œ Occ1(G) and i2 œ Occ2(G), or698

equivalently, e œ Occ1(G) ◊ Occ2(G). Now, we show the next lemma.699

LCS問題の解：
復元された元の

N本の文字列

LCS問題の入力： ２本の文字列S1とS2

polytime
reduction

LCS
computa
-tion

アイディア：文字列多様性問題から，２本の文字列の
LCS多様性問題への還元

LCS多様性
問題の解
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結果3： 解数Kが非限定のとき（その2）

p 定理： Kが入力のとき，Max-Sum最大多様
LCSs問題は，PTASをもつ．（任意の近似誤差
# > 0に対して，多項式時間で近似可能である) 

有村博紀, 北海道⼤学フォレスト ワークショップ, 札幌市, 2024.3.31

A set !"# of 
solutions

Select 
K = 3

solutions
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結果3： 解数Kが非限定のとき（その2）
解法： Hanakaら(AAAI’23)にしたがい, 次の定理を使う

有村博紀, 北海道⼤学フォレスト ワークショップ, 札幌市, 2024.3.31

p 定理（Cevallos, Eisenbrand, Zenklusenら, 2019）：
距離関数が「負値型不等式」を満たし，「最遠点問題」が
多項式時間計算可能と仮定する．Kが入力のとき，
Max-Sum版の点集合の最大多様性問題はPTASをもつ．

l 補題：文字列間のハミング距離は，「負値型不等式」を満たす準距離関数
l 補題：Kが限定されたときの動的計画法を用いて，最遠点問題を多項式時間計算可能

Tesshu Hanaka, Masashi Kiyomi, Yasuaki Kobayashi, Yusuke Kobayashi, Kazuhiro Kurita, and Yota Otachi: “A framework to 
design approximation algorithms for finding diverse solutions in combinatorial problems,” AAAI 2023．
Alfonso Cevallos, Friedrich Eisenbrand, and Rico Zenklusen. ”An improved analysis of local search for max-sum 
diversification,” Mathematics of Operations Research, 44(4):1494–1509, 2019. 
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結果3： 解数Kが非限定のとき（その2）

有村博紀, 北海道⼤学 フォレスト ワークショップ, 札幌市, 2024.3.31

A set !"# of solutions

Select 
K = 3

solutions

l 最初に，任意の解集合 S = {X1, 
…, XK}を選ぶ

l 次の処理をO(K2 log K)回くり返す
p 更新後の多様性D " − $ ∪ {'})を

最大にするように，Sから解Xを取り除き
，代わりに解Yを入れる．

l 解集合Sを返す

アイディア： 次の局所探索（local search）
法を用いる．
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結果3： 解数Kが非限定のとき（その2）

有村博紀, 北海道⼤学 フォレスト ワークショップ, 札幌市, 2024.3.31

A set !"# of solutions

K = 3

アイディア： 次の局所探索（local search）
法を用いる．

l 最初に，任意の解集合 S = {X1, 
…, XK}を選ぶ

l 次の処理をO(K2 log K)回くり返す
p 更新後の多様性D " − $ ∪ {'})を

最大にするように，Sから解Xを取り除き
，代わりに解Yを入れる．

l 解集合Sを返す



28

まとめ：LCS問題の多様な解の計算量

有村博紀, 北海道⼤学フォレスト ワークショップ, 札幌市, 2024.3.31

Y. Shida et al. XX:3

Table 2 Summary of results on Diverse String Set and Diverse LCSs problems, where K, r,
and � stand for the number, the length, and the diversity threshold for a subset X of r-strings, and
–: const, –: param, and –: input indicate that – is a constant, a parameter, and part of an input,
respectively. A representation of an input set L is always both of �-DAG and LCS otherwise stated.

Problem Type K: const K: param K: input

Max-Sum
Diverse
String & LCS

Exact Poly-Time
(Theorem 3.2)

W[1]-hard on �-DAG
(Theorem 6.2))

W[1]-hard on LCS
(Corollary 6.2))

NP-hard on �-DAG
if r > 3:const
(Theorem 6.1)
NP-hard on LCS
(Corollary 6.1)

Approx.
or FPT

— FPT if r: param
(Theorem 5.2)

PTAS
(Theorem 4.2)

Max-Min
Diverse
String & LCS

Exact Poly-Time
(Theorem 3.1)

W[1]-hard on �-DAG
(Theorem 6.2)

W[1]-hard on LCS
(Corollary 6.2)

NP-hard on �-DAG
if r > 3:const
(Theorem 6.1)
NP-hard on LCS
(Corollary 6.1)

Approx.
or FPT

— FPT if r: param
(Theorem 5.1)

Open

used for the diversity of solution sets in optimization, they lack theoretical guarantee of119

the diversity [5, 6, 20, 25]. In this direction, Baste, Fellows, Ja�ke, Masarík, de Oliveira120

Oliveira, Philip, and Rosamond [5, 6] pioneered the study of finding diverse solutions in121

combinatorial problems, investigating the parameterized complexity of well-know graph122

problems such as Vertex Cover [6]. Subsequently, Hanaka, Kiyomi, Kobayashi, Kobayashi,123

Kurita, and Otachi [26] explored the fixed-parameter tractability of finding various subgraphs.124

They further proposed a framework for approximating diverse solutions, leading to e�cient125

approximation algorithms for diverse matchings, and diverse minimum cuts [25]. While126

previous work has focused on diverse solutions in graphs and set families, the complexity of127

finding diverse solutions in string problems remains unexplored. Arrighi, Fernau, de Oliveira128

Oliveira, and Wolf [2] conducted one of the first studies in this direction, investigating a129

problem of finding a diverse set of subsequence-minimal synchronizing words.130

DAG-based representation for all longest common subsequences have appeared from131

time to time in the literature. The LCS algorithm by Irving and Fraser [30] for more than132

two strings can be see as DP on a grid DAG for LCSs. Lu and Lin’s parallel algorithm [33] for133

LCS on the CREW PRAM model used a similar grid DAG. Hakata and Imai [24] presented134

a faster algorithm based on a DAG of dominant matches. Conte, Grossi, Punzi, and Uno [12]135

study succinct DAGs of maximal common subsequences of two strings for enumeration.136

The relationship between Hamming distance and other metrics has been explored137

in string and geometric algorithms. Lipsky and Porat [32] presented linear-time reductions138

from String Matching problems under Hamming distance to equivalent problems under139

¸1-metric. Gionis, Indyk, and Motwani [22] used an isometry (a distance preserving mapping)140

from an ¸1-metric to Hamming distance over binary strings with a polynomial increase141

in dimension. Cormode and Muthukrishnan [14] showed an e�cient ¸1-embedding of edit142

distance allowing moves over strings into ¸1-metric with small distortion. Despite these143

advancements, existing techniques haven’t been successfully applied to to our problems.144

• 解の数Kが限定されたとき:
多項式時間計算可能．

• Kが非限定のとき: 
計算困難(NP困難)だが，任意の近似
誤差の多項式時間近似が可能(PTAS)．

• Kがパラメタのとき: 
固定パラメタ計算困難(W[1]困難)．
一方，Kとrがパラメタのとき，
固定パラメタ計算容易．
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実験：

p 次の2つの手法を比較した
l 生成検査法： 入力長nの指数時間
l 提案手法： 入力長nの多項式時間

p データ: 次の2つの入力文字列（? = 1,2,3, … ) 
l "1 = (ABABC::DD)"(ABAB){0,1}
l "2 = (ABCBADD::)"(ABCB){0,1}

p 実験環境
l PC(CPU Intel® CoreTMi5-1038NG7 2.00GHz, メモリ 16 GB 3733 MHz 

LPDDR4X,OS macOS 14.0 (23A344)), Python 3.9.12

有村博紀, 北海道⼤学フォレスト ワークショップ, 札幌市, 2024.3.31

志田 祐仁さん
北大情報科学院
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有村博紀, 北海道⼤学 フォレスト ワークショップ, 札幌市, 2024.3.31

解数 で，候補となるLCSの本数 (lcs count) を変化させたときの実行時間(秒)．

x20

同じ時間で
約20倍高速!

実験1：規模耐性 (Scalability)
l 問題サイズ（実行

解数＝LCSの総
数）を増加させて
計算時間を計測

l 解数 E = 2 で，制
限時間F = 110
(sec)の入力サイ
ズを比較した

LCSの本数 (lcs count)

素朴法
1,200個

素朴法
23,000個
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まとめ: Max-Sum多様なLCS問題の計算量
有村博紀, 北海道⼤学 フォレスト ワークショップ, 札幌市, 2024.3.31

解数Kが定数のとき 解数Kが入力のとき
NP完全

多項式時間
計算可能

解数Kがパラメ
タのとき

解数Kと入力長さr
がパラメタのとき

FPT
固定パラメタ計算容易

W[1]困難
固定パラメタ計算困難

PTAS
任意誤差で多項式時間近似可能

Proof: 動的計画法

Proof: 色符号化技法 Proof: p-クリーク
からのFPT帰着

Proof: ローカル探索法 (Cevallos+ 2019)

• 本頁の全ての結果は，本研究で示した
• PTAS以外は， Max-Min版について

も同じ結果が成立する

今後の課題：機械学習における多様な最適モデルの学習
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Our laboratory members

有村博紀, 北海道⼤学 フォレスト ワークショップ, 札幌市, 2024.3.31

2024.3.25, IKN Laboratory
IST School, Hokkaido University
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