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1．はじめに
物質やエネルギーの流出入がある非平衡散逸系での

パターン形成においては複雑な時空間構造とそれにと
もなうダイナミックスが生じる。高分子系においても、
ダブルジャイロイドをはじめ、きわめて多彩な形状が
自己組織的に生成される。これらは対称性あるいは極
小曲面論などを用いてある程度説明可能であるが、ア
モルファスなどのより複雑な形状に対しては、適切な
数学的表現はないように思われる。この展望の前半で
は、計算トポロジー、とくにパーシステントホモロジー
という新たな数学手法がこれらの形態の理解にきわめ
て有用であることを紹介したい。これまでのトポロジー
手法と異なり、形や大きさの情報を与えてくれるもの
になっている。一方、パターン形成を力学系の問題と
して捉えたとき、複雑時空パターンの時間的振る舞い
をどう特徴付けるかが問題となる。定常解や周期解か
らカオス解までの「特殊解」の探索はきわめて重要であ
るが、パラメーターが変化するときに、どのように状
態が遷移していくのか、あるいはそのモデルがもちう
る解の全容とその相互関係はどうなのかという大域的
な構造を調べることはたやすくない。数理の分野では、
これに対し二つの方法論が採用されてきた。一つは「大
域問題を局所問題に帰着する」手法であり、これは「組
織中心（organizing center）」を見つけると言ってもよ
い（数学では、「高い余次元をもつ特異点」探索に対応
する）。これは複雑な皺があるときに、その折り目の源
を見つけることに相当する。もう一つは「パラメーター
を含めた解空間の大域構造探索」という方法である。
これは文字どおり、パラメーターとともに次々と変化
する解を追跡し、その全体像を得ようというものであ
る。近年では計算機による解の構造探索は徐々に可能

となり、簡単な場合には精度保証もかけられるように
なってきた。これはモデルを時間方向に解くこととは
全く異なり、不安定な解も含めての全探索を試みるも
のである。それらの膨大なデータからどのような知識
を取り出すのかという際に、力学系的およびトポロジー
的観点が鍵となる。またこれら二つの手法は実は密接
に関連しているということも強調しておきたい。計算
機による膨大な探索の結果、それが一つの組織中心に
集約されるということもしばしば起こりうるのである。

以上に述べた方法論は広い汎用性をもち、たとえば
流体系や生命系も含め、今後応用範囲は広がると思わ
れる。

2．アモルファス構造のトポロジー的特徴付け
高分子系は多様な複雑形状の宝庫であり、その形状

が機能に大きくかかわるという意味でもその分類学は
きわめて重要な問題である。しかしながら対称性ある
いは極小曲面などの数学においてもよく整備された方
法論や枠組みが適用できる場合を除いて、より一般の
複雑形状に関しては、分類のための適切な言語がない
ために、未開拓のままとなっている。その一つの典型
例が図1（a）に掲げたようなアモルファス（非晶質）で
あろう。

結晶状態でもなく、ランダムでもないこの中間状態

パターンダイナミックスの最近の話題をアモルファス材料と
自己生成パルスダイナミックスの二つを例にとり紹介する。
前者は結晶でもランダムでもない不定形な形態について、計
算トポロジー、とくにパーシステント図を用いた特徴付けを、
後者はそれを生み出す生成機構を解の大域探索とそれを力学
系的観点から縮約した組織中心の観点から説明する。

(a) (b)
図1	 （a）アモルフォス物質の模式図．（b）原子配置が与えら

れたときのパーシステント図の作り方．フィルトレー
ションとよばれる球の増大列を考え，そこで生成され
るリングの発生と消滅をプロットする．
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はある種の中距離構造は有すると思われるが、そのあ
いまいさゆえに明確な記述はなされてこなかった。最
近計算トポロジーと呼ばれる分野が、一つの適切な記
述言語として注目を集めている1）～3）。通常トポロジー的
測定といえば、ドーナツとカップの区別がつかないと
いうことから、大きさや形に関しては精度が悪く、難
しいのではと考えられるが、近年計算トポロジーの中の、
パーシステントホモロジーと呼ばれるある種の距離や
形に関する情報を取り込んだ測定法が開発された。非
常に簡略化して言うと、与えられたデータ集合（たと
えば原子配置）に対して、パーシステント図というも
のが作製できる。その図の形状により、アモルファス
というあいまいな形状の数学的特徴付けが可能となる
のである。そこで重要なことは、図1（b）にあるように
フィルトレーションという各配置を中心とする球（図1

（b）では二次元円盤）の半径に関する増大列を導入し、
そのプロセスで生まれる各中心を結んで形成されるリ
ングにおける「穴」の生成と消滅を記録するという点で
ある。これが大きさや形の情報をエンコードするので
ある。データ数が多ければ、この過程で非常に多数の
穴が生まれ、そして消滅するが、その生成時刻、消滅
時刻をプロットしたものがパーシステント図（Persistent 
Diagram）である。ここで時刻という言い方をしたが、
何かの時間発展ということではなく、単にパラメーター
付けに過ぎないので注意されたい。図1（b）では4点と
いうきわめて簡単な状況であるが、実際は何十万点と
いう個数からなる。これにより、データ集合だけを見
ていたのでは、区別がつかないアモルファス状態とラ

ンダムな液体状態が明確に分類される。シリカガラス
（SiO2）の分子動力学（MD）シミュレーションから得ら
れたデータに対して図2（a）はそれぞれ結晶状態、高
温のランダムな液体状態、そして急冷して得られたア
モルファス状態のパーシステント図を示している。

結晶ではその対称性から有限個の点のみが得られ、
ランダムな液体状態では、一様な分布に近い。しかし
ながらある中間構造をもつと考えられるアモルファス
状態では、Aから Dまでの明確なクラスタリングが起
きている。たとえば集合Aはライフタイム（消滅時刻
から発生時刻を引いたもの）が長く、これは図2（b）に
あるように大きなリングに対応している。一方CやD
はAのサブリングとも言えるもので、より小さな穴に
対応している。これらはより対角線に近く、ライフタ
イムは短い。このようにパーシステント図はそのライ
フタイムにより、大きくロバストな穴と小さくノイジー
な穴を明確に区別できる。このことは図2（c）の大き
な穴（赤色）のライフタイムは長く、左下の小さい穴（青
色）のそれは半径が少し増えるとそのリングは消える
ことからもわかる。さらに重要なことはここで得られ
たパーシステント図は、穴の間の大きさや形に関する
階層的関係も教えてくれるのである。実際AからDま
でのクラスター集合が存在するが、これらはバラバラ
ではなく、大きな穴に対応するAからフィルトレーショ
ンの過程で、BからDまでのサブリングが階層的に生
成され、それが1枚のパーシステント図にエンコード
されているのである。アモルファスにもさまざまな形
態があり得るが、その「指紋」とも言うべき指標がこの
パーシステント図に刻まれていると考えられる。これ
がどのように分類に役立つのか、物性値との対応など
精力的に研究が進められつつある4）～ 6）。

ここではアモルフォスを例にして述べたが、この数
学的測定法は、あらゆる複雑形状の記述に有効であり、
物質科学のみならず、生命科学、社会科学も含め大き
な応用が期待されている。

3．複雑ダイナミックスの組織中心 
―パルスの自発生成を例にして―

パターンが存在する空間場に跳びなどの不均一性が
あると、そこからさまざまな動的パターンが自発的に
発生することはよく知られている。しかしながらそれ
らを生み出す力学系的機構はそれほど明らかにされて
いない。その理由は不均一性とそれが生み出す動的な
不安定性との関係が一般にはよくわからないからである。
実際、次の例で見るように、それらのダイナミックス
は「不安定解」が生成の鍵となっており、それはシミュ
レーションだけからはわからない。すなわち不安定な
解も含めた全体像を明らかにして初めてその裏にある
機構が見えてくるのである。

(b)

(a) (c)

図2	 （a）シリカガラスのMDシミュレーションの結晶，液
体，そしてアモルファス（ガラス）状態に対応するパー
システント図．（b）ガラス状態のパーシステント図で
現れた四つのクラスター集合に対応するリング形状の
模式図．（c）ロバストな穴とノイジーな穴．
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図3（a）の時空間プロットは、パルスジェネレータ
（PG）のパルス発射パターンである。PGはもともとガ
ス放電系を定性的に再現するモデルとして提案された
ものであり、電圧の不連続な変化により適当な高さの
電圧（以降、高さと表記）を超えると、パルスが右方向
に生成される様子を示している。パルス発生のダイナ
ミックスは電圧差に依存し、2枚のプレート間のもとも
との電圧の不均一性により電圧差に応じて、さまざま
な発射パターンが存在し、カオス的に発射される場合
もある。詳細は文献7）に譲るが、この系はFitzHugh-
Nagumo型の興奮系である。よく見ると発射モード

（emitting mode）と左右に振動している呼吸モード
（breathing mode）があることがわかる。 このe-mode
とb-modeの二つの標識により、多様な解を分類する
ことが可能であり、たとえば2回続けて発射し、1回休
むPG2は、e-e-bとなる。高さの変化とともにPG1から
カオス的PGまで存在する。この多様な生成ダイナミッ
クスの機構は何であろうか？　そのためにこのPGをま
ず力学系的に解として特徴付けねばならない。そのた
めに十分右遠方で、解を零と置き、PGを有限区間での
時間周期解と見なす（この操作が生成パターンに影響
は与えないことは数値的に確認できる）。問題は、これ
らの周期解がどこからやってきたかということである。
解をパラメーターに沿って追跡し、そのルーツを調べ
ることが必要となる。そのための数値的ソフトとして
AUTO8）（より正確にはそれを偏微分方程式に使えるよ
うに改良したもの）が有効なツールとして用いられる。
周期解PGn（n＝1、2、3、…）を高さパラメーターに沿っ
て追跡したものを模式的に描くと図4のようになる。
縦軸は周期である。

特徴的なことは、どのパルスジェネレータもその周
期がパラメーターとともに発散する不安定周期解であ
ることである。周期が発散する理由はいろいろありう
るが、たとえば、あるホモクリニック軌道に収束して
いることが予想される。つまりある不安定平衡解から
出た不安定多様体が再び自分自身の安定多様体に沿っ
て戻ってくるような軌道に周期解が漸近していること
が考えられる。実際このことは数値的に確認される、
驚くべきことは、この不安定平衡解はラベルnによらず、
すべてのパルスジェネレータに共通となることである。
それが図3（c）にあるSPhである。これは小さな「こ
ぶ」（hump）をもった定常解という意味である。さら
に上で述べたようにパルスを打ち出し元に戻るという
emitting-cycleとジャンプ点付近で振動するbreathing-
cycleという二つの周期的ダイナミックスがあり、各

図4	 PG1，PG2，PG3を時間周期解としてジャンプの高さe
に関して，その解を追跡すると，すべてその周期が発
散する．それらはすべて図3（c）のSPhへのホモクリ
ニック軌道に漸近する．

(c)

図3	 パルスが伝播する媒質に非一様性があると，それが新たなパターンを生み出す源となる場合がある．（a）に描いたものは，
モデル方程式に含まれるパラメーター k1にジャンプ型の跳びがある場合に，そこから新たなパルスが自発的に生み出さ
れる様子を時空間プロットしたものである．青色のところは，パターンが左右に振動するブリージング（息継ぎ）のフェー
ズであり，赤色は新たなパルスが右側に発射されるジェネレータのフェーズである．この二つのフェーズの組み合わせ
によりさまざまなパルスジェネレータが存在することが知られている．（b）はそのような多様なパルスジェネレータを生
み出す機構として数値的に発見された蝶々型2重ホモクリニック軌道の模式図である．左側のわっかは息継ぎのフェーズ
に対応し，右側のわっかはパルス発射に対応する．それぞれを何度回るかにより多彩なパルスジェネレータがそこから
生成される．ホモクリニック軌道とは，あるサドル型の不安定平衡点から出発し，そこへ戻る閉軌道のことであり，こ
こでの蝶々型2重ホモクリニック軌道における不安定平衡解は（c）のようなこぶ付きの不安定定常解SPhとなっている．
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PGnはこれらの組み合わせからできていると考えられ
る。たとえばPG2は2回emitting-cycleをまわり、その
後1回breathing-cycleまわるという具合である。これ
らから推測されるPGの「種」はどのようなものと推測
されるであろうか。詳細は省くが、2重のホモクリニッ
ク軌道がのり付けされたような図3（b）のバタフライ
型の2重ホモクリニック軌道がこれら自己生成パルス
の「組織中心」であることが判明する。すなわち縮退を
ほぐすときに、二つのホモクリニック軌道の近くをそ
れぞれ何回まわるかということにより、それぞれのラ
ベル付けされたPGパターンが生み出されるのである。
実際、PG2の時空間プロットは図5（a）のようになるが、
この軌道を（u、v）－空間に射影した図5（b）を見ると、
大きな「わっか」を2回まわった後（これはパルスの発
射に相当する）、小さな左下の「わっか」を1回まわり、
また元に戻っていることがわかる。これ以外の場合も
容易に想像が付くと思われる。すなわち2重ホモクリ
ニック軌道の開折によりすべてのPGが生み出されるの
である。

ここで用いられた大域的手法は粒子解の衝突現象9）

などの解析においても威力を発揮しており、きわめて
汎用性の高いものである10）。

4．おわりに 
―大域解析・トポロジー・計算機の融合―
アモルフォスというような形状をどのようにとらえ

るかということで、前半ではパーシステント図という

トポロジーの道具を紹介し、後半では不安定解も含め
た解の全体を見ることで、パルス自発生成の組織中心
ともいうべきものを見つけ、そこから全体像を再現す
るという力学系的視点を紹介した。これらは全く異な
る手法であるが、情報の大幅な縮約とそこから本質的
なものを取り出す数理的道具としてともに優れた機能
をもっている。計算トポロジーのパーシステント図は、
これまで曖昧模糊としてとらえどころがなかった中距
離形態構造を階層的にとらえることを可能とし、組織
中心という力学系的発想はきわめて複雑なダイナミッ
クスも、一つの種から生み出されることもありうるこ
とを示唆してくれる。これらの二つの手法はいずれも
数学的概念を計算機により求めるための信頼性のある
アルゴリズムとそれを実現するソフトウエアの開発に
よるところが大きい。それにより大規模データに対し
ても、そこから有用な知識を引き出すことが可能となっ
てきた。すなわち数学の概念が計算機というエンジン
を得て、大幅な情報縮約と適切な記述言語がもたらさ
れることになったのである。
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