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1. ポンスレの定理
平面内の楕円と多角形を考える。円も楕円の特別な場合とする。楕円の内

部にある多角形が楕円に内接しているとは、多角形のすべての頂点が楕円の
上にあることとする。また楕円を内部に含む多角形が楕円に外接していると
は、多角形のすべての辺が楕円と接していることとする（図１を参照）。ポン
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スレ (Poncelet)の定理とは次の定理である。
定理 1 (ポンスレの定理). 平面内の２つの楕円 C と D があり、D は C の
内部にあるとする。もし C のある点を頂点とする n 角形が C に内接しかつ
D に外接するならば、C の任意の点を頂点として C に内接しかつ D に外接
するような n 角形が常に存在する（図２を参照）。
以下ではこのポンスレの定理の証明を解説する。ポンスレ自身は射影幾何

を用いてこの定理を証明した。その後不変測度を用いた力学系による証明な
ども現れたが、ここでは文献 [1, 2, 3, 4]を参照しながら複素解析幾何の方法
で証明する。多角形の辺は平面内の直線を表し、楕円は平面内の２次曲線を
表している。これら平面内の直線や２次曲線は、相対的な位置によって交わっ
たり交わらなかったりする。この現象を回避するために、平面に無限遠直線
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を付け加えた射影平面を考える。さらには複素数で考えたりする。ポンスレ
の定理という平面幾何の話を、複素解析幾何の方法で証明する点が興味深く
思われる。

2. ポンスレ対応
ポンスレの定理を以下のように写像の言葉で言い換えてみる。楕円 C 上の

点 x をとる。このとき x から楕円 D へ接線が必ずひける。この接線 ℓ と D
の接点を ξ としよう。接線 ℓ は C と x 以外にもう１点で必ず交わる。この
新しい交点を x′ としよう。そして x′ から楕円 D へ接線が ℓ 以外にもう１
本必ずひける。この新しい接線 ℓ′ と D の接点を ξ′ とする。このようにして
C と D の点の組からなる列 (x, ξ) �→ (x′, ξ) �→ (x′, ξ′) が定まる（図３を参
照）。つまり楕円 C の点 x と方向ベクトル x⃗ξ から新しい点 x′ と新しい方向
ベクトル x⃗′ξ′ が定まった。この対応をポンスレ対応と呼ぼう。
さて次のような集合を考える。

M := {(x, ξ) ∈ C × D | x は ξ で接する D の接線に含まれる。}
すると、上の２段階の操作は M から自分自身へ２つの写像 σ(x, ξ) = (x′, ξ)
と τ(x′, ξ) = (x′, ξ′) で表される。ここで写像の作りかたから σ も τ も対合
的、すなわちそれぞれの２回合成 σ ◦ σ と τ ◦ τ は M の恒等写像になるこ
とに注意する。これら σ と τ の合成写像、すなわちポンスレ対応 η = τ ◦ σ
について、点 (x, ξ) の η による軌道を順番に線分で結んでゆくと、楕円 C
上に頂点を持ち D と接する折れ線が順番に現れる。そして n 回合成 ηn が
ηn((x, ξ)) = (x, ξ) を満たす、つまり ηn が (x, ξ) を固定点とするならば、そ
れらの折れ線は出発点 (x, ξ) に戻る、すなわち点 (x, ξ) を頂点に持ち C に内
接しD に外接する n 角形が出来上がる。よってポンスレの定理をポンスレ
対応 η の言葉で言い換えると次のようになる。
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定理 2 (ポンスレの定理の言い換え). M から M への写像 η((x, ξ)) = (x′, ξ′)
に対しある自然数 n が存在して、η の n 回合成 ηn が M に固定点を持つと
する。このとき ηn は M の恒等写像になる。

以下この定理 2を証明するための準備をしてゆく。まず射影平面を複素数
および実数の世界で定義する。これは平面内の直線や、楕円など２次曲線が
有限の点で交わらないならば無限遠点で交わるということを正当化する幾何
学的方法である。そして射影平面内の直線や２次曲線の交わりについて考察
する。特に２次曲線については楕円に対応する非特異２次曲線に話を制限し
て考える。

3. 射影平面
３次元複素アフィン空間 C3 の２点 a = (a1, a2, a3) と x = (x1, x2, x3) の

内積を a · x := a1x1 + a2x2 + a3x3 とする。２点 a, b ∈ C3 − {0} に対し、あ
る λ ∈ C − {0} が存在して a = λb と表せることを a ∼ b とすると、関係
∼ は C3 − {0} の同値関係になる。同値関係 ∼ による C3 − {0} の商空間
P2 = C3 −{0}/ ∼ を複素射影平面といい、商写像 π : C3 −{0} → P2 により
P2 に商位相を入れる。A2 := {π(x) ∈ P2 | x3 ̸= 0} とすると A2 から複素ア
フィン平面 C2 への写像 π(x) �→ (x1/x3, x2/x3)は well-definedで、A2 に P2

からの誘導位相を入れておくとこの写像は同相写像になる。よって複素射影平
面 P2 は複素アフィン平面 A2

∼= C2 に無限遠直線 ℓ∞ := {π(x) ∈ P2 | x3 = 0}
を付け加えたと思うことができる。同様の考察を実数の世界ですると、実射
影平面が定義できる。
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を付け加えた射影平面を考える。さらには複素数で考えたりする。ポンスレ
の定理という平面幾何の話を、複素解析幾何の方法で証明する点が興味深く
思われる。

2. ポンスレ対応
ポンスレの定理を以下のように写像の言葉で言い換えてみる。楕円 C 上の
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の接点を ξ としよう。接線 ℓ は C と x 以外にもう１点で必ず交わる。この
新しい交点を x′ としよう。そして x′ から楕円 D へ接線が ℓ 以外にもう１
本必ずひける。この新しい接線 ℓ′ と D の接点を ξ′ とする。このようにして
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れらの折れ線は出発点 (x, ξ) に戻る、すなわち点 (x, ξ) を頂点に持ち C に内
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4. 射影平面内の直線、点と直線の双対性、射影直線
C3−{0}の任意の点 aに対し、ℓa := {π(x) ∈ P2 | a·x = 0}は well-defined

である。これを射影平面内の直線という。
定理 3. a, b ∈ C3 − {0} に対し次が成り立つ。

(1) a ∼ b ならば、ℓa = ℓb である。
(2) a ∼ b でないならば、ℓa と ℓb は P2 内の１点で交わる。
これらの結果は実射影平面内の２つの直線についても成り立つ。つまり平

行な２直線は通常の平面内では交わらないが、実射影平面で考えると無限遠
直線上の１点で交わっていると考えるのである。
また定理 3の（１）より P2 内の直線 ℓa に射影平面の点 π(a) を対応させ

ることで、射影平面内の直線全体と射影平面の間に全単射が定義できる。こ
の新しい射影平面を P ∗

2 と記し、双対射影平面という。逆に双対射影平面 P ∗
2

内の直線とは、直線束、つまりある１点を共有する直線の全体を表すので、そ
の共有点である射影平面 P2 の点が対応する。つまり P2 の直線には P ∗

2 の点
が対応し、P ∗

2 の直線には P2 の点が対応している。これを射影平面における
点と直線の双対性という。
次に射影変換を定義しよう。３行３列の複素正則行列A ∈ GL3(C)に対し、

T (π(x)) := π(Ax) は P2 から P2 への well-defined な写像になる。これを射
影平面における射影変換という。射影変換は直線を直線に移す。より詳しく
以下が成り立つ。
定理 4. a, b ∈ C3 − {0} に対し、T (ℓA) = ℓB であるための必要十分条件は、
b = (tA)−1a となることである。ここで A は射影変換 T の定義に現れる３行
３列の複素正則行列で、tA は行列 A の転置行列を表し、(tA)−1 は行列 tA
の逆行列を表すとする。特に射影平面内の任意の直線は、無限遠直線 ℓ∞ の
射影変換による像になっていることが分かる。
証明. 直線 ℓa の定義方程式は a · x = 0 である。この式に y = Ax を代入す
ると a · A−1y = 0 となるが、内積の定義からこれは (tA)−1a · y = 0 と同値
である。

この結果から射影変換で移り合う直線どうしを同一視すると、射影平面内
の直線は１種類しかないことになる。
射影平面の１次元版として射影直線 P1 を定義しよう。a, b ∈ C2 − {0} に

対し、a ∼ b をある λ ∈ C − {0} が存在して a = λb と表せることとす
ると、関係 ∼ は同値関係になる。同値関係 ∼ による C2 − {0} の商空間
P1 = C2 − {0}/ ∼ を複素射影直線といい、商写像 π : C2 − {0} → P1 によ
り商位相を入れておく。A1 := {π(x) ∈ P1 | x2 ̸= 0} とするとA1 から複素ア
フィン直線 C への写像 π(x) �→ (x1/x2) は well-defined で、A1 を P1 の部分
位相空間と思うと同相写像になっている。よって複素射影直線は複素アフィ
ン平面に無限遠点 ∞ := {π(x) ∈ P1 | x2 = 0} を付け加えた、つまりリーマ
ン球面 Ĉ := C ∪ {∞} と考えられ、球面と同相になる。
最後に射影平面内の任意の直線 ℓ は P1

∼= Ĉ でパラメータ付けできる
ことを示す。ℓ の任意の２点 π(a) と π(b) を固定する。このとき ℓ は ℓ =
{π(λ1a + λ2b) | (λ1, λ2) ∈ C2 − {0}} と表されるので、P1 から ℓ への写像
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π((λ1, λ2)) �→ π(λ1a + λ2b) がwell-defined な同相写像になる。このことから
も射影平面内の任意の直線は球面と同相になることが分かる。

5. 射影平面内の非特異２次曲線
３変数同次２次多項式Q(x) =

∑
aijxixj は、３行３列の対称行列 A = [aij ]

を用いてQ(x) = txAx と表される。射影平面内の２次曲線を
C = {p = π(x) ∈ P2 | Q(x) = 0}

と定義すると、Q(x) が同次式であることから well-defined である。
２次曲線 C の点 a が単純点であるとは

∇Q(a) := (
∂Q

∂x1
(a),

∂Q

∂x2
(a),

∂Q

∂x3
(a)) ̸= 0

を満たすこととする。このとき直線 ∇Q(a) · x = 0 は a を接点とする C の
接線である。単純点でない C の点を特異点という。

定理 5. txAx = 0 で定義される２次曲線 C の任意の点 a が単純点であるた
めの必要十分条件は、A が正則行列になることである。

証明. Q(x) = txAx = 0 を変数 xi で偏微分すると

∂Q

∂xi
= 2

3∑
j=1

aijxj , 1 � i � 3.

C の点 x ̸= 0 が特異点であるとは、Q(x) = 0 かつ ∂Q
∂xi

= 0 1 � i � 3、つま
りAx = 0 を満たすことである。よって A が正則ならば Ax = 0 は非自明な
解を持たないので、C のすべての点は単純点になる。一方 A が正則でなけれ
ば Ax = 0 は非自明な解を持ち、それは C の特異点を与える。

２次曲線 C の任意の点 a が単純点であるとき、C を非特異２次曲線と
いう。

定理 6. 非特異２次曲線は射影直線でパラメータ付けされる。よって直線と
同様、非特異２次曲線も球面と同相である。

証明. 同次２次式 x1x3−x2
2 = 0で定義される非特異２次曲線を C0 とすると、

q(t) := (1, t, t2) は射影直線 P1
∼= Ĉ から C0 へのパラメータ付けを与える。

Q(x) = txAx = 0 で定義される任意の非特異２次曲線 C に対し、変数変換
x = Ty を行うと P (y) := Q(x) = Q(Ty) = t(Ty)A(Ty) = tytTATy = tyDy
となる。ここで正則行列 T をうまく取ると、A は正則行列なので D = tTAT
を単位行列に取ることできる。つまり射影平面内の非特異２次曲線どうしは
射影変換で移り合うので、任意の非特異２次曲線は射影直線でパラメータ付
けされる。

定理 7. Q(x) = 0で定義される２次曲線 C が非特異ならば、Q(x) は既約多
項式である。
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証明. 定理 5より C の定義式 Q(x) = txAx = 0 に現れる行列 A は正則行列
である。もし Q(x) が既約でない、つまり同次１次式の積 Q = L1L2 に分解
したとすると

∂Q

∂xi
= L1

∂L2

∂xi
+ L2

∂L1

∂xi
, 1 � i � 3

となる。L1(a) = L2(a) = 0 となる a ̸= 0 を選ぶと、Q(a) = 0 かつ ∂Q
∂xi

(a) =
0, 1 � i � 3 となり、C の単純点でない a が存在することになり矛盾。よっ
て Q(x) は既約である。

非特異２次曲線 C の接線全体を双対射影空間 P ∗
2 における双対曲線という。

定理 8. txAx = 0で定義される非特異２次曲線 C の双対曲線 C∗ は tyA−1y =
0 で定義される非特異２次曲線である。
証明. C の単純点 x における接線を ℓy とすると、y = Ax である。双対曲線
C∗ の定義方程式は、C の定義方程式 txAx = 0 に y = Ax を代入すれば得ら
れる。よって t(A−1y)A(A−1y) = tytA−1y = 0 となるが、A は対称行列なの
で tA = A となり、C∗ の定義方程式は tyA−1y = 0 となる。定理 5から A
は正則行列より、再び定理 5から C∗ も非特異２次曲線になる。

6. 射影平面内の直線と非特異２次曲線の交わり
定理 9. 直線と非特異２次曲線は２点で交わるか１点でのみ接する。
証明. 直線を ℓ とし非特異２次曲線を C とする。射影変換により ℓ を無限遠
直線 x3 = 0 に移しておく。C の定義方程式 Q(x) = 0 を

Q(x) = ax2
1 + bx1x2 + cx2

2 + x3L

とする。ここで a, b, c は定数で L は x1, x2, x3 の同次１次式である。C は非
特異なので定理 7から Q(x) は既約である。よって a, b, c は同時に 0 になる
ことはない。ℓ ∩ C の点 (x1, x2, x3) はQ(x1, x2, 0) = ax2

1 + bx1x2 + cx2
2 = 0

を満たし、この式は同次１次式の積に分解する。
まず Q(x) = (αx1 + βx2)2 となる場合を考える。このとき ℓ ∩ C は１点

(−β, α, 0) であり、その点で ∂Q/∂x1 = ∂Q/∂x2 = 0 となることから、ℓ は
C と１点 (−β, α, 0) で接する。
次に Q(x) = (αx1+βx2)(γx1+δx2)となる場合を考える。このとき ℓ∩C は

(−β, α, 0)と (−δ, γ, 0)の２点であり、どちらの点でも ∂Q/∂x1 = ∂Q/∂x2 = 0
とはならない。よってこれら２つの交点で ℓ は C に接していない。

定理 9は次のように同時座標を用いて言い換えることが出来る。
定理 10. 点 y ∈ C3 − {0} と正則行列 A ∈ GL3(C) に対し、txAx = 0 か
つ y · x = 0 を満たす x は、tyA−1y = 0 のときただ１つで、それ以外は２つ
ある。
この主張を x と y、A と A−1 を入れ替えると

定理 11. 点 x ∈ C3 − {0} と正則行列 A−1 ∈ GL3(C) に対し、tyA−1y = 0
かつ x · y = 0 を満たす y は、txAx = 0 のときただ１つで、それ以外は２つ
ある。
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となり、これは次の定理を同時座標を用いて言い換えているだけである。
定理 12. 任意の点 x ∈ C3 − {0} から非特異２次曲線への接線は、x ∈ C の
ときはただ１本で、それ以外は２本ある。
このように射影平面における直線と点の双対性を用いて、定理 9から定理

12を導くことができた。上記の結果は実数の世界では成り立たない。例えば
楕円の内部の点から楕円の接線を引くことはできない。

7. 射影平面内の非特異２次曲線どうしの交わり
次の結果は平面代数曲線におけるベズー (Bezout)の定理の２次曲線版で

ある。
定理 13. 射影平面内の２つの非特異２次曲線は一般に４点で交わる。
射影平面内の２つの非特異２次曲線が一般の位置にあるとは、４点で交わ

ることとする。射影平面内の非特異２次曲線どうしの交わりについて、より
具体的には（１）４点で横断的に交わる、（２）２点で横断的に交わり１点で
接する、（３）２点で接する、（４）１点で横断的に交わり１点で３重に接す
る、（５）１点で４重に接する、という５通りの可能性が起こりうる。この可
能性の分類から次が分かる。
定理 14. 射影平面 P2 内の２つの非特異２次曲線が一般の位置にあることと、
それらの双対２次曲線どうしが双対射影平面 P ∗

2 内で一般の位置にあること
は同値である。

8. 複素トーラスの自己同型写像
複素トーラス C/Λ は C を普遍被覆空間とするので、C/Λ の自己同型写

像はC の自己同型写像、すなわちアフィン写像 w = αz + β で αΛ = Λ を満
たすものに持ち上がる。特に固定点を持つ対合的自己同型写像に対応するア
フィン写像は w = −z + β の形になり、そのような写像どうしの合成は平行
移動、つまり w = z + β の形になる。よってそのような平行移動の n 回合成
が固定点を持てば、nβ ∈ Λ となり、複素トーラス C/Λ 上の恒等写像を誘導
する。

9. おわりに
以上の準備のもとに、２つの非特異２次曲線 C と D が一般の位置にある

と仮定して定理 2を証明しよう。M から第１成分である C への射影は４点
C ∩ D 以外では２対１の被覆写像である。ここで C ∩ D が４点であるとい
うところに、 C と D が一般の位置にあるという仮定を用いた。また非特異
２次曲線 C は射影直線 P1

∼= Ĉ と同型なことから、M は射影直線の４点で
分岐する２重被覆面なので種数１のリーマン面の構造を持つ。よって M は
位相的には球面にハンドルを１つ付けた曲面になることが分かり、一意化定
理からM は複素トーラスの構造を持つ。さらに M の自己同型写像 τ は M
から C への分岐２重被覆写像の被覆変換群として M に作用していることか
ら、τ は４点 C ∩ D を固定点に持つ M の対合的自己同型写像である。同様
にM から第２成分である D への射影も４点で分岐する分岐２重被覆写像に



60 ポンスレの定理について（小森）
8 小森　洋平

なり、σ は被覆変換群として M に作用していることから、σ も固定点を４
点持つ M の対合的自己同型写像になる。よって σ と τ はともに固定点を持
つ複素トーラスの対合的な自己同型写像なので、それらの合成写像 η = τ ◦ σ
は平行移動から誘導される複素トーラスの自己同型写像になる。ゆえにある
自然数 n について ηn が M で固定点を持てば、ηn は M の恒等写像となり
定理 2の証明が終わる。
最後に１つ注意をして終わろう。上記の証明では２つの非特異２次曲線は

一般の位置にあることを仮定していたが、そうでない場合にもポンスレの定
理を証明できる。ただしこの場合は M は複素トーラスにならず、加法群 C
または乗法群 C∗ := C− {0} の１つまたは２つからなるが、ポンスレ対応は
それぞれの群演算についてトーラスの場合の平行移動に類似の写像になるこ
とが分かり、同様の証明が得られる。
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