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1 はじめに
種数2以上の向きづけ可能な閉曲面Sの三角形分割T を考える。T の頂点集合をV = {v1, · · · , vN}

とし、r = (r1, · · · , rN) ∈ RN
+とする。ここでR+は正の実数の全体とする。三角形分割の面である位

相的三角形 f = △vivjvkの３頂点 V (f) = {vi, vj, vk} に対し、３辺の長さが vivj = ri + rj, vjvk =

rj + rk, vkvi = rk + riである双曲三角形 frの３つの内角 {θrf (i), θrf (j), θrf (k)}を対応させる。三角
形分割の頂点 vjにおける三角形たちの内角の和を σj(r) =

∑
f :V (f)∋vj θ

r
f (j) とし、vjにおける曲率

をKj(r) = 2π − σj(r)と定義するとき、V = {v1, · · · , vN}の各頂点における曲率が 0になるよう
な r ∈ RN

+ が、Sの三角形分割 T に関するサークルパッキングに対応する。つまり各頂点 vj を中
心とし半径 rjの円を考えると、隣接する２頂点の円どうしは互いに外接する。
２節においてThurstonによるサークルパッキングの存在と一意性、所謂サークルパッキング定
理について [4]に従って説明する。
３節ではThurstonによるアルゴリズムΦ : RN → RN を定義し [2]、任意の初期値 x ∈ RN に対
し、Φによる反復合成から定まる点列 {Φn(x)}が T に関するサークルパッキングに収束すること
を示す。証明の流れは [1]のトーラスの場合と同じであるが、[1]の場合はユークリッド幾何におけ
る相似変換の作用によりΦのヤコビ行列 (∂Φi

∂rj
)が確率遷移行列になるのに対し、種数 2以上の場合

は相似の概念がないので、ユークリッド幾何と同じようには証明はできない。その点を補ってくれ
るのが命題 8の 3.であり、この主張は双曲三角形に関する命題 7([3] Lemma 9)から導かれる。

2 双曲曲面のサークルパッキング定理
Sを種数 2以上の向きづけ可能な閉曲面とする。Sの三角形分割T を１つ固定する。T の各頂点 vj

に正の実数 rjを割り当てる。つまりT の頂点集合をV = {v1, · · · , vN}に、成分が全て正の実数であ
るベクトル r = (r1, · · · , rN) ∈ RN

+を対応させる。三角形分割の面である位相的三角形 f = △vivjvk

の３頂点 V (f) = {vi, vj, vk} に対し、３辺の長さが vivj = ri + rj, vjvk = rj + rk, vkvi = rk + ri

である双曲三角形 frの３つの内角 {θrf (i), θrf (j), θrf (k)}を対応させる。T の２つの面 f と f ′が辺
を共有する場合、対応する双曲三角形 frと f ′

rを対応する辺で等長に貼り合わせることで、T と同
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1
じ組み合わせ構造を持つ Sと同相な距離空間 Srが得られる。Srは頂点集合 V = {v1, · · · , vN}に
おいてのみ錐特異点を持つ双曲曲面となる。
三角形分割の頂点 vjにおける三角形たちの内角の和を σj(r) =

∑
f :V (f)∋vj θ

r
f (j) とし、vjにおけ

る曲率をKj(r) = 2π − σj(r)と定義する。T の各頂点 vj ∈ V に割り当てられた正の実数 rj に対
し、各頂点 vjにおける曲率Kj(r)を対応させる写像 F : RN

+ → RN を次のように定義する。

F (r1, · · · , rN) = (K1(r), · · · , KN(r))

曲率の定義より F は連続写像である。V = {v1, · · · , vN}の各頂点における曲率が 0になるような
r ∈ RN

+ が、Sの三角形分割 T に関するサークルパッキングに対応する。つまり各頂点 vjを中心と
し半径 rjの円を考えると、隣接する２頂点の円どうしは互いに外接する。Thurstonによるサーク
ルパッキング定理とは、Sの任意の三角形分割 T に対するサークルパッキングの存在と一意性を主
張する定理であり、F−1(0)が１点であるという主張で言い換えられる。以下 [4]に従ってその証明
のアイデアを説明する。Gauss-Bonnetの定理より次の等式が成立する。

N∑
i=1

Ki(r) +

∫

Sr

K dSr = 2πχ(S)

ここでKは双曲曲面 Srのガウス曲率よりK ≡ −1なので∑N
i=1 Ki(r) = 0となり、連続写像F の

像は超平面
Z = {(y1, · · · , yN) ∈ RN |

N∑
i=1

yi = 0} ∼= RN−1

に含まれる。∆ = F−1(Z)と定義し、制限写像 F |∆ : ∆ → Zを F0で表す。

命題 1. ∆ ∼= RN−1である。

証明. 任意の r = (r1, · · · , rN) ∈ RN
+ に対し半直線Lr = {tr ∈ RN

+ | t > 0}を考えると、命題 7 か
ら∆ ∩ Lrは１点集合である。このことから∆ ∼= RN

+/R+
∼= RN−1が分かる。 □

命題 2. F0 : ∆ → Zは単射である。

証明. 相異なる r = (r1, · · · , rN), r′ = (r′1, · · · , r′N) ∈ RN
+ に対し、V ′ = {vi ∈ V | ri > r′i}とする

と、∑
vi∈V ′ Ki(r) >

∑
vi∈V ′ Ki(r

′)より、F0(r) ̸= F0(r
′)となる。 □

Brouwerの領域不変性定理と命題 1と命題 2からF0は開写像になる。特に∆とF0(∆)は同相で
ある。よって 0 ∈ F0(∆)を証明すれば、サークルパッキングの存在と一意性が示される。
以下、r ∈ ∆の変動域が ∆内の任意のコンパクト集合に含まれない場合を r → ∂∆と表す。

r → ∂∆のときの F0(r)の変動域を調べる。
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2

2.1 r ∈ ∆がRN
+ の境界点 s = (s1, · · · , sN)に収束する場合

まず r ∈ ∆がRN
+の境界点 s = (s1, · · · , sN)に収束する場合を考える。このとき s = (s1, · · · , sN)

の成分 siのうちのいくつかは 0なので、V の部分集合 V0を

V0 = {vi | si = 0}

と定義すると、V0はV の空集合でない真部分集合である。。三角形分割の面 fは |V (f)∩V0| = 1, 2, 3

のときそれぞれα, β, γ型といい、fの対応する頂点もα, β, γ型という。Fα,Fβ,Fγをそれぞれα, β, γ

型の面の全体とする。A,B,Cをそれぞれ α, β, γ型の内角の全体とする。命題 6と命題 7より次の
主張が成り立つ。

命題 3. r → sのとき

1. α型の面 f の α型の頂点の内角 αiについて、vi ↗ π. 特に∑
α∈A α ↗

∑
α∈A π.

2. β型の面 f の β型の頂点の内角 βi, βjについて、vi + vj ↗ π. 特に∑
β∈B β ↗ π|B|

2
.

3. γ型の面 f の γ型の頂点の内角 γi, γj, γkについて、vi + vj + vk ↗ π. 特に∑
β∈C γ ↗ π|C|

3
.

系 1. r → sのとき、∑
v∈V0

ki(r) ↘ 2π|V0| −
∑

α∈A π − π|B|
2

− π|C|
3
.

V の任意の空集合でない真部分集合 V1に対し

I(V1) = 2π|V1| −
∑
α∈A

π − π|B|
2

− π|C|
3

と定義する。

命題 4. V の任意の空集合でない真部分集合 V1が張る T の部分複体を T1とし、T1のオイラー標
数を χ(T1)とすると、I(V1) = 2πχ(T1)−

∑
α∈A π < 0.

証明. 部分複体 T1の頂点、辺、面の和をそれぞれ V1, E1, Fγとすると、2E1 = Fβ + 3Fγより

2χ(T1) = 2V1 − 2E1 + 2Fγ = 2V1 − Fβ − Fγ = 2V1 −
|B|
2

− |C|
3

よって
I(V1) = 2π|V1| −

∑
α∈A

π − π|B|
2

− π|C|
3

= 2πχ(T1)−
∑
α∈A

π

となる。
次に I(V1) < 0すなわち 2πχ(T1) <

∑
α∈A πを示す。まず χ(T1) ≦ 1かつ |A| ≧ 2であることに

注意する。よって χ(T1) ≦ 0の場合は不等式が成立している。そこで χ(T1) = 1つまり T1が可縮
の場合を考える。|A| ≧ 3ならば不等式が成立している。|A| = 2の場合 S − T1も可縮、つまり S

は球面と同相になり、Sの種数が２以上という仮定に矛盾する。
□

3
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2.2 r ∈ ∆の任意の部分列がRN
+ の境界点に収束しない場合

次に r ∈ ∆の任意の部分列がRN
+ の境界点に収束しない場合を考える。実際このような場合が起

こることが [4]で説明されている。

V2 = {vi ∈ V | ri ↗ ∞ではない。}

はV の空集合でない真部分集合である。そこで II(V2) = −2π|V −V2| < 0とすると、∑vi∈V ki(r) =

0より、命題 6から ∑
vi∈V2

ki(r) = −
∑

vi∈V−V2

ki(r) ↘ II(V2)

そこで V の空集合でない真部分集合W = {vi1 , · · · , vim}に対し、Zの半空間HI(W ), HII(W )を

HI(W ) = {(z1, · · · , zN) ∈ Z | zi1 + · · ·+ zim ≧ I(W )},

HII(W ) = {(z1, · · · , zN) ∈ Z | zi1 + · · ·+ zim ≧ II(W )}

と定義すると、0 ∈ HI(W )oかつ 0 ∈ HII(W )oである。よってコンパクト凸多面体 Pを

P =
⋂
W

(HI(W ) ∩HII(W ))

と定義すると 0 ∈ P oである。

命題 5. F0(∆) = P o, よって 0 ∈ F0(∆)である。

証明. 連続写像 F0 : ∆ → P oが全射であることを示せばよい。∆ ∪ {r∞}と P o ∪ {p∞}をそれぞ
れ∆と P oの１点コンパクト化とすると、F0は F̃0 : ∆ ∪ {r∞} → P o ∪ {p∞}に連続拡張される。
∆ ∪ {r∞}はコンパクトより F̃0(∆ ∪ {r∞}) ⊂ P o ∪ {p∞}もコンパクトになる。P o ∪ {p∞}はハウ
スドルフよりF0(∆) ⊂ P oは閉集合かつF0は開写像より開集合でもある。ここでP oは連結なので
F0(∆) = P oとなる。 □

以上の議論から、双曲曲面のサークルパッキングの存在と一意性が示された。

3 Thurstonのアルゴリズム
任意に (r1, · · · , rN) ∈ RN

+ と i ∈ {1, · · · , N}を固定する。命題 6から三角形分割の頂点 viにお
ける曲率Ki(r1, · · · , , tri, · · · , rN)は t > 0について狭義単調増加な連続関数で

lim
t→0

Ki(r1, · · · , , tri, · · · , rN) < 0, lim
t→∞

Ki(r1, · · · , , tri, · · · , rN) = 2π
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命題 4. V の任意の空集合でない真部分集合 V1が張る T の部分複体を T1とし、T1のオイラー標
数を χ(T1)とすると、I(V1) = 2πχ(T1)−

∑
α∈A π < 0.

証明. 部分複体 T1の頂点、辺、面の和をそれぞれ V1, E1, Fγとすると、2E1 = Fβ + 3Fγより

2χ(T1) = 2V1 − 2E1 + 2Fγ = 2V1 − Fβ − Fγ = 2V1 −
|B|
2

− |C|
3

よって
I(V1) = 2π|V1| −

∑
α∈A

π − π|B|
2

− π|C|
3

= 2πχ(T1)−
∑
α∈A

π

となる。
次に I(V1) < 0すなわち 2πχ(T1) <

∑
α∈A πを示す。まず χ(T1) ≦ 1かつ |A| ≧ 2であることに

注意する。よって χ(T1) ≦ 0の場合は不等式が成立している。そこで χ(T1) = 1つまり T1が可縮
の場合を考える。|A| ≧ 3ならば不等式が成立している。|A| = 2の場合 S − T1も可縮、つまり S

は球面と同相になり、Sの種数が２以上という仮定に矛盾する。
□

3
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2.2 r ∈ ∆の任意の部分列がRN
+ の境界点に収束しない場合

次に r ∈ ∆の任意の部分列がRN
+ の境界点に収束しない場合を考える。実際このような場合が起

こることが [4]で説明されている。

V2 = {vi ∈ V | ri ↗ ∞ではない。}

はV の空集合でない真部分集合である。そこで II(V2) = −2π|V −V2| < 0とすると、∑vi∈V ki(r) =

0より、命題 6から ∑
vi∈V2

ki(r) = −
∑

vi∈V−V2

ki(r) ↘ II(V2)

そこで V の空集合でない真部分集合W = {vi1 , · · · , vim}に対し、Zの半空間HI(W ), HII(W )を

HI(W ) = {(z1, · · · , zN) ∈ Z | zi1 + · · ·+ zim ≧ I(W )},

HII(W ) = {(z1, · · · , zN) ∈ Z | zi1 + · · ·+ zim ≧ II(W )}

と定義すると、0 ∈ HI(W )oかつ 0 ∈ HII(W )oである。よってコンパクト凸多面体 Pを

P =
⋂
W

(HI(W ) ∩HII(W ))

と定義すると 0 ∈ P oである。

命題 5. F0(∆) = P o, よって 0 ∈ F0(∆)である。

証明. 連続写像 F0 : ∆ → P oが全射であることを示せばよい。∆ ∪ {r∞}と P o ∪ {p∞}をそれぞ
れ∆と P oの１点コンパクト化とすると、F0は F̃0 : ∆ ∪ {r∞} → P o ∪ {p∞}に連続拡張される。
∆ ∪ {r∞}はコンパクトより F̃0(∆ ∪ {r∞}) ⊂ P o ∪ {p∞}もコンパクトになる。P o ∪ {p∞}はハウ
スドルフよりF0(∆) ⊂ P oは閉集合かつF0は開写像より開集合でもある。ここでP oは連結なので
F0(∆) = P oとなる。 □

以上の議論から、双曲曲面のサークルパッキングの存在と一意性が示された。

3 Thurstonのアルゴリズム
任意に (r1, · · · , rN) ∈ RN

+ と i ∈ {1, · · · , N}を固定する。命題 6から三角形分割の頂点 viにお
ける曲率Ki(r1, · · · , , tri, · · · , rN)は t > 0について狭義単調増加な連続関数で

lim
t→0

Ki(r1, · · · , , tri, · · · , rN) < 0, lim
t→∞

Ki(r1, · · · , , tri, · · · , rN) = 2π

4

を満たす。よって中間値の定理より ti > 0が一意的に存在してKi(r1, · · · , , tiri, · · · , rN) = 0とな
る。そこでΨ : RN

+ → RN
+ を

Ψ(r1, · · · , rN) = (t1r1, · · · , tNrN)

と定義する [2]。Log : RN
+ → RNを Log(r1, · · · , rN) = (log r1, · · · , log rN)とし、Exp : RN → RN

+

を Exp(x1, · · · , xN) = (ex1 , · · · , exN)とするとき、Φ : RN → RN を Φ = Log ◦ Ψ ◦ Expと定義
する。

RN
+

Ψ−−−→ RN
+

Exp

�
�Log

RN Φ−−−→ RN

サークルパッキング定理より、Φ(a) = aを満たすRN の元 aが一意的に存在する。つまりサー
クルパッキングに対応する aは Φの固定点である。Thurstonのアルゴリズムが主張することは、
任意の x ∈ RN に対し、limn→∞ Φn(x) = aである。つまり RN のノルム || · ||の誘導する距離
d(x, y) = ||x− y||に関して、任意の x ∈ RN に対し、limn→∞ d(Φn(x), a) = 0である。

注意 1. サークルパッキング定理のうち存在に関する結果のみ必要で、一意性は Thurstonのアル
ゴリズムからも導ける。

3.1 双曲三角形に関する命題
命題 6. 双曲三角形△v1v2v3の３頂点 v1, v2, v3の 3内角をα, β, γとし、３辺の長さを r2+ r3, r3+

r1, r1+ r2とする。任意の正の実数 t > 0に対し、３辺の長さを r2+ r3, r3+ tr1, tr1+ r2となる双曲
三角形の 3内角をα(t), β(t), γ(t)とすると、α(t)は tの狭義単調減少な連続関数で、limt→0 α(t) =

π, limt→∞ α(t) = 0を満たす。一方 β(t)と γ(t)は tの狭義単調増加な連続関数である。

証明. 双曲余弦定理から

α(t) = arccos
(xy + 1)(xz + 1)− 2x(yz + 1)

(xy − 1)(xz − 1)
, (x = e2tr1 , y = e2r2 , z = e2r3)

より主張が成り立つ。 □

命題 7. ([3] Lemma 9) T を３辺の長さが a, b, cで、向かい合う３つの内角の大きさが α, β, γで
ある双曲三角形とする。実数 t > 1に対し、T (t)を３辺の長さが ta, tb, tcである双曲三角形とする
と、その３つの内角の大きさ αt, βt, γtについて次の不等式が成り立つ。

αt < α, βt < β, γt < γ

5
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証明. 以下γt < γを示す。（αt < α, βt < βも同様である。）cosh c = cosh a cosh b−sinh a sinh b cos γ

かつ (0, π)で cosは単調減少関数より、次の不等式を示せば十分である。
cosh ta cosh tb− cosh tc

sinh ta sinh tb
− cosh a cosh b− cosh c

sinh a sinh b
> 0

対称性より a ≧ bと仮定して良い。上式の左辺で a, b, tを固定し cの関数 f = f(c)と思うと計算よ
り f(a+ b) = f(a− b) = 0となる。また f ′(c) = 0ならば

t sinh tc

sinh c
=

sinh ta sinh tb

sinh a sinh b

が成り立ち左辺は cの単調増加関数なので、f ′(c) = 0を満たす cはただ１つ存在する。t > 1のと
き c → ±∞ならば f(c) → −∞より、三角不等式 a − b < c < a + bを満たす任意の cにおいて
f(c) > 0となる。 □

3.2 Thurstonのアルゴリズムの収束
次の命題はΦ : RN → RN のヤコビ行列が非負行列であることを主張している。

命題 8. 1.

∂Ki

∂rj
(r1, · · · , rN) =




> 0 (j = i)

< 0 (j ∼ i : iと jは隣接している)

= 0 (その他)

2.

∂Φi

∂xj

(x1, · · · , xN)

{
> 0 (j ∼ i)

= 0 (その他)

3. 任意の i ∈ {1, · · · , N}に対し∑N
j=1

∂Φi

∂xj
(x1, · · · , xN) < 1

証明. 1. 三角形分割の頂点 viにおける曲率Kiの定義と双曲三角形の命題 6より。

2. ΨとΦの定義より
Ki(r1, · · · , ri−1,Ψi(r1, · · · .rN), ri+1, · · · , rN) = Ki(e

x1 , · · · , exi−1 , eΦi(x1,··· .xN ), exi+1 , · · · , exN )

は恒等的に 0なので
∂

∂xi

Ki(e
x1 , · · · , exi−1 , eΦi(x1,··· .xN ), exi+1 , · · · , exN )

=
∂Ki

∂ri
(ex1 , · · · , exi−1 , eΦi(x1,··· .xN ), exi+1 , · · · , exN )eΦi(x1,··· .xN )∂Φi

∂xi

(x1, · · · , xN) = 0

よって 1.より ∂Φi

∂xi
(x1, · · · , xN) = 0. また j ̸= iに対し

∂

∂xj

Ki(e
x1 , · · · , exi−1 , eΦi(x1,··· .xN ), exi+1 , · · · , exN )

=
∂Ki

∂rj
(ex1 , · · · , exi−1 , eΦi(x1,··· .xN ), exi+1 , · · · , exN )exj

+
∂Ki

∂ri
(ex1 , · · · , exi−1 , eΦi(x1,··· .xN ), exi+1 , · · · , exN )eΦi(x1,··· .xN )∂Φi

∂xj

(x1, · · · , xN) = 0

6
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d(x, y) = ||x− y||に関して、任意の x ∈ RN に対し、limn→∞ d(Φn(x), a) = 0である。

注意 1. サークルパッキング定理のうち存在に関する結果のみ必要で、一意性は Thurstonのアル
ゴリズムからも導ける。

3.1 双曲三角形に関する命題
命題 6. 双曲三角形△v1v2v3の３頂点 v1, v2, v3の 3内角をα, β, γとし、３辺の長さを r2+ r3, r3+

r1, r1+ r2とする。任意の正の実数 t > 0に対し、３辺の長さを r2+ r3, r3+ tr1, tr1+ r2となる双曲
三角形の 3内角をα(t), β(t), γ(t)とすると、α(t)は tの狭義単調減少な連続関数で、limt→0 α(t) =

π, limt→∞ α(t) = 0を満たす。一方 β(t)と γ(t)は tの狭義単調増加な連続関数である。

証明. 双曲余弦定理から

α(t) = arccos
(xy + 1)(xz + 1)− 2x(yz + 1)

(xy − 1)(xz − 1)
, (x = e2tr1 , y = e2r2 , z = e2r3)

より主張が成り立つ。 □

命題 7. ([3] Lemma 9) T を３辺の長さが a, b, cで、向かい合う３つの内角の大きさが α, β, γで
ある双曲三角形とする。実数 t > 1に対し、T (t)を３辺の長さが ta, tb, tcである双曲三角形とする
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証明. 以下γt < γを示す。（αt < α, βt < βも同様である。）cosh c = cosh a cosh b−sinh a sinh b cos γ

かつ (0, π)で cosは単調減少関数より、次の不等式を示せば十分である。
cosh ta cosh tb− cosh tc

sinh ta sinh tb
− cosh a cosh b− cosh c

sinh a sinh b
> 0

対称性より a ≧ bと仮定して良い。上式の左辺で a, b, tを固定し cの関数 f = f(c)と思うと計算よ
り f(a+ b) = f(a− b) = 0となる。また f ′(c) = 0ならば

t sinh tc

sinh c
=

sinh ta sinh tb

sinh a sinh b

が成り立ち左辺は cの単調増加関数なので、f ′(c) = 0を満たす cはただ１つ存在する。t > 1のと
き c → ±∞ならば f(c) → −∞より、三角不等式 a − b < c < a + bを満たす任意の cにおいて
f(c) > 0となる。 □

3.2 Thurstonのアルゴリズムの収束
次の命題はΦ : RN → RN のヤコビ行列が非負行列であることを主張している。

命題 8. 1.

∂Ki

∂rj
(r1, · · · , rN) =





> 0 (j = i)

< 0 (j ∼ i : iと jは隣接している)

= 0 (その他)

2.

∂Φi

∂xj

(x1, · · · , xN)

{
> 0 (j ∼ i)

= 0 (その他)

3. 任意の i ∈ {1, · · · , N}に対し∑N
j=1

∂Φi

∂xj
(x1, · · · , xN) < 1

証明. 1. 三角形分割の頂点 viにおける曲率Kiの定義と双曲三角形の命題 6より。

2. ΨとΦの定義より
Ki(r1, · · · , ri−1,Ψi(r1, · · · .rN), ri+1, · · · , rN) = Ki(e

x1 , · · · , exi−1 , eΦi(x1,··· .xN ), exi+1 , · · · , exN )

は恒等的に 0なので
∂

∂xi

Ki(e
x1 , · · · , exi−1 , eΦi(x1,··· .xN ), exi+1 , · · · , exN )

=
∂Ki

∂ri
(ex1 , · · · , exi−1 , eΦi(x1,··· .xN ), exi+1 , · · · , exN )eΦi(x1,··· .xN )∂Φi

∂xi

(x1, · · · , xN) = 0

よって 1.より ∂Φi

∂xi
(x1, · · · , xN) = 0. また j ̸= iに対し

∂

∂xj

Ki(e
x1 , · · · , exi−1 , eΦi(x1,··· .xN ), exi+1 , · · · , exN )

=
∂Ki

∂rj
(ex1 , · · · , exi−1 , eΦi(x1,··· .xN ), exi+1 , · · · , exN )exj

+
∂Ki

∂ri
(ex1 , · · · , exi−1 , eΦi(x1,··· .xN ), exi+1 , · · · , exN )eΦi(x1,··· .xN )∂Φi

∂xj

(x1, · · · , xN) = 0

6なので、1.より
∂Φi

∂xj

(x1, · · · , xN) = −
∂Ki

∂rj
(ex1 , · · · , exi−1 , eΦi(x1,··· .xN ), exi+1 , · · · , exN )exj

∂Ki

∂ri
(ex1 , · · · , exi−1 , eΦi(x1,··· .xN ), exi+1 , · · · , exN )eΦi(x1,··· .xN )

{
> 0 (j ∼ i)

= 0 (その他)

3. 任意に (x1, · · · , xN) ∈ RN と i ∈ {1, · · · , N}を固定すると、双曲三角形の命題 7より

Ki(e
x1+c, · · · , exi−1+c, eΦi(x1,··· .xN )+c, exi+1+c, · · · , exN+c)

は c ∈ Rについて狭義単調増加関数である。よって
d

dc
Ki(e

x1+c, · · · , exi−1+c, eΦi(x1,··· .xN )+c, exi+1+c, · · · , exN+c)|c=0

=
∑
j ̸=i

∂Ki

∂rj
(ex1 , · · · , exi−1 , eΦi(x1,··· .xN ), exi+1 , · · · , exN )exj

+
∂Ki

∂ri
(ex1 , · · · , exi−1 , eΦi(x1,··· .xN ), exi+1 , · · · , exN )eΦi(x1,··· .xN ) > 0

なので、1. と 2. より
N∑
j=1

∂Φi

∂xj

(x1, · · · , xN) = −
∑

j ̸=i
∂Ki

∂rj
(ex1 , · · · , exi−1 , eΦi(x1,··· .xN ), exi+1 , · · · , exN )exj

∂Ki

∂ri
(ex1 , · · · , exi−1 , eΦi(x1,··· .xN ), exi+1 , · · · , exN )eΦi(x1,··· .xN )

< 1

□

命題 9. N ×N 非負行列A = (aij)に対し pi < 1が存在して∑N
j=1 aij ≦ piを満たすとする。この

とき x′ = Ax (x ∈ RN)に対し |x′
i| ≦ pi sup |xj|となる。特に任意の 1 ≦ i ≦ N に対し pi < 1が

存在して∑N
j=1 aij ≦ piを満たすとすると、p = max pi < 1に対し ||x′|| = ||Ax|| ≦ p||x||. ここで

|| · ||はRN の supノルムとする。

命題 10. RN の任意の点 xとサークルパッキングに対応する点 aを結ぶ線分上で、命題 8.3より
任意の 1 ≦ i ≦ N に対し pi < 1が存在して∑N

j=1
∂Φi

∂rj
≦ pi が線分上で成り立つ。このとき

|Φi(x)− ai| ≦ pi||x− a||である。特に p = max pi < 1とすると、次の不等式が成り立つ。

||Φ(x)− a|| ≦ p||x− a||

証明. h = x− a ∈ RN とおくと、aはΦの固定点より

|Φi(x)− ai| = |Φi(x)− Φi(a)|

= |[Φi(a+ sh)]s=1
s=0|

= |
∫ 1

0

d

ds
Φi(a+ sh) ds|

= |
∫ 1

0

N∑
j=1

∂Φi

∂xj

(a+ sh)hj ds|

≦
∫ 1

0

N∑
j=1

∂Φi

∂xj

(a+ sh)|hj| ds

≦ pi||h|| = pi||x− a||

7
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最後の不等式に命題 9を用いた。 □

定理 1. サークルパッキングに対応する点を a ∈ RN とするとき、任意の x ∈ RN に対し

lim
n→∞

Φn(x) = a

証明. 中心 aで半径 ||x − a||の閉円板 B(a, ||x − a||) = {r ∈ RN | ||r − a|| ≦ ||x − a||} は
コンパクトである。よって命題 8.3から 1未満である連続関数max{

∑N
j

∂Φi

∂tj
| i = 1, · · · , N} の

B(a, ||x− a||)上での最大値を p < 1とすると、命題 10より ||Φ(y) − a|| ≦ p||y − a|| ≦ ||x− a||

が任意の y ∈ B(a, ||x− a||)で成り立つ。よって任意の n ∈ Nに対しΦn(x) ∈ B(a, ||x− a||)より
||Φn(x)− a|| ≦ pn||x− a||. 以上から limn→∞ Φn(x) = aである。 □
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Forum Mth. 1 (1989) p. 395-402.

[2] Burt Rodin and Dennis Sullivan, The convergence of circle packings to the Riemann map-

ping. J. Differential Geom. 26(2) (1987) p. 349-360.

[3] Paul Schmutz, Teichmüller space and fundamental domains of Fuchsian groups.
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3. 任意に (x1, · · · , xN) ∈ RN と i ∈ {1, · · · , N}を固定すると、双曲三角形の命題 7より

Ki(e
x1+c, · · · , exi−1+c, eΦi(x1,··· .xN )+c, exi+1+c, · · · , exN+c)

は c ∈ Rについて狭義単調増加関数である。よって
d

dc
Ki(e

x1+c, · · · , exi−1+c, eΦi(x1,··· .xN )+c, exi+1+c, · · · , exN+c)|c=0

=
∑
j ̸=i

∂Ki

∂rj
(ex1 , · · · , exi−1 , eΦi(x1,··· .xN ), exi+1 , · · · , exN )exj

+
∂Ki

∂ri
(ex1 , · · · , exi−1 , eΦi(x1,··· .xN ), exi+1 , · · · , exN )eΦi(x1,··· .xN ) > 0

なので、1. と 2. より
N∑
j=1

∂Φi

∂xj

(x1, · · · , xN) = −
∑

j ̸=i
∂Ki

∂rj
(ex1 , · · · , exi−1 , eΦi(x1,··· .xN ), exi+1 , · · · , exN )exj

∂Ki

∂ri
(ex1 , · · · , exi−1 , eΦi(x1,··· .xN ), exi+1 , · · · , exN )eΦi(x1,··· .xN )

< 1

□

命題 9. N ×N 非負行列A = (aij)に対し pi < 1が存在して∑N
j=1 aij ≦ piを満たすとする。この

とき x′ = Ax (x ∈ RN)に対し |x′
i| ≦ pi sup |xj|となる。特に任意の 1 ≦ i ≦ N に対し pi < 1が

存在して∑N
j=1 aij ≦ piを満たすとすると、p = max pi < 1に対し ||x′|| = ||Ax|| ≦ p||x||. ここで

|| · ||はRN の supノルムとする。

命題 10. RN の任意の点 xとサークルパッキングに対応する点 aを結ぶ線分上で、命題 8.3より
任意の 1 ≦ i ≦ N に対し pi < 1が存在して∑N

j=1
∂Φi

∂rj
≦ pi が線分上で成り立つ。このとき

|Φi(x)− ai| ≦ pi||x− a||である。特に p = max pi < 1とすると、次の不等式が成り立つ。

||Φ(x)− a|| ≦ p||x− a||

証明. h = x− a ∈ RN とおくと、aはΦの固定点より

|Φi(x)− ai| = |Φi(x)− Φi(a)|

= |[Φi(a+ sh)]s=1
s=0|

= |
∫ 1

0

d

ds
Φi(a+ sh) ds|

= |
∫ 1

0

N∑
j=1

∂Φi

∂xj

(a+ sh)hj ds|

≦
∫ 1

0

N∑
j=1

∂Φi

∂xj

(a+ sh)|hj| ds

≦ pi||h|| = pi||x− a||

7
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