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以下の大問 3題のうち 2題以上を解答せよ. 原則 2題で 100点満点となるようにつけるが,

3題とも解いた場合は加算対象とする（Maxは 100点）.

締め切りは 7月 6日（金）夕方 5時, 事務室の提出ボックスとする. 上記の時間に即座に
回収に向かい, 提出ボックスも封鎖するので注意されたし.

1 Darrieus-Landau 不安定性

DL不安定性を導くために幾つか省略したステップを埋める. 考察するのは平面予混合火
炎 F = ξ − f ′(y, t) = 0で, 炎のスピードを含めた考察の対象はMarkstein仮説に従うとす
る. 層流火炎速度を SL, Markstein長は Lとする.

1.1 ジャンプ

流れ場の流速と圧力 u, v, pにつき, 平面余混合火炎に伴う流れ場の基本状態とその摂動,

炎の摂動を

u = ū(ξ) + ϵũ(ξ, y, t)′, v = ϵṽ(ξ, y, t)′, p = p̄(ξ) + ϵp̃(ξ, y, t)′, f ′ = ϵf̃ ′(y, t)

とかく. この時, [p̃′] ≡ p̃′|F=0+ − p̃′|F=0−を ϵの 2次以上の項を省略して求めよ1. ただし,

次の情報は証明なしに用いて良い2：

ū(ξ) =

SL ξ < 0

σSL ξ > 0
, ũ′ =

f̃ ′
t − Lf̃ ′

yy ξ < 0

f̃ ′
t − σLf̃ ′

yy ξ > 0
.

また, |x|が十分小さい時, (1 + x2)−1/2 ∼ 1− 1
2x

2, (1 + x2)−1 ∼ 1− x2と近似できることも
用いて良い. これはテイラー展開より従う.

1.2 分散関係式

DL不安定性を定める因子 wDL(σ)の導出式を考える. 本問題では L ≡ 0とする. 講義で
紹介した w = wDL(σ)SLkはある 2次方程式の根となっている. この方程式を線型化オイ
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1ここの議論は, 炎・流れ場の微小スケールパラメータ ϵによる漸近展開を考え, 非負整数 kに対する ϵk の係
数比較をするというものである. 基本状態が ϵ0 の議論 (講義中に実施), 本問題は ϵ1 の場合の係数比較であり,
これが “2次以上の項を省略”することに対応している.

2講義で示した通り, 圧力の基本状態 p̄もジャンプを持つことを留意せよ. ūの情報とジャンプ条件の ϵ0-項
の情報から導ける。講義でも少し紹介している。



ラー方程式の一般解とジャンプ条件より導出せよ. これは波の波数 kに依存する安定性条件
を求めるものとなっており, 波（今回の場合は炎）は分散性を有するといい, 上記の方程式
を分散関係式という.

余力がある者は一般の Lに対して分散関係式の導出を線型化オイラー方程式の一般解と
ジャンプ条件より試みよ (これもwの 2次方程式となる). なお, 一般の Lについては加点対
象とし, 減点対象とはしない.

2 火炎伸長

以下の炎の火炎伸長を計算せよ. 講義で紹介した定義式や幾つかの公式は証明なしに用い
て良い.

2.1 球状伝播火炎

時刻 tにおける半径がR(t)となる球状火炎 {x2 + y2 + z2 = R(t)2}. ただし, Rの時間微
分は dR

dt の形のままとして良い. 球面の内側が既燃気体, 外側が未燃気体である.

2.2 淀み点流中の定常平面火炎

講義中に提示した上記の火炎につき, 円柱座標 (r, θ, z)における流れの成分 (u, v, w)を以
下のようにする：

u = ϵr, v = 0, w = −2ϵ(z − a).

ただし,これは (講義時には説明を忘れていたが)z > dで意味を持つ. 平面火炎はF (r, θ, z, t) ≡
d− z = 0, Vf = 0で記述される. よって, z < dが既燃気体, z > dが未燃気体となる.

1. 円柱座標 (r, θ, z)は
x = r cos θ, y = r sin θ, z = z

により与えられる. f を (r, θ, z)の関数として, 円柱座標における勾配∇f を求めよ.

2. 火炎伸長を求めよ. ただし, 円柱座標を用いていることに留意せよ. 曲率を使用する場
合は, 曲率も求めた上で伸長を計算せよ (講義で書いた曲率の情報は計算で確かめるこ
と).

2.3 ブンゼンバーナー

ブンゼンバーナーの概略を図 1にて表している. 頂点 (tip) 以外の点での火炎伸長を求
める. 単位法線ベクトル nの向きが既燃気体側である. (r, θ, z)座標における速度ベクトル
v = (u, v, w)は図 1から求めよ.

3 Pole solution

全空間 y ∈ Rで定義されたMichelson-Sivashinsky方程式

ut = αuyy − uuy +
1

2
I{u; y}, y ∈ R

について, 1-pole, 2-pole solutionの解の様子を考える. ただし, 未知関数 uは炎の摂動変位
φの空間微分 u = φy を表し, α > 0とする.
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図 1: ブンゼンバーナー. 未燃気体側 (バーナー)から速さ U∞の燃料が流れ込んでいる.

1. 1-pole solutionに付随する極 z(t) = a(t) + ib(t), b(t) > 0に対して, zの満たす常微分
方程式を用いて, (i) : 実部が時間に依らない, すなわち ȧ = 0であることと, (ii) : bの
満たす微分方程式を求め, b > 0が 0に十分近い時に ḃ > 0となることを示し, ḃ = 0と
なる点を求めよ.

2. 2つの極 z1, z2について, 共に虚部が正であり, 互いに十分近く, 他の極（これらの複
素共役）とは相互作用が無視できるほど十分離れていると仮定する. この時, z1, z2は
近似的に次の常微分方程式を満たすと考えられる：

ż1 = − 2α

z1 − z2
− i, ż2 = − 2α

z2 − z1
− i.

この時, ζ := z1 − z2とし, ζ が満たす微分方程式を書き下し, 初期値を ζ(0)とした初
期値問題の解を t = g(ζ(t), ζ(0))の形で求めよ.

3. 上記の t = g(ζ(t), ζ(0))の虚部を取ることにより, ζ(t)が満たすべき拘束条件を求め,

a = Reζ, b = Imζの満たす常微分方程式を作り, 解を求めることで振る舞いを論じよ3.

参考文献とその概略

燃焼の数理的側面を述べた文献は, ほとんど英語のものである. しかも, 数理の図書館では
ほとんど手に入らない可能性もある (特に論文は厳しいかもしれない). 本講義は [1]をベー
スに展開した. これは教員自身がMatalon教授より紙媒体でいただいたもので, 電子媒体は
少なくとも教員は見たことがない. 燃焼の基礎を論じているのは [2, 3, 4]である. 特に [2, 3]

は数理的側面にも強いが, いずれも 500ページを超える. 火炎伸長の良い日本語文献として
は [5]がある. Pole solutionのアイデアは [6]を参照した. 対して, 実験や数値シミュレーショ
ンは膨大な研究がある. 特に, 本講義と関連の深い内容の実験的考察として [7]がある. これ
は日本語で閲覧可能である.

燃焼理論は, 基礎知識として熱力学, 統計力学, 流体力学, 化学反応速度論が (排ガスの問
題を扱うならば有機化学も)必須となる. 上で挙げた [4]には, これら全てのエッセンスが簡
潔に書かれているので, 俯瞰するには良いかもしれない. 本講義の内容は数学的取扱いのみ
で展開が可能であるが, なぜそのような議論をするのか, 議論の物理・化学的意味は何なの
か, また, より発展させた内容を扱うには上記分野を理解していないと非常に厳しい場面に

3これが 2-pole solutionの振る舞いの主要な部分, 特に短距離間の極の振る舞いを決定する.



多々出くわす. なお, 教員は熱力学は [8], 統計力学は [9], 流体力学は [10], 化学反応速度論は
[11]で学んでいる (現在進行形). 燃焼の一般向けの読み物としては, [12]が簡潔に書いてあ
り, また内容も豊富であると考える.

講義で紹介した結果を書いてある文献は以下の通りである：

1. Darrieus-Landau不安定性 : [1, 2, 13, 14, 15, 16]

2. 火炎伸長 : [5, 17, 18]

3. Michelson-Sivashinsky方程式 : [6, 19, 20, 21, 22]

[22]は, 平面乱流火炎の考察をメインに論じている. また, 講義中の 1.2節に関する議論は
[1, 16]に基づき展開した.
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[14] L.D. Landau. On the theory of slow combustion. Acta Physicochimica, 19:77–85,

1944.



[15] G.H. Markstein. Nonsteady flame propagation: AGARDograph, volume 75. Elsevier,

1964.

[16] N. Peters. Combustion theory. RWTH Aachen university, CEFRC Summer School

Princeton, 2000.

https://cefrc.princeton.edu/combustion-summer-school/

archived-programs/2010-summer-school/lecture-notes

[17] M. Matalon. On flame stretch. Combustion Science and Technology, 31(3-4):169–181,

1983.

[18] M. Matalon and B.J. Matkowsky. Flames as gasdynamic discontinuities. Journal of

Fluid Mechanics, 124:239–259, 1982.

[19] G.I. Sivashinsky. Nonlinear analysis of hydrodynamic instability in laminar flames―
I. Derivation of basic equations. Acta Astronautica, 4(11-12):1177–1206, 1977.

[20] D.M. Michelson and G.I. Sivashinsky. Nonlinear analysis of hydrodynamic instability

in laminar flames―II. Numerical experiments. Acta Astronautica, 4(11-12):1207–

1221, 1977.

[21] D. Vaynblat and M. Matalon. Stability of pole solutions for planar propagating

flames: I. exact eigenvalues and eigenfunctions. SIAM Journal on Applied Mathe-

matics, 60(2):679–702, 2000.

[22] F. Creta, N. Fogla, and M. Matalon. Turbulent propagation of premixed flames

in the presence of Darrieus-Landau instability. Combustion Theory and Modelling,

15(2):267–298, 2011.


