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1 問題

本論は微分方程式の爆発解の爆発時刻及び漸近挙動と, 複素関数の特異点としての構造の
対応関係を明らかにする試みに端を発する議論である.

複素時間の微分方程式の初期値問題

du

dz
= f(u), f : Cn → Cn, u(z0) = u0 ∈ Cn (1.1)

を考える. f は特に断りのない限り局所 Lipschitz連続で, f(u) = f(u)を満たすとする. こ
の時, 鏡映の原理と微分方程式の解の構成法より, z0 ∈ R, u0 ∈ Rnで実軸に沿って (1.1)を
解く限り, u(z) ∈ Rnが達成される.

(1.1)の解が特異点を持つか, またその特異点がどのような構造を持つかがPainlevé方程式
の研究と関連して展開されている. 特に, 方程式の解が動く特異点を持つ時, 与えられた方程
式がPainlevé性質を有するかが一つの興味の対象となる. その判定法の 1つにPainlevé

テストと呼ばれるものがある. これは動く特異点を z0 ∈ Cとして, 解を u(z) ≈ (z − z0)
−k

の形あるいはこれらの線型和 (やより一般の指数型, 対数型関数も考慮した和)で書けること
を仮定し, kを順次決めていくというものである. すなわちある程度解の形は決め打ちされ
るが, 複数の項の構成的導出が可能となる. ここで係数比較による決定方程式が自明, すな
わち完全に消えて, 任意係数を許容する指数が生じることがある. この指数に付随する項の
係数は共鳴 (resonance)と呼ばれ, 動く特異点の近傍における解の記述に本質的な概念と
なっている.

一方, (1.1)を実時間に制限した系, すなわち zを実軸上で動かして考える時, 動く特異点
は解の爆発時刻を充てる. 爆発解の解析の一つの主要テーマにその振る舞い方: 爆発レート
(blow-up rate)の記述があるが, 複数の項で記述できる場合はごく稀で, 振る舞いを充分
に捉え切る技術は大きな進展がないと考えられる.

そこで, (1.1)の解の動く特異点の性質と, 実時間に制限した場合の爆発解の漸近挙動の性
質の共通項を見出し, 有限時間特異性や微分方程式の特異点の解析に向けた多角的な視点の
獲得を目指すのが本問題の目的である:

問題 1.1. (1.1)における動く特異点の存在, 共鳴項とその周りの解の展開, 及び実時間に制
限した (1.1)の有限時間爆発解の性質の対応を論じよ.

詳細は 2節を参照されたい.
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2 問題の意義

本問題は微分方程式の爆発解の構造理解に端を発する. 実時間に依存する実変数の微分方
程式系の初期値問題

du

dt
= f(u), f : Rn → Rn, u(0) = u0 ∈ Rn (2.1)

の解 u(t)は ∥u(t)∥∞ → ∞が t → tmax < ∞で成り立つとき, (有限時間)爆発するといい,

tmaxを爆発時刻と呼ぶ. 爆発解 (と存在する場合はその爆発時刻)は微分方程式そのものと
初期値に依存し, いつ, どのように (偏微分方程式の場合はどこでも含めて)爆発するかが爆
発解を解析する際の基礎的な問いとなる. 爆発解の具体的な振る舞いは爆発レートと呼ばれ
る漸近挙動で記述される (次節に幾つかの例あり). これらは大抵 u(t) ≈ (tmax − t)−1/k as

t → tmax という形で記述される. しかし, これ以上の項が出てくることは非常に稀であり,

爆発解の漸近展開については, 多くの場合主要項 1項が求まれば充分であるという理解に留
まっている.

近年, 著者はコンパクト化と時間スケール変換を用いた爆発解ダイナミクスの一連の考察
を行い,常微分方程式の爆発解のシステマティックな解析法とその有用性を提唱している (e.g.

[2, 3, 4, 5, 6, 7]). そこでは爆発解の存在や解の形を一切仮定せず, 適切な変換により (近似
的に)微分方程式を求解し, 導入した変換を通して元の微分方程式の解の爆発の有無を判定,

および爆発直前の漸近挙動を決定する方法を与えている. 特に, 分数ベキレートや logレー
トによる爆発解の導出も可能となる. 基本アイデアは用語と共に 4節にまとめているので,

参照されたい. とはいえ, 考察の余地のある問題はまだ多く残されている. 先に述べた爆発
解の漸近展開はその一例で, 今回詳細に調べたい対象である.

一方, (2.1)を複素時間微分方程式 (1.1)と同一視すると, 爆発時刻は複素平面内の特異点
集合の元とみなすことも可能である. ここから, 複素時間微分方程式 (1.1)として考察して
得られる結果と爆発解との対応という視点が生まれる. (1.1)の解の “動く”(すなわち, 初期
点に依存する)特異点を調べる場合, 解の形式的級数表示

u(z) =

∞∑
n=0

an(z − z0)
n+ρ (2.2)

を仮定して (1.1)に代入し, 解の記述に必要な項と係数を余すところなく抽出するアプローチ
がある. (2.2)はしばしばPainlevé展開として知られており, 方程式がPainlevé性質を有
するかを議論する際に用いられる. 他方, Painlevé性質は解が高々有理型である事を要求し,

特異点が分岐点, 真性特異点, 集積する特異点である場合は, (2.2)の形に限定して Painlevé

性質を議論するのが充分でないことは明らかである.

(2.2)の形の解を決定するには, 共鳴と呼ばれる対象を抽出する. これは解の表示において
自由度を持つ項を特定し, 特異点を有する一般解の導出に大きく貢献する. 共鳴が解の主要
項を直接決める場合もあれば, 動く特異点の構造次第ではより複雑な形を要求する場合もあ
る. 少なくとも, 共鳴は何らかの形で解の構造に関する示唆を与える. 一方で, 共鳴は微分方
程式を代数方程式に帰着させて求めるため, 微分方程式のどの特性が個々の共鳴に対応する
のかが明確に見えない場合がある. 事実, 最高階の微分が関わらない共鳴が生じたり, ベキ
級数表示できない特異性の存在を示唆する共鳴が出てくる場合が具体例で示されている. さ
らに Painlevéテストでは (一般化も議論されているものの)解の形を決め打ちするため, そ
こから外れた解の形については一切わからないままである. 共鳴がそのような非自明な構造
を示唆しても, それがどのような形かまでは教えてくれない.



以上を簡単にまとめてみる. Painlevéテストに付随する考察では, 共鳴を通して解の構造
を決定する. 対して爆発解ダイナミクスでは, 無限遠方に対応する集合: 地平線上の不変集
合の安定性解析を通して解の構造を決定する. いくつか特徴をまとめると以下のようになっ
ている.

Painlevéテストは

• (存在を仮定した)動く特異点の近傍で, 解の形 (適切な級数表示) を予め仮定する.

• 係数比較に基づき, 代数方程式を解く.

• 解の係数を任意に決定できる特性 (共鳴)により, 解の形状を決定する.

• 代数的手続きにより, 複数項の展開が可能である.

爆発解ダイナミクス (4節参照) の考察は

• 爆発解の存在, 爆発直前の解の形に仮定を一切入れない.

• 方程式およびその相空間を適切に変換し, 微分方程式を解く.

• “無限遠方の不変集合”の安定性により, 爆発解の有無および解の形状を決定する.

• 解の展開は微分方程式の求解性に依存する.

このように, いくつかの特性には対比関係があり, 解の構造理解に対する得手不得手, 不明瞭
さと明快さが裏表になっている. 3節では, 共鳴の由来と爆発解ダイナミクスとしての解の
特性を一部対応づけられた例を紹介している. その特性をできる限り多く調べ, 特異点近傍
における解の漸近展開の包括的視点を手に入れたい.

本問題のアプローチに必要なのは, 著者が理解している限り微分方程式の求解と解の漸近
展開である. この 2つさえできれば充分できるのでは？と思う向きもあるだろう. 実際その
通りかもしれないが, それを通して共鳴の特性, 爆発レートの特性というあまり交わりのな
い概念同士の対応を探るのは, 解の特異性考察における多角的視野を獲得するのに有益であ
ると考える. なお, 本問題は具体例による考察で充分である (普遍理論を構築出来るのが理
想的であるが, そこまでは要求しない). 以下の節で述べる方法, あるいは複素時間微分方程
式に精通する研究者の見識を当てはめることで, 一方の問題で非常に難しい問題があっとい
う間に解ける可能性もあるので, 複数の分野の知識の相互作用を期待したい.

3 具体例

本節では具体的な方程式で, 2で言及した対応関係を考察している. 非常に長い議論およ
び多くのネタバレを含むので, 詳細は Coauthorにアップロード予定の完全版に譲る.

4 既知の結果・アイデア

本節では問題解決の基礎となる考え方, 特にコンパクト化に基づく爆発解の考察に関する
アイデアを簡単にまとめる. Coauthorにアップロードする完全版では, より詳しい情報も掲
載している.

時間変数と未知関数を全て実数の範囲に制限し, 爆発解として (1.1)の特異性を観察する.

力学系の観点から爆発解を考察する方法を [3]にて考案し, 多くの常微分方程式の爆発解の



解析に適用できる可能性を関連論文にて提示している (e.g. [2, 4, 5, 6, 7]). 改めて (1.1)を
実数の範囲で考える:

dy

dt
= f(y), f : Rn → Rn. (4.1)

ただし n ∈ Z≥1, f は滑らかとし, 以下の性質を持つと仮定する.

定義 4.1 (漸近的擬斉次ベクトル場). f : Rn → Rをなめらかな関数, α1, · · · , αn, k ≥ 1を
自然数とする. f は次を満たすとき, 型 (α1, · · · , αn), 次数 kの擬斉次関数という：

f(sα1x1, · · · , sαnxn) = skf(x1, · · · , xn), ∀x ∈ Rn, s ∈ R.

次に, f = (f1, · · · , fn) : Rn → Rnを滑らかなベクトル場とする. f は次を満たすとき, 型
(α1, · · · , αn), 次数 k + 1の擬斉次ベクトル場という：各 fj は型 (α1, · · · , αn), 次数 k + αj

の擬斉次関数. さらに f は次を満たすとき, 無限大における型 α = (α1, · · · , αn), 次数 k + 1

の漸近的擬斉次ベクトル場という：ある型 (α1, · · · , αn), 次数 k + 1の擬斉次ベクトル場
fα,k = ((fα,k)1, · · · , (fα,k)n)が存在して, 次式が (x1, · · · , xn) ∈ Sn−1 に対して一様に成り
立つ:

lim
s→+∞

s−(k+αj)
{
fj(s

α1x1, · · · , sαnxn)− sk+αj (fα,k)j(x1, · · · , xn)
}
= 0.

(4.1)を型 α, 次数 k + 1の滑らかな漸近的擬斉次ベクトル場 f を持つとし, (簡単のため)

以下の指向的コンパクト化を導入する：

x ≡ (s, x2, · · · , xn) = Td(y), y1 =
1

sα1
, yi =

xi
sαi

(i ̸= 1). (4.2)

Tdは {y ∈ Rn | y1 > 0}から {(s, x2, · · · , xn) | s > 0, xi ∈ R}への微分同相写像である. 同
時に, 時間スケール特異点解消

dτ

dt
= s(t)−k (4.3)

を導入し, f から決まる s ≥ 0上で滑らかな関数

f̂j(s, x2, · · · , xn) := sk+αjfj(s
−α1 , s−α2x2, · · · , s−αnxn), j = 1, · · · , n

を用いて, “特異点解消ベクトル場”を得る (詳しくは [3, 4]を参照).：
ds
dτd
dx2
dτd
...

dxn
dτd

 = gd(s, x2, · · · , xn). (4.4)

ここで (4.2)は y1 > 0でのみ意味を持ち, E ≡ {s = 0}は (4.1)における y1 → +∞-方向の無
限遠に対応する. Eを地平線と呼ぶ. 時間スケール特異点解消を用いることで, 特異点解消ベ
クトル場 gdは地平線も込めて滑らかになる. 先行結果 [3, 4]では E 上に (4.4)の平衡点, 周
期軌道がある時, その (中心)安定多様体上の解が (4.1)の爆発解と対応する事を論じた. 平
衡点の場合をおさらいしよう:

定理 4.2 ([3]). (4.1)の特異点解消ベクトル場 (4.4)に対して, x∗ ∈ E が双曲型平衡点であ
るとする. 有界な初期値 y(0)を持つ (4.1)の解 y(t)で, その軌道の (指向的)コンパクト化
x = Td(y)による像が x∗の安定多様体W s(x∗)に含まれるならば, tmax < ∞, すなわち y(t)

は爆発解である. さらに

s(t)−1 ∼ c(tmax − t)−1/k as t → tmax



となる. ここに k + 1は漸近的擬斉次ベクトル場 f の次数, c > 0は定数である. 最後に, x∗

の第 i成分が 0でなければ, yiの t → ∞における振る舞いと同符号を持つある定数 cに対し
て次の漸近挙動が成立する:

yi(t) ∼ c(tmax − t)−αi/k as t → tmax.

この定理は, (4.4)の地平線上サドルの安定多様体が爆発解そのものの存在, 漸近挙動を特
徴付ける事を示している. 漸近挙動は地平線上サドルの周りでの (4.4)の解の挙動を, (4.3)

より従う解の最大存在時間 tmaxの表示公式

tmax =

∫ ∞

0
s(τ)kdτ

に代入することで求めることができる.

5 用語集

一部は本文中あるいは 4節でも説明を加えているが, それ以外のものの説明を加えると同
時に, 特に重要なものはここで再掲する予定である.

5.1 Painlevé性質, Painlevéテストとその一般化

定義 5.1 (Painlevé性質, [1]). 常微分方程式 (1.1)は

• 全ての解の全ての動く特異点が極となっている時, 特殊Painlevé性質を有すると言う.

• 全ての解が全ての動く特異点の近傍で一価となっている時, Painlevé性質を有すると
言う.

• 一般解が全ての動く特異点の近傍で一価となっている時, 一般化 Painlevé性質を有
すると言う.

[1]によると, 2つ目の性質は解が真性特異点を有する事を許す. 3つ目はかなりややこし
い. 詳しくは [1]の Table 1を参照されたい.

ここでは方程式 (1.1)の解の構造, 特に動く特異点を有する時のその近傍の振る舞いを調
べる. 解 uが動く特異点 z0を持ち, その近傍において (形式的)漸近表示

u(z) ∼ c0(z − z0)
p as z → z0

を持つと仮定, これを (1.1)に代入し, 主要項たる c0, pをまず決める (具体例は完全版にて).

次に, 解が動く特異点 z0の近傍でベキ級数

u(z) =

∞∑
n=0

cn(z − z0)
n+p (5.1)

で書けると仮定し, これを (1.1)に代入, (z − z0)のベキによる係数比較を用いて, cnを帰納
的に決定していく. しかし, 一部で cnが {cm}0≤m<nを使って一意に決まらない場合が存在
する.



定義 5.2 (共鳴). 常微分方程式 (1.1)の解 u(z)が動く特異点 z0を持つと仮定し, 局所的級数
表示 (5.1)を (1.1)に代入, (z− z0)のベキごとに係数比較をする. 特に各 n ≥ 0に対して, cn

を {cm}0≤m<nを用いて帰納的に決定する. この時, 係数比較の方程式を

f(n)cn + g(c0, · · · , cn−1) = 0 (5.2)

と書いた時, f(n) = 0を共鳴方程式と呼ぶ. また, f(n) = 0により任意定数として決定でき
る cnを共鳴と呼ぶ. ただし, f(n) = 0の根に対して g(c0, · · · , cn−1) = 0が満たされる事 (共
鳴条件 (resonance condition))を要求される.

注意 5.3. [1]に記されている共鳴についての簡単な注意点をまとめる.

• f(n) = 0は負の根を持ちうる. これはしばしば負の共鳴と呼ばれるが, それに対応す
る位数の極がなければ係数 cnがないため, f(n) = 0の根を “共鳴”と呼ぶのは正確で
ない.

• 定義により, 共鳴は係数の任意性という意味で, 解の任意性を与える. 共鳴方程式の根
には普遍共鳴 (universal resonance)と呼ばれるものがあり, これは動く特異点の
摂動の任意性を担保するものとなっている.

定義 5.4 (Painlevéテスト). (1.1)の任意の動く特異点近傍における形式解が, 全ての非負
の共鳴条件を満たし, 有理型関数になる時, (1.1)はPainlevéテストを通過する (pass)と
言う.

もちろん動く特異点が分岐点になっている時, Painlevéテストは失敗する. 実時間におけ
る解の爆発解の挙動を考察する場合, 大抵は動く特異点が分岐点となるので, Painlevéテス
トを通過する事を期待して考察するのは得策でない.
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