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1 始めに

常微分方程式の初期値問題

y′ = f(y), y(0) = y0,
′ =

d

dt
, f : Rn → Rn : Cr, r ≥ 1 (1.1)

の有限時間爆発解を考察する. ただし, y = (y1, · · · , yn)T とする. 基礎的な問いとして, (1.1)の爆発

解は存在するかがあり, 存在するならば, 続いていつ, どこで, どのように爆発するかという問いが続

く. 先行して力学系的に爆発解を捉え直した試みが [2]などで示されている. [2]ではコンパクト化と

時間スケール特異点解消により, 爆発解を (適切に変換されたベクトル場の, 無限遠に対応する)地平

線上の平衡点・周期軌道の (中心)安定多様体上の軌道と対応させることで詳細な振る舞いがわかる

事を論じている. 上の方法および多くの爆発解の研究では, 爆発解の漸近挙動を爆発レートとして記

述している. 一方, 爆発レートはそのほとんどで第 1項を求めるに留まっている. 我々は関数の局所

的な振る舞いを級数展開などにより観察するとき, 複数項導出して詳細な構造を見る. 爆発解に対し

ても, その詳細な振る舞いを知りたいと思う時に複数項を見ようとするのは自然であろう. 本講演で

は, 爆発解の複数項漸近展開の体系化の最初のステップと位置付けられる結果を述べる.

2 爆発解の複数項漸近展開

無限遠ダイナミクスを用いた爆発解の特徴づけ (e.g. [2])は, 爆発解の漸近展開の第 1項を与える.

特に, 具体的な微分方程式に対して爆発解の存在を仮定する事なくその存在を証明でき, 爆発レート

として知られる漸近挙動を知ることができる. よって, (上述の結果および別の議論を通して)本節で

は (1.1)の爆発解 y(t)で, 以下の振る舞いを持つものの存在を仮定する:

yi(t) ∼ C0i(tmax − t)−αi/k, t → tmax − 0, i = 1, · · · , n. (2.1)

ここから爆発解 y(t)を

yi(t) = (tmax − t)−αi/kYi(t), Y(t) = (Y1(t), · · · , Yn(t))
T (2.2)

と書き, Y(t)の形を決定する. 漸近展開の基礎は [1, 3]などを参照せよ.

まず, 漸近的擬斉次ベクトル場 f を以下のように分解する:

f(y) = fα,k(y) + fres(y).
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ここに, fα,k は f の擬斉次成分, fres は低次の項である. 両方とも成分表示しておく:

fα,k(y) = (f1;α,k(y), · · · , fn;α,k(y))T , fres(y) = (f1;res(y), · · · , fn;res(y))T .

次に, (2.2)を (1.1)に代入する:

αi

k
(tmax − t)−αi/k−1Yi + (tmax − t)−αi/kY ′

i = fi;α,k(y) + fi;res(y)

= (tmax − t)−(k+αi)/kfi;α,k(Y) + fi;res(y).

最後の等式は fα,k(y)の擬斉次性を用いた. そして各 iに対して両辺 (tmax− t)
αi
k +1をかける事で, 以

下を得る:

θYi = −αi

k
Yi + fi;α,k(Y) + (tmax − t)

αi
k +1fi;res(Θα,k(t)

−1Y).

ベクトル表記して

θY = −Λα,kY + fα,k(Y) + (tmax − t)Θα,k(t)fres(Θα,k(t)
−1Y), (2.3)

Λα,k = diag
(α1

k
, · · · , αn

k

)
, Θα,k(t) = diag

(
(tmax − t)α1/k, · · · , (tmax − t)αn/k

)
.

ただし, θは Euler作用素である:

θ = (tmax − t)
d

dt
.

一般にfi;res(Θα,k(t)
−1Y)は t → tmax－0で発散するが,漸近的擬斉次性よりΘα,k(t)fres(Θα,k(t)

−1Y)

は t → tmax－ 0で 0に収束する. ここで重要な点は, Yの微分方程式が一般に非自励的微分方程式

となるが, 擬斉次性の次数に関わらず, Euler作用素 θを除いてYの (tmax − t)についての低次の項

が自励的な部分 ((2.3)の右辺第 1項, 第 2項)にしか現れない事である. これにより, 主要成分を線型

化・対角化する事で, n本の単独非斉次微分方程式の求解に問題を帰着できる.

2.1 釣り合いの式

まず, (2.1)はY(t)に対して次の事実を与える: Y(t)は t < tmax で f と同程度の滑らかさを持ち,

Y(t) = C0 + Ỹ(t), C0 = (C01, · · · , C0n)
T , lim

t→tmax−0
Ỹ(t) = 0 ∈ Rn. (2.4)

定数項C0はY(t)の最低次の項を与える. まずはこれを求める必要があるが, それは (tmax − t)に依

存しない項である. それは (2.3)において t → tmax − 0として,

Λα,kC0 = fα,k(C0) (2.5)

を満たす. これの解が, 爆発レートとして知られる第 1項の係数を決める.

定義 2.1. (2.5)を爆発解 y(t)の (最低次の)釣り合いの式と呼ぶ.

ここから, 簡単のため fα,k はC0 において, また fres は曲線{
diag

(
r−α1/k, · · · , r−αn/k

)
C0 | r ∈ (0,∞)

}
の各点で解析的であると仮定する.

2.2 ベキを決める固有値

定数項C0が決まれば, 次は非定数項である. 一般にはどのような形をしているかわからない1ので,

Ỹi(t)の t → tmax − 0における漸近展開を

Ỹ(t) =

∞∑
j=1

Yj(t), Y0 = C0, Yj(t) ≪ Yj−1(t) (t → tmax − 0), j = 1, 2, · · · (2.6)

1典型的にはベキ級数で展開したくなるだろうが, ベキ級数で展開できる保証はどこにもない.
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とし, 各項を釣り合いをもって求める事にする. 以下の話は全て t → tmax − 0における局所的な議論

である事に注意する. f を滑らかとしていたので, (2.3)の右辺をY = C0 で Taylor展開する:

θ

 ∞∑
j=1

Yj

 = −Λα,k

 ∞∑
j=1

Yj

+

[ ∞∑
m=1

1

m!
Dmfα,k(C0)[Ỹ](m)

]

+ (tmax − t)Θα,k(t)

[ ∞∑
m=0

1

m!
Dmfres(Θα,k(t)

−1C0)[Θα,k(t)
−1Ỹ](m)

]
,

(2.7)

Dmfα,k(C0)[Ỹ](m) = Dmfα,k(C0)[Ỹ, · · · , Ỹ︸ ︷︷ ︸
m

].

ただし, 最低次の釣り合いの式で消える項はキャンセルしている. ここで, 第 2項Y1 の釣り合いを

考えてみる. (2.6)から, 左辺の主要項は j = 1の部分である. 対して右辺は, 第 1項は j = 1の部分,

第 2項はm = 1の部分のみである. 第 3項からは定数項に (tmax − t)
αi
k +1をかけたものであるが, こ

れが主要項として効いてくるかは αi/kの値と, d
dtY1iの振る舞い方に依存する. ただし, i = 1, · · · , n

に対して Y1i はY1 の第 i成分である. 今回は残す場合を考える. まとめると, 第 2項Y1 は (正規形

で書くと)漸近的に以下の方程式が決めると結論される:

d

dt
Y1 = (tmax − t)−1 {−Λα,k +Dfα,k(C0)}Y1 +Θα,k(t)fres(Θα,k(t)

−1C0). (2.8)

これは非斉次線型の方程式である. さらに斉次部分を見ると, その係数行列は共通因子 (tmax − t)−1

を持ち, これに定数行列をかけたものとなっている. 特にこの定数行列を対角化し, n本の 1階単独

線型非斉次微分方程式の求解に問題を帰着できる.

定義 2.2. 定数行列

A = −Λα,k +Dfα,k(C0)

を爆発解 y(t)の爆発ベキ決定行列と呼び, その固有値 {λi}ni=1 を爆発ベキ固有値と呼ぶ事にする.

今, Aが対角化可能, すなわちある正則行列 P に対して P−1AP = Λ, Λ = diag(λ1, · · · , λn)とな

ると仮定する. この時, 座標変換Y1 = PW1を導入して, (2.8)の一般解のW1-座標による表示は以

下のようになる:

W1(t) = (tmax − t)−Λ

[
W0

1 +

∫ t

(tmax − s)ΛP−1g1(s)ds

]
, g1(s) = Θα,k(s)fres(Θα,k(s)

−1C0).

(2.9)

第 2項は (tmax − t)−Λ が最終的に生じるベキに影響を与えず, Θα,k(t)が正ベキしか持たない2ため,

結果として正ベキしか出てこない. さて, 定数項W0
1 は (tmax − t)−λi の係数となっている. ここで

(2.6)を考慮すると, 真に 0でない項として取り得る爆発ベキ固有値は負の実部を持つものに制限さ

れる. 実部 0以上の爆発ベキ固有値に対しては, 対応する成分W 0
1i を 0にする事で整合性が取れる.

結果として, 元の座標に戻した解Y1(t)は

{(tmax − t)−λi | λi ∈ Spec(A), i ∈ {1, · · · , n}, Reλi < 0}, {(tmax − t)αi/k | i ∈ {1, · · · , n}}

の線型結合, および低次項 fres から生じるベキで記述できる. 全て (tmax − t)の正ベキなので, 得ら

れる解は t → tmax − 0で 0に収束する. これが y(t)の漸近展開 (2.4)の第 2項である. 第３項以降も

この精神で帰納的に求めにいく。

3 適用例

ここでは [2]にて考察された例を取り上げ, 爆発解の漸近展開を試みる. 微分方程式系

u′ = u2 − v, v′ =
1

3
u3 − u (3.1)

2ある i に対して αi = 0 となるものにこの議論は拡張できる可能性もある.
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の爆発解を考える. この系は型 (1, 2), 次数 2の漸近的擬斉次ベクトル場である. また, (Poincaré型

のコンパクト化を適用すると)地平線上に合計 4つの双曲型平衡点があり, 相平面 R2 の方向に分布

する安定多様体を持つ平衡点が 2つある ([2]). それらに対応する爆発解は両方とも

u(t) ∼ u0(t) = Cu(tmax − t)−1, v(t) ∼ v0(t) = Cv(tmax − t)−2, t → tmax − 0

という漸近挙動を持つ事が従う.

まず, 最低次の釣り合いの式は

Cu = C2
u − Cv, 2Cv =

1

3
C3

u

で与えられる. 根として Cu = 3±
√
3, Cv = C3

u/6が取れる. まず, Cu = 3−
√
3をとる. この時, 爆

発ベキ決定行列と爆発ベキ固有値は

A =

(
5− 2

√
3 −1

12− 6
√
3 −2

)
, λ = 1, 2− 2

√
3 ≡ α.

ここで実部負の爆発ベキ固有値は αのみである. よって, 擬斉次成分からは (tmax − t)α のみが漸近

展開に寄与する. 次に低次項と付随する g1 に相当する関数を見ると,

fres(u0(t), v0(t)) =

(
0

−Cu(tmax − t)−1

)
, g1(s) ≡ (tmax − s)−1

(
0

−Cu(tmax − s)2

)
となっている. よってY1に生じる tmax− tのベキには (tmax− t)2が加わる. 結果, Y1は (tmax− t)−α

と (tmax − t)2 の線型和で記述される. 以降, fres は 1階微分が定数行列, 2階以上の微分が 0になる

ので, 同様の手続きにより Ỹには (tmax − t)δ, ただし

δ = β1(−α) + 2β2, β1, β2 ∈ Z≥0

という形のベキのみが並ぶ事が従う3.

他方, Cu = 3 +
√
3とすると爆発ベキ決定行列と爆発ベキ固有値は

A =

(
5 + 2

√
3 −1

12 + 6
√
3 −2

)
, λ = 1, 2 + 2

√
3

となり, 固有値が両方とも正になる. 漸近挙動の仮定により, Y1にこれらの指数を持つベキは含まれ

ない. よってW0
1 = 0となり, 爆発ベキ固有値の寄与は生じない. これは Cu = 3+

√
3に対応する爆

発解が 1次元安定多様体を持つ地平線上のサドルにより特徴付けられており (cf. [2]), そのパラメー

タ任意性が初期点による任意性, 特に tmaxのそれで尽きている事に対応する. この爆発解の漸近展開

に生じる tmax − tのベキは, 低次項 fres のみ寄与する.

講演時には具体的な漸近展開の係数も含めて, 他の例や本考察の展開と展望を述べる.
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