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1 ユニタリ表現の物理学における応用を考える

ユニタリ表現は量子力学および量子場理論において重要な役割を果たし、特に、粒子のスピンの
性質や対称性の原理を理解する上で中心的な役割を担う。

1.1 ユニタリ表現の定義

まず、最初に定義から整理を行う。ユニタリ表現は、リー群の抽象的な要素をヒルベルト空間上
の具体的なユニタリ演算子に関連付ける数学的手法である。これにより、群の対称性が複雑な物理
現象である量子力学的な状態や演算子にどのように影響を与えるかを理解するための導入となる。

ユニタリ表現の性質

リー群 G のユニタリ表現は、次の性質を持つ写像 U : G → U(H) である：

•H はヒルベルト空間である。
•U(H) は H 上のユニタリ演算子の集合となる。
•任意の g ∈ G に対して、U(g) はユニタリ演算子である。
•群の積に対して U(g1g2) = U(g1)U(g2) が成り立つ。

2 ユニタリ表現の例

物理学におけるユニタリ表現の典型的な例は、量子力学におけるスピンの扱いである。スピンは
主に SU(2) 群のユニタリ表現を通じて記述される。また、素粒子物理学におけるフレーバー対称
性やゲージ対称性も、適切なリー群のユニタリ表現を用いて表現されることもある。
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2.1 リー群の定義

ここで上記のリー群に関して解説をする。リー群は連続的な対称性を記述するための数学的な構
造である。これは滑らかな多様体であり、群の演算（積と逆元）も滑らかな写像である。

リー群の性質

図 1 2D Transformation Example about Lie group

リー群は、以下の性質を持つ群 G である：

•G は多様体であり、群の演算は多様体の滑らかな写像である。
•群の積 µ : G×G → G と逆元の写像 ι : G → G は、両方とも滑らか（微分可能）である。

2.2 リー群の例

リー群の例には、回転群 SO(3)、特殊ユニタリ群 SU(2)、および一般線形群 GL(n,R) などがあ
る。これらは、それぞれ 3次元空間の回転、量子力学におけるスピンの対称性、および任意の次元
のベクトル空間の線形変換を表す。

図 2 Original and Transformed Points about Lie group
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2.3 物理学におけるリー群

物理学において、リー群は対称性と保存則を記述するために重要である。例えば、角運動量の保
存は回転群 SO(3) の対称性に関連しており、素粒子物理学におけるフレーバー対称性は特定の
リー群によって記述される。

2.4 ヒルベルト空間の定義

ヒルベルト空間は、内積が定義され、完備な線形空間である。完備性は、空間内の任意のコー
シー列が収束することを意味する。内積により、距離と角度の概念が導入され、空間の幾何学的構
造が定義される。

内積の性質

ヒルベルト空間 H 上の内積 〈·, ·〉 は、次の性質を持つ：

•線形性: 〈αx+ βy, z〉 = α〈x, z〉 + β〈y, z〉 で、α, β はスカラー、x, y, z は H の元である。
•対称性: 〈x, y〉 = 〈y, x〉。
•正定値性: 〈x, x〉 ≥ 0 で、等号は x = 0 のときにのみ成立する。

ヒルベルト空間の例

ヒルベルト空間の典型的な例は、L2 空間である。これは、二乗可積分関数の空間で、量子力学
における波動関数の数学的枠組みとして用いられる。

ヒルベルト空間と多様体上の関数空間
多様体上の関数空間をヒルベルト空間として扱うことは、関数解析の手法を用いて多様体の幾何
学的性質を研究する強力な方法である。このアプローチは、特に量子力学や量子場理論において重
要である。

ヒルベルト空間の適用
多様体上のスムーズな関数や二乗可積分関数の空間は、ヒルベルト空間の構造を持つことができ
る。これにより、内積、ノルム、直交性などの概念が自然に導入され、関数空間の研究に関数解析
の手法を適用することが可能になるだろう。

多様体上の関数空間のヒルベルト空間としての扱い
多様体 M 上の二乗可積分関数の空間 L2(M) はヒルベルト空間の例である。この空間における
内積は次のように定義する：

〈f, g〉 =
∫

M

f(x)g(x) dx
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ここで、f, g ∈ L2(M) である。

リー群の表現と幾何学的構造
リー群 G の作用を考えると、G のユニタリ表現は多様体 M 上の関数空間に対する洞察を提供
できる。例えば、群の要素 g ∈ G による作用は次のように表される：

(U(g)f)(x) = f(g−1 · x)

ここで、U(g) は L2(M) 上のユニタリ演算子である。

3 接空間と余接空間の変換

Gの作用は、多様体 M の接空間 TM および余接空間 T ∗M にも影響を与える。例えば、ベクト
ル場 V ∈ TM に対する G の作用は次のようになる：

(g · V )(x) = d

dt

∣∣∣∣
t=0

g · exp(tV )(x)

ここで、exp(tV )(x) は V に沿った x の流れを表される。
このようにして、リー群の表現を通じて多様体の接空間や余接空間の構造に関する深い理解を得
ることができる。

リー群の表現と幾何学的構造
リー群の表現は、ヒルベルト空間の枠組み内で接空間や余接空間の構造に対する洞察を提供する
ことが示唆される。リー群の作用を通じて、多様体の接空間や余接空間の要素がどのように変換さ
れるかを理解することができるだろう。

リー群の作用の影響
リー群が多様体上のベクトル場に作用する場合、この作用は接空間の要素に対応するヒルベルト
空間のベクトルに影響を及ぼす。これにより、多様体の幾何学的構造や対称性に関する深い理解が
可能になる。このアプローチで物理学における対称性の研究や多様体上の力学系の解析において特
に有用であろう。

3.1 量子力学における重要性

ヒルベルト空間は、量子力学において量子状態を記述するための基本的な枠組みを提供する。量
子状態はヒルベルト空間の要素として表現され、観測量は自己共役演算子（エルミート演算子）と
して定義される。
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3.2 スピンの量子力学

量子力学における粒子のスピンは、SU(2) のユニタリ表現を用いて記述される。スピンは粒子の
内在的な角運動量であり、電子やクォークなどの基本粒子に関連している。
スピンの状態はヒルベルト空間上のベクトルとして表現され、スピン演算子は SU(2)の生成子に
よって記述される。これらの生成子は次の交換関係を満たす：

[Si, Sj ] = ih̄εijkSk

ここで、Si はスピン演算子、εijk はレビチビタ記号。
量子場理論において、粒子は場の量子化によって記述される。これらの場は、対称性群（例えば

SU(3)のクォークの色対称性）のユニタリ表現に従って変換される。
場の量子化は、場の演算子が作用するヒルベルト空間上で行われ、粒子の状態はこのヒルベルト
空間の要素として表される。ユニタリ表現は、対称性の破れ、粒子の散乱過程、および粒子の生成
と消滅などの現象を理解するのに不可欠である。

4 ヒルベルト空間上のリー群の定義

ヒルベルト空間 H 上のリー群 G は、以下の性質を満たす必要がある。

1. G は多様体であり、群の演算（積と逆元の取得）は多様体上の滑らかな写像である。
2. 各 g ∈ G に対し、対応する作用 Tg : H → H はヒルベルト空間の自己同型である。
3. 作用 Tg は連続的であり、パラメータに関して微分可能である（つまり、G の元は滑らかに変
化する）。

たとえば、ヒルベルト空間上のユニタリ群 U(H)は、ヒルベルト空間の自己同型であるユニタリ
演算子全体の集合であり、リー群の例である。

4.1 ヒルベルト空間の定義

量子力学では、物理的な状態はヒルベルト空間上のベクトルとして表される。この空間は、状態
の重ね合わせや規格化条件など、量子力学の基本的な性質を満たす必要がある。

状態の重ね合わせ
量子力学において、粒子の状態はヒルベルト空間上のベクトルによって記述される。これらの状
態ベクトルは、異なる可能性を重ね合わせることができる。例えば、２つの状態 |ψ〉 と |φ〉 の重ね
合わせは次のようになる：

|χ〉 = c1|ψ〉 + c2|φ〉

ここで、c1 と c2 は複素数で、重ね合わせの割合を決定される。
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規格化条件
物理的に意味のある量子状態は規格化されている必要がある。つまり、状態ベクトルのノルムは

1でなければなりません。状態 |ψ〉 の規格化条件は以下のようになる：

〈ψ|ψ〉 = 1

ここで、〈ψ| は |ψ〉 のブラベクトル（随伴ベクトル）である。
この規格化条件は、確率の合計が 1になることを保証し、物理的な予測が可能となる。

4.2 ヒルベルト空間上のリー群の定義

ヒルベルト空間 H 上のリー群 G は、以下の性質を満たす必要がある。

1. G は多様体であり、群の演算（積と逆元の取得）は多様体上の滑らかな写像である。
2. 各 g ∈ G に対し、対応する作用 Tg : H → H はヒルベルト空間の自己同型である。
3. 作用 Tg は連続的であり、パラメータに関して微分可能である（つまり、G の元は滑らかに変
化する）。

たとえば、ヒルベルト空間上のユニタリ群 U(H)は、ヒルベルト空間の自己同型であるユニタリ
演算子全体の集合であり、リー群の例である。

4.3 ブラベクトル (共役転置)の定義

ブラベクトルは、ヒルベルト空間の要素の随伴（共役転置）として定義される。ケットベクトル
|ψ〉 のブラベクトルは 〈ψ| と書かれ、以下のように定義：

〈ψ| = (|ψ〉)†

ここで、† は随伴（共役転置）を表す。ブラベクトルは、特に内積の計算や期待値の表現に使用さ
れる。

ブラベクトル (共役転置), ケットベクトル (量子状態)の応用
場の量子論におけるゲージ理論では、接空間におけるゲージ群のユニタリ表現が重要な役割を果
たす。ゲージ理論では、多様体上の各点に対応する接空間における対称性（ゲージ対称性）が考慮
され、量子状態（ケットベクトル）と対応するブラベクトルはゲージ群の作用の下で変換される確
率振幅や場の状態を記述ができる。

量子重力理論
特にループ量子重力理論は、一般相対性理論と量子力学を結びつける試みの一つである。この理
論では、時空自体が離散的な「ループ」やネットワークによって構成されていると考えられ、これ
らのループはヒルベルト空間のベクトル（状態）によって表される。ブラベクトルとケットベクト
ルは、時空の幾何学的構造を量子的に記述するために使用される。
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量子幾何学
量子幾何学では、空間や多様体の幾何学的構造が量子力学の原則によって扱われ、この分野で
は、接空間や余接空間の概念が量子状態やブラベクトル (共役転置) と組み合わされ、新しい種類
の数学的対象が考案されている。数学的概念、量子力学の概念と多様体の幾何学的構造が統合し、
より深い物理的現象の理解へ繋げたい。

5 ヒルベルト空間におけるリー群のユニタリ表現

ヒルベルト空間上のユニタリ表現において、リー群を理解するためには以下の数学的概念が重要
である。

準同型写像

準同型写像とは、群 G から群 H への写像 f : G → H で、任意の a, b ∈ G に対して以下の条件
を満たすものである。

f(ab) = f(a)f(b)

この性質により、群の構造が保存される。
リー群 G からユニタリ群 U(H) への準同型写像は以下のように表す。

φ : G → U(H), where φ(g1g2) = φ(g1)φ(g2), ∀g1, g2 ∈ G

ここで、H はヒルベルト空間であり、U(H) はその上のユニタリ演算子の群。

同型写像

同型写像は、群 G から群 H への準同型写像であり、逆写像 f−1 : H → G も準同型である場合
を考える。同型写像は、二つの群が「本質的には同じ」であることを意味。二つのリー群 G と H

間の同型写像は以下のように定義。

ψ : G → H, where ψ(g1g2) = ψ(g1)ψ(g2), ∀g1, g2 ∈ G

そして、ψ の逆写像 ψ−1 も準同型である必要があるだろう。

自己同型

自己同型とは、群 G から自身への同型写像のことである。これは、群の内部構造を保ちながら
群の元を変換する。リー群 G の自己同型は、以下のように表す。

α : G → G, where α(g1g2) = α(g1)α(g2), ∀g1, g2 ∈ G

ここで、α は G から G 自身への同型写像である。
これらの数学的概念と表現は、ユニタリ表現の理論において中心的な役割を果たし、物理学にお
ける対称性と量子系の理解に不可欠である。
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ヒルベルト空間上のユニタリ表現

ユニタリ表現は、リー群 G からヒルベルト空間上のユニタリ演算子群への準同型写像である。
各群の元 g ∈ G に対して、ヒルベルト空間のベクトルに作用するユニタリ演算子 U(g) が割り当て
られる。この表現は、群の演算を保持する形で行われる。

U(g1g2) = U(g1)U(g2)

ここで g1, g2 ∈ G である。
このようにして、リー群の抽象的な構造はヒルベルト空間上での具体的な作用として表現さ
れる。

6 商空間とは

商空間は、群 G の作用に対する同値関係によって元の空間 X から得られる空間です。群 G に
よる X 上の作用が与えられたとき、商空間 X/G は次のように定義される：

X/G = {Gx | x ∈ X}

ここで、Gx は x に G の全ての要素を作用させた結果の集合である。

6.1 リー群との関連

リー群は、滑らかな多様体であり、群の演算も滑らかである。リー群が多様体に作用する際に
は、接空間や余接空間の構造に影響を与え、商空間の形成に関与できる。
ユニタリ表現において、リー群の要素はヒルベルト空間上のユニタリ演算子として作用すること
があり、接空間や余接空間の要素に対するリー群の作用を理解するための重要な枠組みを提供が可
能となる。

6.2 ユニタリ表現における商空間

ユニタリ表現は、群 G の要素をヒルベルト空間 H 上のユニタリ演算子に対応させるものであ
る。商空間におけるユニタリ表現は、群 G の作用がヒルベルト空間 H 上の量子状態に及ぼす影響
を考察する際に用いられる。
群の作用により、関連する状態が同一視されるため、ユニタリ表現は商空間 H/G 上で考えられ
る。具体的には、ユニタリ演算子 U(g) によって変換された状態 |ψ′〉 = U(g)|ψ〉 は、元の状態 |ψ〉
と「同一」とみなされる。
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7 接空間と余接空間におけるユニタリ表現

接空間は、ある点での多様体の接線ベクトルの全体を含む。これは、その点での多様体の局所的
な線形構造を表すのが特徴である。また、余接空間は接空間の双対空間であり、接ベクトル上の線
形汎関数を含む。これは、微分形式のような幾何学的構造を扱うのに使われる。まとめて、接空間
と余接空間は、多様体上の各点で定義されるベクトル空間である。これらの空間におけるユニタリ
表現は、リー群の作用が多様体の接ベクトルや余接ベクトルにどのように影響を与えるかを記述す
る際に必要な空間の考え方である。
接空間におけるユニタリ表現は、多様体上の各点における接ベクトルへのリー群の作用として理
解される。一方、余接空間におけるユニタリ表現は、接空間の双対空間におけるリー群の作用とし
て捉えられる。
これらの概念は、量子力学における高度なトピックス、特に場の量子論やゲージ理論において重
要である。接空間と余接空間におけるユニタリ表現は、これらの理論の基本的な対称性やダイナミ
クスを理解するのに役立つ。本論では、場の量子論やゲージ理論に関してはまだ触れない。前述の
通り、ユニタリ表現は、リー群の要素をヒルベルト空間上のユニタリ演算子に対応させるものであ
る。このとき、ヒルベルト空間の構造（例えば量子力学における量子状態の空間）と多様体上の幾
何学的構造（接空間や余接空間）が関連付けられることがある。また、リー群の作用を通じて、接
空間や余接空間の要素（例えば、ベクトル場や微分形式）が変換されることが可能となる。これら
の変換は、ユニタリ演算子によって表されることがあり、リー群のユニタリ表現として理解はされ
やすい。

8 量子力学におけるスピンの SU(2)ユニタリ表現

量子力学における粒子のスピンは、SU(2) 群のユニタリ表現によって記述される。ここでは、こ
の表現を射の観点から考える必要がある。

ヒルベルト空間と SU(2)群

ヒルベルト空間 H 上の量子状態は、スピン状態を表すベクトルとしてモデル化される。SU(2)
群の要素は、スピンの状態空間上の変換を表す。

8.0.1 SU(2)のユニタリ表現
SU(2)群からヒルベルト空間の自己同型群への射（写像）は以下のように定義：

ρ : SU(2) → Aut(H), where ρ(g)

is a unitary operator for eachg ∈ SU(2)ここで、Aut(H)はヒルベルト空間の自己同型群（ユニタリ
演算子の群）を表し、ρ(g)は gに対応するユニタリ演算子である。
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スピンの変換

任意のスピン状態 ψ ∈ H に対して、SU(2)群の元 g は次のように作用：

ψ′ = ρ(g)ψ

ここで、ψ′ は変換後のスピン状態を表す。
このユニタリ表現を通じて、粒子のスピン状態の対称性とそのダイナミクスが SU(2)群の枠組み
内で記述される。

SU(2)ユニタリ表現と商空間

量子力学において、スピンの対称性は SU(2)群のユニタリ表現によって記述される。SU(2)群の
要素はスピン状態の空間に作用し、商空間の概念を用いることで、スピン状態の同一視を理解する
ことができる。

スピン状態のユニタリ表現

スピン状態ベクトルは、SU(2) 群のユニタリ表現によって変換される。この表現は、2 次元の複
素ヒルベルト空間上で定義され、各スピン状態はこの空間のベクトルに対応できる。

商空間におけるスピン状態の扱い

商空間の概念を導入することで、スピン状態の物理的な同一視を考察できる。SU(2) 群の作用に
より、物理的に区別できないスピン状態が同一視されるため、商空間 H/SU(2) が形成される。こ
の空間は、スピン状態間の物理的な区別を可能にする。

数式による表現

SU(2)群の要素 U ∈ SU(2) とスピン状態ベクトル |ψ〉 に対して、ユニタリ変換は次のように表
される：

|ψ′〉 = U |ψ〉

ここで、|ψ′〉は変換後のスピン状態を表す。商空間において、異なる U に対して得られる |ψ′〉は、
物理的には同一の状態とみなされる。

9 量子力学における SU(3)ユニタリ表現

量子色力学（QCD）において、クォークの色荷は SU(3) 群のユニタリ表現によって記述される。
ここでは、この表現を射の観点から考える。
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9.0.1 ヒルベルト空間と SU(3)群
ヒルベルト空間 H 上のクォークの状態は、色荷の状態を表すベクトルとしてモデル化される。

SU(3)群の要素は、これらの色荷の状態空間上の変換を表す。

SU(3)のユニタリ表現

SU(3)群からヒルベルト空間の自己同型群への射（写像）は以下のように定義される：

ρ : SU(3) → Aut(H), where ρ(g)

is a unitary operator for eachg ∈ SU(3)ここで、Aut(H)はヒルベルト空間の自己同型群（ユニタリ
演算子の群）を表し、ρ(g)は gに対応するユニタリ演算子である。

色荷の変換

任意のクォークの状態 ψ ∈ H に対して、SU(3)群の元 g は次のように作用：

ψ′ = ρ(g)ψ

ここで、ψ′ は変換後のクォークの状態を表す。

色荷のユニタリ表現

クォークの状態ベクトルは、SU(3) 群のユニタリ表現によって変換するがこの表現は、3 次元の
複素ヒルベルト空間上で定義され、各クォークの状態はこの空間のベクトルに対応できる。

商空間における色荷の扱い

商空間の概念を導入することで、クォークの色荷の物理的な同一視を考察できるだろう。SU(3)
群の作用により、物理的に区別できない色荷の状態が同一視されるため、商空間 H/SU(3) が形成
される。この空間は、色荷の異なる状態間の物理的な区別を可能にする。

SU(3)群の要素 U ∈ SU(3) とクォークの状態ベクトル |ψ〉 に対して、ユニタリ変換は次のよう
に表される：

|ψ′〉 = U |ψ〉

ここで、|ψ′〉 は変換後のクォークの状態を表す。商空間において、異なる U に対して得られる
|ψ′〉 は、物理的には同一の状態とみなされることが推察される。
このユニタリ表現を通じて、クォークの色荷の対称性とそのダイナミクスが SU(3)群の枠組み内
で記述される。ただし、量子色力学におけるクォークの色荷の対称性の研究に適用される。スピン
と色荷は異なる物理的概念であり、それぞれが異なる群の対称性によって記述されることに注意さ
れたい。
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10 ローレンツ変換とユニタリ表現

特殊相対性理論におけるローレンツ変換は、時空の対称性を表す。ユニタリ表現にローレンツ変
換を適用することで、群 G の作用と時空の構造が量子状態にどのように影響を与えるかを理解で
きる。商空間 H/G において、群 G の作用がローレンツ変換とどのように関連するかを考察がで
きる。特に、群 G が時空の対称性を持つ場合、群の作用とローレンツ変換の間に深い関連がある
と推察される。群 G の作用により同一視される状態は、ローレンツ変換の下でどのように変換さ
れるかを考慮することで、物理的に意味のある結果を導き出せればと考える。

ローレンツ変換の導入

特殊相対性理論において、ローレンツ変換は異なる慣性系間での時間と空間の座標の変換を記述
する。これは、光速が全ての慣性系で一定であるという事実に基づく。

ローレンツ変換の基本形

一次元空間におけるローレンツ変換は、以下の形式を持つ：

t′ = γ(t− vx

c2 )x′ = γ(x− vt)

ここで、t と x は元の慣性系における時間と空間の座標、t′ と x′ は変換後の慣性系における座標、
v は相対速度、c は光速、そして γ はローレンツ因子 γ = 1√

1−v2/c2
である。

物理的意味

ローレンツ変換は、時間の膨張と長さの収縮の効果を示す。これは、相対速度が光速に近づくに
つれて、時間が遅く進み、物体の長さが縮むことを意味する。
ローレンツ変換は、特殊相対性理論の基本的な概念であり、現代物理学の多くの領域において重
要な役割を果たす。

ローレンツ変換のユニタリ表現

ローレンツ群 L のユニタリ表現を考えるとき、ヒルベルト空間 H 上の量子状態はローレンツ変
換 L ∈ L によって変換。この変換は、ユニタリ演算子 U(L) によって表され、次のようになる：

|ψ′〉 = U(L)|ψ〉

SU(2)と SU(3)の商空間

•SU(2)の場合: スピン状態は SU(2)群のユニタリ表現によって変換される。商空間 H/SU(2)
は、スピン状態の異なる状態間の物理的な区別を可能にする。
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•SU(3) の場合: クォークの色荷は SU(3) 群のユニタリ表現によって変換される。商空間
H/SU(3) は、色荷状態の異なる状態間の物理的な区別を可能にする。

SU(2)群および SU(3)群の要素 U と状態ベクトル |ψ〉 に対して、ユニタリ変換は次のように表
される：

|ψ′〉 = U |ψ〉

商空間において、異なる U に対して得られる |ψ′〉 は、物理的には同一の状態とみなされる。

商空間上の射の定義：SU(2)と SU(3)ユニタリ表現

商空間上の射の定義

SU(2)および SU(3)ユニタリ表現における商空間上の射は、ヒルベルト空間上のユニタリ演算子
による量子状態の変換として定義される。これにより、物理的に区別可能な量子状態への写像を考
察できる。

ユニタリ演算子による射

SU(2)または SU(3)群の要素に対応するユニタリ演算子 U が与えられたとき、射 φ : H → H/G
は次のように定義される：

φ(|ψ〉) = U |ψ〉

ここで、H はヒルベルト空間、G は SU(2)または SU(3)群、|ψ〉 は元の量子状態を表す。

物理的区別可能性と射

商空間 H/G において、異なる射 φ によって得られる状態 φ(|ψ〉) は、物理的に区別可能な状態
とみなされる。この性質は、群の作用により同一視される状態を越えた物理的現象の記述に不可欠
である。

11 商空間上の射の応用：今後の検討

この概念は、特に量子色力学やスピン系の対称性の研究において重要である。商空間上の射は、
物理的に異なる量子状態間の変換を明確にし、より深い物理的理解に寄与するだろう。

状態の時間発展に関して

量子力学において、状態の時間発展はシュレーディンガー方程式に従う。この方程式は、ハミル
トニアンと呼ばれるエネルギー演算子を用いて、ヒルベルト空間上の状態の時間変化を記述する。
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場の量子論における応用

量子場理論では、粒子は場の量子化によって記述される。ユニタリ表現は、これらの場が対称性
変換の下でどのように変化するかを記述するのに使用される。これらの処理は、量子力学と量子場
理論の基本的な枠組みを構築し、物理現象へのアプローチを検討できる。
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