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1 ローレンツ変換

特殊相対性理論におけるローレンツ変換は、異なる慣性系間の時間と空間の座標を変換する数学
的な枠組みである。これは、観測者に依存しない光速の一定性を表現する。

ローレンツ変換の式

一次元空間におけるローレンツ変換は次のように表す： t’ = γ
(
t− vx

c2

)
x′ = γ(x− vt) ここで、t と x は元の慣性系の時間と空間座標、t′ と x′ は変換後の座標、v は相対
速度、c は光速、そして γ はローレンツ因子であり、γ = 1√

1−v2/c2
である。

ローレンツ変換は、時間の膨張（時間の遅れ）と長さの収縮を記述する。これにより、高速で移
動する物体は、静止している観測者に対して時間が遅く進み、物体の長さが縮むように見える。

Re: ローレンツ変換のユニタリ表現

ローレンツ群 L のユニタリ表現を考えるとき、ヒルベルト空間 H 上の量子状態はローレンツ変
換 L ∈ L によって変換。この変換は、ユニタリ演算子 U(L) によって表され、次のようになった

|ψ′〉 = U(L)|ψ〉

SU(2)と SU(3)の商空間

•SU(2)の場合: スピン状態は SU(2)群のユニタリ表現によって変換される。商空間 H/SU(2)
は、スピン状態の異なる状態間の物理的な区別を可能にする。

•SU(3) の場合: クォークの色荷は SU(3) 群のユニタリ表現によって変換される。商空間
H/SU(3) は、色荷状態の異なる状態間の物理的な区別を可能にする。

SU(2)群および SU(3)群の要素 U と状態ベクトル |ψ〉 に対して、ユニタリ変換は次のように表
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図 1 SU(2) Group Orbit (Simplified)

図 2 SU(3) Group Orbit (Simplified)

される：
|ψ′〉 = U |ψ〉

商空間において、異なる U に対して得られる |ψ′〉 は、物理的には同一の状態とみなされる。

商空間上の射の定義：SU(2)と SU(3)ユニタリ表現

SU(2)および SU(3)ユニタリ表現における商空間上の射は、ヒルベルト空間上のユニタリ演算子
による量子状態の変換として定義される。これにより、物理的に区別可能な量子状態への写像を考
察できる。

ユニタリ演算子による射

SU(2)または SU(3)群の要素に対応するユニタリ演算子 U が与えられたとき、射 φ : H → H/G
は次のように定義される：

φ(|ψ〉) = U |ψ〉

ここで、Hはヒルベルト空間、Gは SU(2)または SU(3)群、|ψ〉は元の量子状態を表す。量子力学
と量子場理論の基本的な枠組みを構築し、物理現象へのアプローチを検討できる。
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2 コンパクト群の導入

コンパクト群は、閉じてかつ有界な位相群である。つまり、群の任意の列が収束する部分列を持
ち、その極限が群内に存在する。コンパクト群の重要な特性は以下の通りである：

•完全性: コンパクト群は、その位相に関して完全である。
•ハール測度: コンパクト群には、不変な測度（ハール測度）が存在し、これにより群上の積分
が定義できる。

2.1 ハール測度について

ハール測度は、局所コンパクトな位相群上で定義される不変測度である。群 G 上のハール測度
µ は、次の性質を満たす必要がある。下記はコンパクト群におけるハール測度の概念をグラフィカ
ルに表現したケースである。一つの単純な例として、コンパクト群として単位円 S1 （複素数の絶
対値が 1のもの）を考え、その上の一様分布をプロットした。

図 3 Ex1:Uniform Distribution on S1

図 4 Ex2:Uniform Distribution on S1

•左不変性: 群 G の任意の元 g と G の任意のボレル集合 A に対して、

µ(gA) = µ(A)

が成り立ちます。ここで、gA = {ga | a ∈ A} である。
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•正則性: µ は、外側から開集合で、内側からコンパクト集合によって近似可能な正則ボレル測
度である。

•局所有限性: G の任意のコンパクト集合は有限測度を持つ。

ハール測度は数学の多くの分野で重要な役割を果たす。特に、調和解析、表現論、抽象的な確率
論での応用がある。ハール測度を用いることで、群上の関数に対する不変な積分を定義することが
できる。これにより、群の表現の研究や、群対称性を持つ物理的系の解析が可能になる。

2.1.1 局所コンパクトハウスドルフ空間におけるハール測度
局所コンパクトハウスドルフ空間におけるハール測度は、連続群に対して不変な測度を提供す
る。この測度は、群の翻訳に対して不変であり、群の表現論や調和解析において中心的な概念であ
る。群 G が局所コンパクトハウスドルフ空間であるとき、ハール測度 µ は次の性質を満たす測度
となる。

•µ は正で、すべてのコンパクト集合に対して有限です。
•µ は左不変です。つまり、任意の可測集合 A ⊆ G と任意の g ∈ G に対して、次が成り立ち
ます：

µ(gA) = µ(A)

ここで、gA は集合 A の g による左翻訳です。
•µ は正則である。つまり、すべての可測集合は、外側から開集合で、内側からコンパクト集合
で近似できる。

ハール測度は、局所コンパクト群上の不変積分を可能にし、群の表現論や調和解析、物理学におけ
る対称性の研究や確率論においても応用されている。
局所コンパクトハウスドルフ空間におけるハール測度を直接的に視覚化することは、その高度な
抽象性と一般性のために困難であるが、一般的な局所コンパクトハウスドルフ空間の代わりに、よ
く知られたコンパクト群（例えば単位円 S1 やリー群 SU(2)）を用いることで、ハール測度に基づ
く分布のシミュレーションが可能である。ここでは、単位円 S1 上の一様分布を考えてみる。この
分布は、S1 上のハール測度に基づくものと考えることができる。

2.2 局所コンパクト群とその商空間におけるハール測度

局所コンパクトな位相群におけるハール測度は、群の作用に関して不変な測度である。特に、群
が作用する空間の商空間において、ハール測度の概念に関しても触れる。
この場合、位相群 G が局所コンパクトである場合、ハール測度 µ は以下の性質を満たす。

•左不変性: 任意の g ∈ G とボレル集合 A ⊆ G に対して、

µ(gA) = µ(A)
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図 5 Compact Uniform Distribution on S1

が成り立つ。
•正則性: µ は外側から開集合、内側からコンパクト集合で近似可能です。
•局所有限性: 任意のコンパクト集合は有限測度を持つ。

商空間におけるハール測度

群 G が位相空間 X に作用するとき、商空間 X/G は、X の点が G の作用により同一視される
空間である。ハール測度は、この商空間において重要な役割を果たす。商空間上の測度 µ は次の
ように定義されることが多い。

µ(B) = µ(π−1(B))

ここで、B は X/G 上のボレル集合であり、π : X → X/G は自然な射影となる。

2.3 正則ボレル測度の概要

正則ボレル測度は、位相空間上のボレル集合に対して定義される測度で、特定の正則性の条件を
満たす。位相空間 X 上のボレル測度 µ が正則であるとは、以下の条件を満たすことを意味する。

•外側正則性: X の任意のボレル集合 A に対して、

µ(A) = inf{µ(U) | U ⊇ A,Uisopen}

が成り立つ。
•内側正則性: X の任意のボレル集合 A に対して、

µ(A) = sup{µ(K) | K ⊆ A,Kiscompact}

が成り立つ。

5



正則ボレル測度は、測度論および確率論において重要である。これにより、位相空間上のボレル集
合に対する測度の振る舞いが、開集合とコンパクト集合を用いて理解できるようになる。特に、確
率空間の文脈では、正則ボレル測度は確率測度の性質を捉えるのに役立つ。

2.3.1 コンパクト群の例
•円群: 単位円 S1 = {eiθ | θ ∈ R} はコンパクト群の一例である。
•回転群: 3次元空間における回転を表す群 SO(3) はコンパクト群である。

例えば、円群 S1 の元は次のように表される：

eiθ with θ ∈ [0, 2π)

この群は単位円上の点を表し、回転のような操作を群の要素として持つ。コンパクト群は物理学に
おける対称性の研究、特に量子力学や量子場理論における対称性の解析に不可欠である。また、数
学においては群表現論や幾何学的構造の解析に重要な役割を果たす。

2.4 コンパクト群とユニタリ表現

コンパクト群のユニタリ表現は、ヒルベルト空間上での群の作用として理解される。これは、量
子力学や関数解析において重要な役割を果たす。
コンパクト群 G のユニタリ表現は、ヒルベルト空間 H 上での群の作用として定義される。群の
各元 g ∈ G に対応するユニタリ演算子 U(g) は次のように表される：

U(g) : H → H, whereU(g)

is unitary.

ユニタリ性の性質

ユニタリ演算子 U(g) は次の性質を満たす： U(g)†U(g) = U(g)U(g)† = I,

U(g1)U(g2) = U(g1g2), ∀g1, g2 ∈ G ここで、† は随伴（共役転置）を意味し、I は恒等演算子で
ある。
コンパクト群のユニタリ表現は、量子力学や量子場理論における基本的な対称性の分析や、系の
ダイナミクスの記述に使用するための処理に用いる。

2.5 コンパクト群とヒルベルト空間上のリー群

コンパクト群のユニタリ表現は、ヒルベルト空間上のリー群の作用として表現され、これは量子
力学や関数解析の分野で重要な役割を果たす。
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コンパクト群のユニタリ表現

コンパクト群 G のユニタリ表現は、ヒルベルト空間 H 上の作用として定義される。群の各元
g ∈ G に対応するユニタリ演算子 U(g) は、次のように表される：

U(g) : H → H, U(g)

is unitaryそして、群の演算はユニタリ演算子の積として表現：U(g1)U(g2) = U(g1g2), ∀g1, g2 ∈ G

リー群の表現

ヒルベルト空間上のリー群の表現は、群の無限小変換を通じて定義される。リー群の生成子 X

に対する演算子 T (X) は、次のように表される：

T (X) = d

dt

∣∣∣
t=0

U(exp(tX))

ここで、exp(tX) はリー群の元を表す。
コンパクト群のユニタリ表現は、量子力学や量子場理論において、これらの表現は基本的な対称
性の理解に不可欠である。

2.6 コンパクト群と多様体の関係

コンパクト群は、多様体上の対称性を記述する際に重要な役割を果たす。これらの群は多様体の
各点での接空間と余接空間に作用し、その幾何学的構造に影響を及ぼす。

コンパクト群の作用

コンパクト群 G は前述の通り多様体 M 上に作用するとき、この作用は接空間 TM および余接
空間 T ∗M にも伝播します。群の要素 g ∈ G による作用は、次のように表される：

g · p ∈ M for p ∈ M

接空間への作用

接ベクトル v ∈ TM に対する G の作用は、次のように定義：

g · v = d

dt

∣∣∣∣
t=0

g · exp(tv)(p)

ここで、exp(tv)(p) は p における v に沿ったフローを表す。

余接空間への作用

同様に、余接ベクトル α ∈ T ∗M に対する Gの作用は、接空間の作用を双対化することで定義さ
れる。
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コンパクト群の表現と幾何学的構造

コンパクト群の表現は、多様体の接空間や余接空間の構造に関する対称性の研究や多様体上の力
学系の解析において必要な導入である。

2.7 コンパクト群と商空間

コンパクト群の作用によって多様体から商空間が形成されることで特に、群の作用による同値関
係を用いて商空間が定義される。

商空間の定義

コンパクト群 G が多様体 M 上に作用するとき、商空間 M/G は次のように定義される：

M/G = {G · p | p ∈ M}

ここで、G · p は点 p に対する G の軌道を表し、同値関係に基づく。
商空間 M/G は、G の作用によって区別できない点を同一の点とみなす。これにより、多様体の
新たな幾何学的構造が明らかである。コンパクト群と商空間の概念は、物理学における対称性の研
究や多様体上の力学系の解析、特に量子力学や量子場理論において重要である。商空間の理解は、
これらの領域における対称性の破れや位相的性質の理解の導入に役立つ。

2.8 コンパクト群上のユニタリ表現：SU(2)と SU(3)

コンパクト群上のユニタリ表現

コンパクト群のユニタリ表現は量子力学において基本的な対称性を表現する。ここでは、SU(2)
と SU(3)群に関しても触れる。

SU(2)のユニタリ表現

SU(2)群はスピンの対称性を表し、次のように表現される：

U : SU(2) → U(H)

ここで、H は 2次元のヒルベルト空間である。

SU(3)のユニタリ表現

SU(3)群はクォークの色荷の対称性を表し、3次元のヒルベルト空間上で定義される：

U : SU(3) → U(H3)

ここで、H3 は 3次元のヒルベルト空間である。
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3 コンパクト群上の巡回ベクトルの導入

前述で SU(2)群、SU(3)群に関して触れたが、ここからは具体的にコンパクト群上の巡回ベクト
ルに関して導入する。ヒルベルト空間上の群のユニタリ表現において、表現空間を生成するベクト
ルであり、これらも導入として活用できる。

巡回ベクトルの定義

ヒルベルト空間 H 上のコンパクト群 G のユニタリ表現 U において、ベクトル v ∈ H が巡回ベ
クトルであるとは、以下の条件を満たすことを意味する

{U(g)v | g ∈ G} = H

ここで、S は集合 S の閉包を表し、U(g)v は群の元 g によるベクトル v の像を指す。
巡回ベクトルは、群の表現の「完全性」を理解する上で重要であり、単一のベクトル vと群の作
用によって、ヒルベルト空間全体が生成されることを意味する。巡回ベクトルの概念は、量子力学
や量子場理論における群の表現論、特に対称性の分析や物理的状態の完全な記述の導入に接続で
きる。

3.1 コンパクト群上の巡回ベクトルとユニタリ表現

コンパクト群のユニタリ表現における巡回ベクトルは、表現の理論、ヒルベルト空間において、
巡回ベクトルは群の作用を通じて表現全体を生成する。巡回ベクトルは、ヒルベルト空間内の全て
のベクトルを群の作用によって生成する能力を持つことは前述したが、これにより、ユニタリ表現
の「完全性」が保証される。

ユニタリ表現における巡回ベクトルと接空間

ユニタリ表現における巡回ベクトルは、リー群の作用を通じて、ヒルベルト空間上の接空間の要
素を生成する能力を持つ。

ユニタリ表現における巡回ベクトルの余接空間への作用

リー群 G の生成子 X に対応する接ベクトル vX の作用は、次のように表される：

vX = d

dt

∣∣∣∣
t=0

U(exp(tX))v

ここで、exp(tX) は G の元を表し、t はパラメータである。
ユニタリ表現における巡回ベクトルは、リー群の作用を通じて余接空間の要素を生成する。リー
群 G の生成子 X に対応する余接ベクトル αX の作用は、接ベクトルの双対として定義され、次の
ように表される：

αX =
(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

U(exp(tX))v
)†
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ここで、exp(tX) は G の元を表し、t はパラメータ、† は随伴（共役転置）を意味する。巡回ベク
トルを用いることで、リー群の作用を通じて余接空間の構造を理解することが可能になる。これ
は、物理学における力学系の対称性や量子力学の状態変化の解析において重要な役割を果たす。

3.2 巡回ベクトルによる商空間の生成

ユニタリ表現における巡回ベクトルは、群の作用によって形成される商空間を生成する能力も持
つ可能性はある。

商空間の形成

商空間 H/G は、群 G の作用によって定義される同値クラスに基づいて形成されます。巡回ベ
クトル v によって生成されるヒルベルト空間の元は、商空間において次のように表される：

v = {U(g)v | g ∈ G}/ ∼

ここで、∼ は G の作用による同値関係を表す。
ユニタリ表現における巡回ベクトルによる商空間の生成は、特に量子力学や量子場理論における
群の表現論の応用、区別可能な量子状態の集合を理解するための枠組みを提供する可能性を示唆
する。

4 局所コンパクト空間

局所コンパクト空間は、位相空間論において、任意の点に対してコンパクトな近傍が存在するこ
とを指す。

局所コンパクト空間の定義

位相空間 X が局所コンパクトであるとは、任意の点 x ∈ X に対して、x を含むコンパクトな近
傍が存在することを意味する。形式的には、次のように表される：

∀x ∈ X, ∃

a compact neighborhoodUofx.

ハウスドルフ空間

ハウスドルフ空間は、任意の異なる二点が互いに異なる近傍を持つ空間である。

ハウスドルフ空間の定義

位相空間 X がハウスドルフであるとは、任意の異なる二点 x, y ∈ X に対して、x と y を分離す
る開集合 U と V が存在することを意味する。形式的には、次のように表される：

∀x, y ∈ X,x 6= y ⇒ ∃
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open sets U, V such that x ∈ U, y ∈ V, and U ∩ V = ∅.

図 6 Example of a Locally Compact Hausdorff Space (2D Euclidean Space)

図 7 Example of a Locally Compact Hausdorff Space (3D Euclidean Space)

局所コンパクトハウスドルフ空間

局所コンパクトなハウスドルフ空間は、上記の両方の性質を兼ね備えた空間である。
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後で

4.1 コンパクト空間と局所コンパクト空間におけるユニタリ表現

コンパクト空間上の局所コンパクト空間において、群のユニタリ表現は量子力学や関数解析にお
いて重要な役割を果たします。局所コンパクト群 G のユニタリ表現は、ヒルベルト空間 H 上での
群の作用として定義されます。各群の要素 g ∈ G に対するユニタリ演算子 U(g) は次のように表さ
れます：

U(g) : H → H, whereU(g)isunitary.

この時のユニタリ演算子 U(g) は次の性質を満たします： U(g1)U(g2) = U(g1g2), ∀g1, g2 ∈ G

U(g)† = U(g−1), ∀g ∈ G ここで、† は随伴（共役転置）を意味する。

4.2 局所コンパクト空間とハウスドルフ空間

局所コンパクト空間とハウスドルフ空間は、位相空間論における二つの重要な概念であり、これ
らは互いに独立していますが、多くの位相空間、特に多様体において一般に両方の性質を持つ。

局所コンパクト空間の定義

位相空間 X が局所コンパクトであるとは、任意の点 x ∈ X がコンパクトな近傍を持つことを意
味する。形式的には、次のように定義される：

∀x ∈ X, ∃

a compact neighborhood U of x.

ハウスドルフ空間の定義

位相空間 X がハウスドルフであるとは、任意の異なる二点 x, y ∈ X が互いに異なる開集合に含
まれることを意味します。形式的には、次のように定義される：

∀x, y ∈ X,x 6= y ⇒ ∃

open sets U and V such that x ∈ U, y ∈ V, and U ∩ V = ∅.

5 ローレンツ変換とユニタリ表現における非線形性の課題

ローレンツ変換とユニタリ表現、特に SU(2)と SU(3)の文脈において、商空間上で非線形な挙動
が生じる場合がある。これは、リー群の表現が線形空間上ではなく、より複雑な構造を持つ空間上
で定義されることが原因である。
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非線形性の発生

SU(2)や SU(3)などのリー群の表現においては、群の元による作用が非線形な性質を持つことを
上記で説明した。特に、商空間上では、次のような問題が生じる可能性がある

•群の作用による状態の変換が非線形な関数に依存する。
•商空間上での状態の挙動が、通常のヒルベルト空間上の線形代数とは異なる性質を示す。

数学的表現

商空間 H/G 上での非線形な挙動を記述するには、次のような一般的な形式を考えることができ
る： φ: H →H/G
|ψ〉 7→ φ(|ψ〉) = f(U(g)|ψ〉) ここで、f は非線形な関数、U(g) は群 G の元 g に対応するユニタリ演
算子である。

5.1 課題と対策

このような非線形性は、理論の解析を複雑にし、特に量子色力学やスピン系のような物理的な現
象のモデル化において課題となる。これに対処するためには、数値的手法や近似手法を用いること
が一般的となる。

ユニタリ表現における巡回ベクトルの接空間への作用とローレンツ変換

ユニタリ表現における巡回ベクトルが接空間を通過し、その後ローレンツ変換を受ける際の数式
は、特殊相対性理論と量子力学の枠組みを組み合わせた導入に利用できる。

巡回ベクトルの接空間への作用

リー群 G のユニタリ表現における巡回ベクトル v の接空間 TM への作用は次のように表さ
れる：

vX = d

dt

∣∣∣∣
t=0

U(exp(tX))v

ここで、X はリー群 G の生成子、exp(tX) は G の元、t はパラメータである。

ローレンツ変換の適用

接空間におけるベクトル vX に対するローレンツ変換 L の適用は次のように表される：

v′
X = L(vX) = L

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

U(exp(tX))v
)

ここで、L はローレンツ変換を表し、この変換は接ベクトル vX に適用される。
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ユニタリ表現における巡回ベクトルの余接空間への作用とローレンツ変換

ユニタリ表現における巡回ベクトルが余接空間を通過し、その後ローレンツ変換を受ける際の数
式は、特殊相対性理論と量子力学の枠組みを組み合わせた場合の導入に必要である。

巡回ベクトルの余接空間への作用

リー群 G のユニタリ表現における巡回ベクトル v の余接空間 T ∗M への作用は次のように表さ
れる：

αX =
(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

U(exp(tX))v
)†

ここで、X はリー群 Gの生成子、exp(tX)は Gの元、tはパラメータ、†は随伴（共役転置）を意
味する。

ローレンツ変換の適用

余接空間におけるベクトル αX に対するローレンツ変換 L の適用は次のように表される：

α′
X = L(αX) = L

((
d

dt

∣∣∣∣
t=0

U(exp(tX))v
)†
)

ここで、L はローレンツ変換を表し、この変換は余接ベクトル αX に適用される。

5.2 ユニタリ表現と商空間を通過した巡回ベクトルのローレンツ変換

ユニタリ表現における巡回ベクトルが生成する商空間上の状態に対するローレンツ変換は、特殊
相対性理論において重要な役割を果たします。

巡回ベクトルと商空間の生成

ヒルベルト空間 H 上のリー群 G のユニタリ表現における巡回ベクトル v が生成する商空間は
次のように表す：

v = {U(g)v | g ∈ G}/ ∼

ここで、U(g) は G の要素に対応するユニタリ演算子であり、∼ は G の作用による同値関係を
表す。

ローレンツ変換の適用

商空間上のベクトルにローレンツ変換 L を適用すると、次のようになる：

v′ = L(v) = {L(U(g)v) | g ∈ G}/ ∼

ここで、L(U(g)v) は v に対する群の作用の後にローレンツ変換を適用したものである。
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このプロセスは、特殊相対性理論と量子力学の枠組みを組み合わせた場合に重要であり、ローレ
ンツ変換を通じて、商空間上の量子状態がどのように変換されるかを理解することは、物理学にお
ける相対性と量子現象の統合の導入に期待される。

ユニタリ表現とローレンツ変換

局所コンパクトハウスドルフ空間上のユニタリ表現にローレンツ変換を適用する際の数式は、特
殊相対性理論と量子力学の枠組みを組み合わせた場合に重要である。ローレンツ変換は、ヒルベル
ト空間上のユニタリ表現に適用されるとき、次のように表現されることがある：

U ′(g) = LU(g)L−1

ここで、U(g) は局所コンパクトハウスドルフ群 G の元 g に対するユニタリ演算子、L はローレン
ツ変換を表す。
ローレンツ変換は、時間と空間の座標を変換する線形変換である。これは、以下の形式で表す：

L = ( γ ) − γβ − γβγ

ここで、β は物体の速度を光速で割った値、γ はローレンツ因子 1√
1−β2

である。

5.3 ユニタリ表現と接空間

局所コンパクトハウスドルフ空間上での接空間におけるリー群のユニタリ表現は、リー群 G の
ヒルベルト空間 H 上のユニタリ表現は、接空間 TM における群の作用を通じて理解される。各群
の要素 g ∈ G に対するユニタリ演算子 U(g) の作用は次のように表す：

U(g) : TM → TM, whereU(g)isunitary.

接空間のユニタリ作用

接ベクトル v ∈ TM に対する U(g) の作用は、次のように表す：

U(g)v = d

dt

∣∣∣∣
t=0

U(exp(tX))v

ここで、X はリー群 G の生成子、exp(tX) は G の元を表し、t はパラメータである。
局所コンパクトハウスドルフ空間上の余接空間におけるユニタリ表現

余接空間におけるユニタリ表現

リー群 G のヒルベルト空間 H 上のユニタリ表現は、余接空間 T ∗M における群の作用を通じて
理解されます。各群の要素 g ∈ G に対するユニタリ演算子 U(g) の作用は次のように表される：

U(g) : T ∗M → T ∗M, whereU(g)isunitary.
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余接空間のユニタリ作用

余接ベクトル α ∈ T ∗M に対する U(g) の作用は、次のように表される：

U(g)α =
(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

U(exp(tX))α
)†

ここで、X はリー群 G の生成子、exp(tX) は G の元を表し、t はパラメータである。
5.4 局所コンパクトハウスドルフ空間上の余接空間におけるユニタリ表現とロー
レンツ変換
局所コンパクトハウスドルフ空間における余接空間のユニタリ表現にローレンツ変換を適用する
際の数式は、リー群 G のヒルベルト空間 H 上のユニタリ表現は、余接空間 T ∗M における群の作
用を通じて理解されます。余接ベクトル α ∈ T ∗M に対する U(g) の作用は次のように表される：

U(g)α =
(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

U(exp(tX))α
)†

ここで、X はリー群 G の生成子、exp(tX) は G の元を表し、t はパラメータである。
余接空間におけるユニタリ表現にローレンツ変換 L を適用すると、次のようになる：

L(U(g)α) = L

((
d

dt

∣∣∣∣
t=0

U(exp(tX))α
)†
)

ここで、L はローレンツ変換を表す。

局所コンパクトハウスドルフ空間上の商空間におけるユニタリ表現

局所コンパクトハウスドルフ空間上での商空間におけるリー群のユニタリ表現は、リー群 G の
ヒルベルト空間 H 上のユニタリ表現は、商空間 H/G における群の作用を通じて理解される。群
の作用によって形成される商空間上のベクトルは、次のように表される：

v = {U(g)v | g ∈ G}/ ∼

ここで、U(g) は G の要素に対応するユニタリ演算子、∼ は同値関係を表す。
5.5 局所コンパクトハウスドルフ空間上の商空間におけるユニタリ表現とローレ
ンツ変換
局所コンパクトハウスドルフ空間上での商空間におけるリー群のユニタリ表現にローレンツ変換
を適用する際の数式は、リー群 G のヒルベルト空間 H 上のユニタリ表現は、商空間 H/G におけ
る群の作用を通じて理解されます。群の作用によって形成される商空間上のベクトルは、次のよう
に表される：

v = {U(g)v | g ∈ G}/ ∼

ここで、U(g) は G の要素に対応するユニタリ演算子、∼ は同値関係を表す。
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ローレンツ変換の適用

商空間におけるユニタリ表現にローレンツ変換 L を適用すると、次のようになる：

L(v) = {L(U(g)v) | g ∈ G}/ ∼

ここで、L はローレンツ変換を表し、この変換は商空間上のベクトルに適用される。

6 局所コンパクトハウスドルフ空間の商空間におけるユニタリ表現
のローレンツ変換と非線形性
局所コンパクトハウスドルフ空間における商空間でのユニタリ表現にローレンツ変換を適用した
際の非線形現象の数式モデルに関して検討をする。

量子カオスの枠組み:
量子力学のシステムにおいて、特定の条件下で古典的なカオス的振る舞いと相関する現象が観測
されることが知られる。ローレンツ変換を含む量子系において、これらのカオス的特性が強化さ
れ、非線形なダイナミクスが顕著になる可能性がある。

非線形量子場理論の展開:
特殊相対性理論に基づいた量子場理論の非線形な拡張において、ユニタリ表現とローレンツ変換
の組み合わせが新たな形の非線形振る舞いや奇妙なアトラクタを生み出す可能性があじむろう。こ
れは、場の方程式における非線形項の導入や特殊相対性理論の予期しないパラメータ修正により発
生する可能性はある。

高次元の商空間と相対論的効果:
局所コンパクトハウスドルフ空間の高次元の商空間において、ユニタリ表現のローレンツ変換が
非線形相互作用をもたらし、これが奇妙なアトラクタとして現れる可能性があります。このような
現象は、高次元の空間における相対論的効果と量子力学の特異な相互作用によって引き起こされる
可能性はある。

ユニタリ表現のローレンツ変換
ユニタリ表現 U(g) に対するローレンツ変換 L の適用を考慮します。非線形性のモデル化には、
次のような形式を導入する：

U ′(g) = LU(g)L−1 +N(U(g), L)

ここで、N は非線形項を表し、依存関係は U(g) と L の複雑な関数です。

17



非線形項のモデル
非線形項 N は、次のようにモデル化を検討する

N(U,L) = f(U,L) · U + g(U,L)

ここで、f と g は U と L の関数で、非線形な相互作用を表す。

商空間における巡回ベクトルのユニタリ表現のローレンツ変換と非線形性
局所コンパクトハウスドルフ空間における商空間での巡回ベクトルのユニタリ表現にローレンツ
変換を適用した際の非線形現象の数式モデルを考える。

巡回ベクトルのユニタリ表現のローレンツ変換

巡回ベクトル v に対するユニタリ表現 U(g) とローレンツ変換 L の組み合わせを考慮します。
非線形性のモデル化には、次のような形式を導入する：

U ′(g) = LU(g)L−1 +N(U(g), L, v)

ここで、N は非線形項を表し、依存関係は U(g)、L、および v の複雑な関数である。

非線形項のモデル

非線形項 N は、次のようにモデル化を検討する

N(U,L, v) = f(U,L, v) · U(v) + g(U,L, v)

ここで、f と g は U、L、および v の関数で、非線形な相互作用を表す。

7 商空間における巡回ベクトルのユニタリ表現とローレンツ変換に
よるアトラクタ形成の可能性

7.1 アトラクタの形成

局所コンパクトハウスドルフ空間上の商空間における巡回ベクトルのユニタリ表現にローレンツ
変換を適用した際、非線形動力学系におけるアトラクタやストレンジアトラクタが形成される可能
性についての数式モデルである。

7.2 ユニタリ表現のローレンツ変換

巡回ベクトル v に対するユニタリ表現 U(g) にローレンツ変換 L を適用します。非線形動力学
系におけるアトラクタの形成をモデル化するため、次のような形式を導入する：

U ′(g) = LU(g)L−1 + F (U(g), L, v)

ここで、F は非線形項を表し、系の軌道がアトラクタに収束する可能性を示す。
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非線形項とアトラクタのモデル

非線形項 F とアトラクタの形成は、次のようにモデル化を検討する

F (U,L, v) = αU(v)2 + βU(v) + γ

ここで、α、β、γはパラメータであり、非線形な相互作用を表します。これらのパラメータの選択
によって、システムの軌道はアトラクタやストレンジアトラクタに収束する可能性が示唆される。

図 8 Strange Lorenz Attractor with Different Initial States

7.3 正則ボレル測度とローレンツ変換

本論の最後に、ハール測度で用いる正則ボレル測度を商空間に適用し、その後ローレンツ変換を
行う際の数式的表現について考える。正則ボレル測度は、ボレル集合に定義された測度で、特定の
正則性条件を満たす。具体的には、任意のボレル集合に対して、その測度が外側から開集合、内側
から閉集合によって近似できることを意味する。例えば、1 次元の実数直線上で、特定の間隔に一
様な確率分布を与え、その累積分布関数をプロットすることで、正則ボレル測度の一側面を示すこ
とができる。[− 1,1] に一様な確率分布を考え、その累積分布関数をプロットする場合

商空間における正則ボレル測度

位相空間 X とその商空間 X/G を考えます。X/G 上の正則ボレル測度 µ は、次のように定義さ
れる。

µ(B) = inf{µ(U) | U ⊇ B,UisopeninX/G}
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図 9 Regular Borel measure:Cumulative Distribution Function for Uniform Distribution on [-1, 1]

ここで、B は X/G 上のボレル集合である。

ローレンツ変換の適用

ローレンツ変換 L は、特殊相対性理論において時間と空間の座標を変換する線形変換です。商
空間 X/G に対するローレンツ変換を考える際、測度 µ に対して次のように作用すると仮定で
きる。

L∗µ(B) = µ(L−1(B))

ここで、L∗µ は L によって変換された測度を表し、L−1 は L の逆変換である。
このような枠組みは、特殊相対性理論と抽象的な測度論を組み合わせた場合には有用ではない
か。商空間における測度の概念とローレンツ変換の組み合わせは、理論物理学における新たな洞察
を期待したい。ハール測度とローレンツ変換を組み合わせた場合、これらを結びつけることは通常
の文脈では行われません。しかし、理論的な観点から興味深い考察を提供するかもしれません。

ローレンツ変換とハール測度のアイディア

局所コンパクト群 G 上のハール測度 µ は、次の性質を持つ。

•不変性: 任意の群の元 g ∈ G とボレル集合 A ⊆ G に対し、

µ(gA) = µ(A)

が成り立つだろう。

ローレンツ変換の適用の考案

特殊相対性理論におけるローレンツ変換 Lを考え、群 G上のハール測度に対して作用させると、

µ̃(A) = µ(L(A))
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となる新しい測度 µ̃ を考えることができる。ここで、L(A) は集合 A に対するローレンツ変換と
検討される。
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