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1 代数的構造、位相空間について

まず最初に本論のベクトルをローレンツ変換、つまり数学的な解釈から物理学的解釈に落とし込
むまでの過程で必要な概念に関して整理をする。代数的構造は、一つの集合 Sと、S上で定義され
る一つまたは複数の二項演算によって構成される。一般的な代数的構造の定義は次の通りである：
1. 群：集合 Gと二項演算 · : G×G → Gがあり、次の公理を満たします：-閉性：任意の a, b ∈ G

に対して、a · b ∈ G。- 結合法則：任意の a, b, c ∈ G に対して、(a · b) · c = a · (b · c)。- 単位元の存
在：ある元 e ∈ Gが存在し、任意の a ∈ Gに対して、e ·a = a · e = a。-逆元の存在：任意の a ∈ G

に対して、ある b ∈ G が存在し、a · b = b · a = e。
2. 環、体、ベクトル空間など、他の代数的構造はこの基本的な定義に追加の公理や構造（加算の
交換法則、乗算の分配法則など）を加えることで定義される。

1.1 位相空間理論について

ここでも必要な概念に関して整理をする。位相空間は、集合 X とその上の位相と呼ばれる開集
合系 T によって定義されます。位相 T は、次の公理を満たす集合の族である：
1. 空集合 ∅ と全体集合 X は T に含まれる。
2. T に含まれる任意の集合の和集合は T に含まれる。つまり、任意の {Uα}α∈I ⊆ T（I は添字
集合）に対して、

⋃
α∈I Uα ∈ T。

3. T に含まれる任意の有限集合の共通部分は T に含まれる。つまり、任意の U1, U2, . . . , Un ∈ T
に対して、

⋂n
i=1 Ui ∈ T。

1.2 開集合系、閉集合系

これらの公理は、位相空間の基本的な性質を定義する。
位相空間 X において、開集合系 T は次の性質を満たす集合の族である：
1. 空集合 ∅ と全体集合 X は T に含まれる。

1



2. T に含まれる任意の集合の合併は T に含まれます。つまり、任意の {Uα}α∈I ⊆ T に対して、⋃
α∈I Uα ∈ T。
3. T に含まれる任意の有限集合の交わりは T に含まれます。つまり、任意の U1, U2, . . . , Un ∈ T
に対して、

⋂n
i=1 Ui ∈ T。

閉集合系は、開集合の補集合として定義される。位相空間 X の集合 C が閉集合であるとは、そ
の補集合 X \ C が開集合であることを意味します。つまり、C が閉集合であるための条件は以下
の通りである：

Cが閉集合 ⇐⇒ X \ C ∈ T

開集合系と閉集合系の概念は、位相空間の基本的な構造を形成し、連続性、収束、コンパクト性
などの位相的性質を研究するための基礎である。

1.3 バナッハ空間

バナッハ空間は、完備なノルム付き線形空間である。これは、線形空間にノルムが定義されてお
り、そのノルムに関連する距離に基づく収束列が必ず極限を持つ（つまり、空間が完備である）こ
とを意味する。

図 1 Banach space concept: a graph showing several vectors in a two-dimensional Euclidean space and
their norm (magnitude)

バナッハ空間 B は、ノルム付き線形空間であり、次の性質を満たす：
1. ベクトル空間：B はベクトル空間。つまり、ベクトルの加算とスカラー倍が定義されており、
これらの演算は結合法則、交換法則、分配法則を満たす。
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2. ノルムの存在：B 上にノルム ‖ · ‖が定義されています。ノルムは次の性質を持つ：-正値性：
任意の x ∈ Bに対し、‖x‖ ≥ 0。また、‖x‖ = 0のとき、そしてそのときに限り、x = 0。-斉次性：
任意の x ∈ B とスカラー α に対して、‖αx‖ = |α|‖x‖。- 三角不等式：任意の x, y ∈ B に対して、
‖x+ y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖。
3. 完備性：Bは完備である。つまり、B内の任意のコーシー列（距離に関して収束する列）は、

B 内に極限を持つ。

1.4 バナッハ空間と巡回ベクトル

バナッハ空間の概念は、関数解析において中心的な役割を果たす。バナッハ空間 B 上の巡回ベ
クトル ξ に関する定義は次の通り：
バナッハ空間 B とその上の有界線形作用素 A を考える。ベクトル ξ ∈ B が作用素 A に対する
巡回ベクトルであるとは、A によって生成される ξ の軌道 OA(ξ) = {Anξ : n ∈ N} が B において
稠密であることを意味します。つまり、任意の η ∈ B と任意の ε > 0 に対して、ある自然数 n が
存在し、次が成り立つ：

‖Anξ − η‖ < ε

1.5 トロピカル空間

トロピカル空間は、集合 R ∪ {−∞}（または R ∪ {+∞}）上にトロピカル代数の演算を備えた空
間である。トロピカル加法とトロピカル乗法は次のように定義される：
1. トロピカル加法 ⊕ は、二つの実数 a と b に対して、その最小値（または最大値）を返す：

a⊕ b = min(a, b)

または
a⊕ b = max(a, b)

2. トロピカル乗法 � は、通常の加法として定義される：

a� b = a+ b

トロピカル空間では、これらの演算を用いてトロピカル多項式やトロピカル曲線などが構成さ
れ、トロピカル幾何学では、これらの概念を使用して、代数的幾何学の問題を解析する新しい手法
が提供される。

1.6 トロピカル空間、バナッハ空間の部分空間 (商空間)の課題

空間 S がバナッハ空間またはトロピカル空間であり、その部分空間 M によって定義される商
空間 S/M を考える。この商空間における巡回ベクトル [ξ] の定義は次の通り：
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図 2 Tropical linear functions Graph of f(x, y)=max(x, y)

1. 商空間 S/M において、ベクトル ξ の像 [ξ] が巡回ベクトルであるとは、特定の作用素 A に
よって生成される ξ の軌道 OA([ξ]) = {[Anξ] : n ∈ N} が S/M において稠密であることを意味
する。
2. 具体的には、任意の [η] ∈ S/M と任意の ε > 0 に対して、ある自然数 n が存在し、次が成り
立つ：

‖[Anξ] − [η]‖ < ε

この時にローレンツ変換 Λ する場合は、時空の座標 xµ（ここで µ = 0, 1, 2, 3）を変換する線形
変換です。変換後の座標 x′µ は次のように与えられる：

x′µ = Λµ
νx

ν

ここで、Λµ
ν はローレンツ変換の成分を表し、総和規約が適用される。この変換は、特殊相対性理

論における時間と空間の座標の間の不変性を保つための手続きとなる。

2 巡回ベクトル (Cyclic Vector)について

ここで本題に入る。ヒルベルト空間 H 上の巡回ベクトル ξ とは、次の性質を持つベクトルを指
す。本論では巡回ベクトル (Cyclic Vector)のローレンツ変換までの過程を考える上で、空間、連続
ユニタリ表現、ナイマルク定理などに関して整理する。
巡回ベクトル (Cyclic Vector)とはあるユニタリな作用素の集合 A ⊆ B(H)（ここで B(H) は H
上の有界作用素全体の集合）に対して、ベクトル ξ ∈ Hが巡回的であるとは、Aによって生成され
る ξ の軌道 Aξ = {Aξ : A ∈ A} が H 全体を稠密に含むことを意味します。つまり、任意の η ∈ H
と任意の ε > 0 に対して、ある A ∈ A が存在し、次を満たす条件である。
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‖Aξ − η‖ < ε

図 3 Cyclic Vector 2D Map

2.1 巡回ベクトル (Cyclic Vector)の射

この定義は、ヒルベルト空間におけるスペクトル理論や量子力学における純粋状態や観測可能量
の理論において、巡回ベクトルの概念は中心的なものとして考えるものである。
ヒルベルト空間 H において、作用素 A ∈ B(H)（B(H) は H 上の有界線形作用素の集合）に対
する巡回ベクトル ξ ∈ H の射の定義は次の通りである：
ベクトル ξ が作用素 A に対する巡回ベクトルであるとは、A によって生成される ξ の軌道

OA(ξ) = {Anξ : n ∈ N} が H において稠密であることを意味します。つまり、任意の η ∈ H と任
意の ε > 0 に対して、ある自然数 n が存在し、次が成り立つ：

‖Anξ − η‖ < ε

2.2 商空間が存在する巡回ベクトル (Cyclic Vector)について

ヒルベルト空間 H とその部分集合 M を考えます。M が閉部分空間である場合、商空間 H/M
を考えることができる。この商空間上のベクトルは、M に属するベクトルによる等価類で表さ
れる。
商空間 H/M 上の巡回ベクトル [ξ]（ここで [ξ] は ξ の等価類を表す）は、次のように定義さ
れる。
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ユニタリな作用素の集合 A ⊆ B(H) に対して、[ξ] ∈ H/M が巡回的であるとは、A によって生
成される [ξ] の軌道 A[ξ] = {[Aξ] : A ∈ A} が H/M 全体を稠密に含むことを意味します。つまり、
任意の [η] ∈ H/M と任意の ε > 0 に対して、ある A ∈ A が存在し、次を満たす。

‖[Aξ] − [η]‖

2.3 巡回ベクトル (Cyclic Vector)を満たす SU(2)群

ヒルベルト空間 H とその閉部分空間 M について考え、商空間 H/M を定義できる。商空間上
のベクトルは M に属するベクトルの等価類によって表される。
SU(2)群は、単位行列の形の 2x2のユニタリ行列で、行列式が 1のもので構成される。この群の
元 g ∈ SU(2) は、商空間 H/M 上の巡回ベクトル [ξ] に対して作用します。この作用は以下のよう
に表現される：

[ξ′] = ρ(g)[ξ]

ここで、ρ は SU(2)群のユニタリ表現で、[ξ′] は元のベクトル [ξ] に群の元 g を作用させた結果
である。

2.4 巡回ベクトル (Cyclic Vector)を満たす色素クォーク SU(3)群

まず、ヒルベルト空間 H 上の商空間 H/M を考える。次に、クォークの状態は SU(3)群の表現
を使って表される。SU(3) 群は、量子色力学においてクォーク間の相互作用を記述するために用い
られる群である。
商空間 H/M 上のクォークの状態 [ψ] に対して、SU(3)の表現を ρ とします。このとき、SU(3)
によるクォークの状態の変換は次のようになる：

[ψ′] = ρ(g)[ψ]

ここで、g は SU(3)群の元であり、ρ(g) は群の元 g に対応するユニタリ作用素である。

3 ナイマルクの定理

ナイマルクの定理は、特定のタイプの作用素、特にポジティブ作用素値測度（Positive
Operator-Valued Measure、POVM）をヒルベルト空間上の射影値測度（Projection-Valued Measure、
PVM）に拡張する方法を提供する。以下は、ナイマルクの定理が使用されるいくつかの主な文脈：

3.1 量子力学の測定理論：

ナイマルクの定理は、量子力学において測定プロセスを記述する際に重要。測定を行う際、系に
作用する作用素が POVM で表される場合、ナイマルクの定理によって、これらの作用素をより大
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きなヒルベルト空間上の PVM に拡張することができる。これにより、量子系の測定結果の確率分
布をより詳細に解析することが可能になる。

3.2 関数解析における作用素理論：

ナイマルクの定理は、作用素のスペクトル理論においても応用される。この理論は、作用素の固
有値や固有ベクトルを理解するための枠組みを提供し、ナイマルクの定理はこの理論を拡張するた
めに必要となる。

3.3 確率論と統計学：

確率論や統計学において、測度論は確率分布を厳密に扱うための数学的枠組みを提供する。ナイ
マルクの定理は、特定の確率測度や確率過程をより一般的な文脈で理解するのに役立つ。

3.4 情報理論：

量子情報理論では、量子状態の測定や情報のエンコード、伝送に関わる問題を取り扱う。ナイマ
ルクの定理は、量子ビット（qubit）や量子チャネルを通じた情報の操作を分析する際に利用され
ることがある。
数学的なナイマルクの定理は次のように述べられる：ヒルベルト空間 H 上のポジティブ作用素
値測度 P が与えられたとき、より大きなヒルベルト空間 K（H は K の部分空間となる）と、K 上
の射影値測度 E が存在し、次の条件を満たす：
1. ∀A ⊆ Σ（Σ は測度空間のσ-代数）、P (A) は E(A) によって H 上に制限されたときの射影作
用素と一致する。
2. H は E によって生成される K の部分空間に稠密である。
具体的には、任意の A ⊆ Σ と x ∈ H に対して、次が成り立つ：

P (A)x = E(A)x

ここで、E(A)は K 上の射影作用素で、P (A)は H上のポジティブ作用素であり、それらの判別
する定理である。

3.5 ナイマルクの定理を満たす巡回ベクトル

ナイマルクの定理において、ヒルベルト空間 H 上のある巡回ベクトル ξ は、次のように定義さ
れる：

H はヒルベルト空間であり、A ⊆ B(H)（ここで B(H) は H 上の有界作用素全体の集合）とす
る。ナイマルクの定理により、Aは別のヒルベルト空間 K（H ⊆ K）上のユニタリ作用素の集合 U
に拡張される。このとき、H 上のベクトル ξ が巡回的であるとは、U によって生成される ξ の軌
道 Uξ = {Uξ : U ∈ U} が K 全体を稠密に含むことを意味する。
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図 4 Cyclic vectors satisfying Naimark’s theorem

3.6 余談：循環ベクトルとハール測度

ヒルベルト空間 H において、局所コンパクト群 G が作用するとき、ハール測度に関連する循環
ベクトル ξ の定義は次のようになる：

H はヒルベルト空間であり、G に対する連続ユニタリ表現 U : G → B(H)（ここで B(H) は H
上の有界線形作用素全体の集合）を考える。ベクトル ξ ∈ H が循環ベクトルであるとは、G 上の
ハール測度に関連して、ξ によって生成される U(g)ξ（g ∈ G）の軌道が H 全体を稠密に含むこと
を意味する。

3.7 余談：非可換ハール測度

非可換ハール測度は、非可換群や非可換代数におけるハール測度の一般化として定義される。
特に、非可換 C*-代数 A において、非可換ハール測度は状態やトレースとして表現されることが
多い。
非可換 C*-代数 A における非可換ハール測度 µ は、次の性質を持つ線形汎関数として定義さ
れる：
1. 正規性：任意の正の元 a ∈ A に対して、µ(a) ≥ 0。
2. 不変性：A の任意のユニタリ元 u に対して、µ(uau∗) = µ(a)。
ここで、a ∈ A は代数の元を、u はユニタリ元を表し、u∗ は u の随伴を意味する。

3.8 余談：非可換ハール測度と空間

非可換ハール測度の文脈での商空間とハウスドルフ空間は、非可換代数の枠組み内で考えら
れる。
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まず、非可換トポロジカル空間 X とその閉部分空間 Y を考える。非可換ハウスドルフ空間と
は、X が特定の分離公理を満たすような空間で、この公理は非可換代数 A(X) を用いて表現され
る。具体的には、X は次の性質を持つ：
1. 任意の a, b ∈ A(X) に対し、それらを分離する c ∈ A(X) が存在する。
次に、非可換商空間 X/Y は、Y に関連するイデアル I(Y ) ⊂ A(X) を用いて定義されます。商
空間 X/Y は次のように定義される：

A(X/Y ) = A(X)/I(Y )

ここで、A(X/Y ) は X/Y 上の非可換関数代数を表し、I(Y ) は Y に関連するイデアルである。
非可換ハール測度の文脈では、これらの空間は位相空間や測度空間の一般化として扱われる。

3.9 余談：非可換ハール測度とユニタリ表現

非可換ハール測度の文脈におけるユニタリ表現は、非可換代数 A とヒルベルト空間 H 上で考え
られる。局所コンパクト群 G のユニタリ表現は、G の各元 g を H 上のユニタリ作用素 U(g) に写
す写像 U : G → B(H) として定義される。ここで、B(H) は H 上の有界線形作用素全体の集合で
す。ユニタリ表現の定義は次のようになる：
1. U(g) は各 g ∈ G に対してユニタリ作用素です。つまり、U(g)∗U(g) = U(g)U(g)∗ = I が成り
立つ。ここで I は恒等作用素、U(g)∗ は U(g) の随伴である。
2. U は群作用を保存します。つまり、任意の g, h ∈ G に対して U(g)U(h) = U(gh) が成り立つ。

3.10 余談：非可換ハール測度と巡回ベクトル

非可換ハール測度の文脈における巡回ベクトルは、非可換代数 A 上のヒルベルト空間 H に対し
て定義される。H 上のベクトル ξ が巡回ベクトルであるとは、次の性質を持つことを意味する：
1. A は非可換代数であり、H に対する表現を持つ。
2. ξ によって生成される空間 Aξ = {Aξ : A ∈ A} が H において稠密である。
非可換ハール測度の観点から、巡回ベクトル ξ は A の表現である。

4 連続ユニタリ表現

ヒルベルト空間 H において、局所コンパクト群 G の連続ユニタリ表現 U : G → B(H) が与えら
れたとき、巡回ベクトルの定義は次のようになる。
ベクトル ξ ∈ H が U に対する巡回ベクトルであるとは、U(G)ξ = {U(g)ξ : g ∈ G} が H におい
て稠密であることを意味する。ここで、U(g) は g ∈ G に対するユニタリ作用素である。
具体的には、任意の η ∈ H と任意の ε > 0 に対して、ある g ∈ G が存在し、次が成り立つよう
になる：

‖U(g)ξ − η‖ < ε
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図 5 Continuous unitary representation concept

4.1 連続ユニタリ表現のローレンツ変換

ローレンツ変換は、時空の 4次元座標に作用し、相対論的な効果を考慮に入れる。連続ユニタリ
表現としてのローレンツ変換における巡回ベクトルは、この変換によって生成される空間がヒルベ
ルト空間を稠密に含むベクトルとなる。ヒルベルト空間 H において、ローレンツ群 L の連続ユニ
タリ表現 U : L → B(H) が与えられたとき、巡回ベクトルの定義は次のようになる:
ベクトル ξ ∈ H が U に対する巡回ベクトルであるとは、U(L)ξ = {U(Λ)ξ : Λ ∈ L} が H におい
て稠密であることを意味する。ここで、U(Λ) は Λ ∈ L に対するユニタリ作用素である。
具体的には、任意の η ∈ H と任意の ε > 0 に対して、ある Λ ∈ L が存在し、次が成り立つ：

‖U(Λ)ξ − η‖ < ε

4.2 連続ユニタリ表現のローレンツ変換

連続ユニタリ表現における巡回ベクトルが商空間を通過する際の定義は、代数的構造と位相空間
理論の融合を必要とする。ここでの商空間は、あるヒルベルト空間の部分空間によって定義される
等価類の集合を指す。連続ユニタリ表現に関連する巡回ベクトルがこの商空間を通過するというの
は、元の空間の巡回ベクトルが商空間においても同様の性質を持つという意味である。ヒルベルト
空間 H とその部分空間 M における商空間 H/M を考える。ここで、H/M は M によって定義
される等価類の集合です。局所コンパクト群 G の連続ユニタリ表現 U : G → B(H) が与えられた
とき、商空間を通過する巡回ベクトルの定義は以下の通りである：
ベクトル ξ ∈ H の像 [ξ] ∈ H/M が U に対する巡回ベクトルであるとは、U(G)[ξ] = {[U(g)ξ] :

g ∈ G} が H/M において稠密であることを意味する。
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具体的には、任意の [η] ∈ H/M と任意の ε > 0 に対して、ある g ∈ G が存在し、次が成り立つ
ようになる：

‖[U(g)ξ] − [η]‖ < ε

4.3 連続ユニタリ表現における巡回ベクトルが商空間を通過する手続きをローレ
ンツ変換して行う場合
ヒルベルト空間 H とその閉部分空間 M を考え、商空間 H/M を定義する。ローレンツ群 L の
連続ユニタリ表現 U : L → B(H) が与えられたとき、商空間を通過しローレンツ変換された巡回ベ
クトルの定義は以下の通りである：
ベクトル ξ ∈ H の像 [ξ] ∈ H/M が U に対する巡回ベクトルであるとは、U(L)[ξ] = {[U(Λ)ξ] :

Λ ∈ L} が H/M において稠密であることを意味する。
具体的には、任意の [η] ∈ H/M と任意の ε > 0 に対して、ある Λ ∈ L が存在し、次が成り立つ
ようになる：

‖[U(Λ)ξ] − [η]‖ < ε

4.4 巡回ベクトルの軌道：ストレンジアトラクタ観測の可能性

動的システム S において、巡回ベクトル ξ の軌道が非線形な挙動、特にストレンジアトラクタ
を示すという仮説は次のように定義される：
システム S において、ある巡回ベクトル ξ とその軌道 O(ξ) = {St(ξ) : t ∈ R} を考える。ここ
で、St はシステム S の時間発展を表す写像とする。巡回ベクトルの軌道が非線形な挙動を示すと
は、次の条件が成り立つことを意味する：
1. O(ξ) は予測不可能な挙動を示す。つまり、初期条件に対して非常に敏感であり、わずかな変
化が大きく異なる軌道を生む仮説がある。
2. O(ξ) はフラクタル構造を持つ。つまり、軌道は自己相似な複雑な形状を持つ。
3. O(ξ) は非周期的である。つまり、同じ軌道が繰り返されることはない。

図 6 Effects of Lorentz Transformations in Special Relativity Two-dimensional space (spatial and temporal
coordinates)
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