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1 ヒルベルト空間上の演算子について

1.1 ヒルベルト空間上の群と演算子

ノート part1〜2.5の復習から始める。まず、ヒルベルト空間 H は、内積を持つ完備な線形空間
で、量子力学における状態ベクトルの数学的な枠組みを提供する。コンパクト群と非アーベル群
(対応する群であるアーベル群)は、このヒルベルト空間上で異なる性質を持つ演算子である。本論
では演算子に関して整理を行うが、その前に群に関しても整理を行いたい。

図 1 Cayley Table for a Simple Group

1.2 ケイリー表の定義

群 G のケイリー表は、群の演算がどのように行われるかを示す表である。群の任意の二つの元
a と b に対し、その積 a · b を表の中で見つけることができる。
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1.3 ケイリー表の作成

ケイリー表を作成するには、図 1のように次のステップに従う。

1. 群 G のすべての元をリストアップ。
2. 表の行と列にそれぞれ群の元を配置。
3. 各セルに対応する行と列の元の積を計算し、その結果をセルに記入。

1.4 群の定義

上記では群のケイリー表での理解を促したが、理論的な導入に入る。群は、ある集合とその上の
二項演算によって定義される。群 G は次の条件を満たす必要がある。

•閉性: ∀a, b ∈ G, a · b ∈ G

•結合律: ∀a, b, c ∈ G, (a · b) · c = a · (b · c)
•単位元の存在: ∃e ∈ G であって、∀a ∈ G, e · a = a · e = a

•逆元の存在: ∀a ∈ G, ∃a−1 ∈ G であって、a · a−1 = a−1 · a = e

と定義される。

1.5 コンパクト群

前記ノートの通りコンパクト群は、閉じて有界な群である。例えば、回転群 SO(3) (本論では、
触れない。)や特殊ユニタリ群 SU(2) がコンパクト群に分類される。これらの群のユニタリ表現は
ヒルベルト空間上で定義され、物理系の対称性を記述するのに用いられることが多い。

•閉じていて有界: コンパクト群は、閉じた有界な集合である。
•ハール測度: コンパクト群上には、不変なハール測度が存在。∫

G

f(g) dµ(g) =
∫

G

f(hg) dµ(g) =
∫

G

f(gh) dµ(g) (1)

ここで、f は関数、µ はハール測度、g, h は群の元。
•ユニタリ表現の完全性: コンパクト群のユニタリ表現は完全であり、任意の元はユニタリ行列
で表現できる。

1.6 アーベル群と非アーベル群

アーベル群と非アーベル群は、群論における基本的な概念である。

1.7 アーベル群

アーベル群（可換群）は、その任意の二つの元 a と b に対して次の「可換性」が成り立つ群で
ある。
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a · b = b · a (2)

ここで、· は群の演算を表す。アーベル群の典型的な例は整数の加法群 Z である。

m+ n = n+m forallm, n ∈ Z (3)

1.8 非アーベル群

非アーベル群（非可換群）は、少なくとも一組の元 a と b に対して可換性が成り立たない群で
ある。

a · b 6= b · a (4)

非アーベル群の一例は、2 × 2 実行列の乗法群である。

( a ) bcd ( e ) fgh 6= ( e ) fgh ( a ) bcd (5)

1.9 アーベル群と非アーベル群の違い

群は数学における基本的な概念の一つであり、その性質によってアーベル群と非アーベル群に分
けられる。群の要素間の交換関係に焦点を当てて整理する。
アーベル群（可換群）は

ab = ba (6)

この性質は、群の演算が可換であることを意味し、群の演算の順序が結果に影響を与えないこと
を示す。
非アーベル群（非可換群）は、少なくとも一組の要素 a と b が存在し、次の関係が成り立つ。

ab 6= ba (7)

この性質は、群の演算が非可換であることを意味し、演算の順序が結果に影響を与えることを
示す。
アーベル群と非アーベル群の主な違いは、群の演算が可換か非可換かにある。この違いは、群の
構造とその応用においてポイントである。

1.10 リー群/リー環

リー群とリー環は、連続的な対称性を数学的に記述するための重要な概念。以下では、リー群と
リー環の定義とその基本的な性質について説明する。
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リー群
リー群は、滑らかな多様体の構造を持ち、群の演算が連続的である数学的対象である。形式的に
は、リー群 G は以下の条件を満たす。

•G は群であり、その演算（積と逆元の構成）は滑らか。
•G は微分可能な多様体であり、局所的にユークリッド空間のように振る舞う。

例えば、実数の加法群 R や一般線形群 GL(n,R) はリー群の例である。

リー環
リー環は、リー群の接空間の代数的構造。リー環 g は、次の性質を持つベクトル空間である。

•リー環には、リー括弧 [X,Y ] と呼ばれる二項演算が定義。
•この演算は双線形であり、反交換的（[X,Y ] = −[Y,X]）で、Jacobi 恒等式（[X, [Y, Z]] +

[Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0）を満たす。

例えば、n × n 実行列の集合は、行列の交換子 [A,B] = AB − BA をリー括弧としてリー環を形
成できる。
コンパクトリー群は、数学の多くの分野、特に群論、微分幾何学、および数理物理学で重要な役
割を果たす。以下では、コンパクトリー群の基本的な定義と性質について説明する。

1.11 コンパクトリー群

リー群とは、滑らかな群の構造と微分可能多様体の構造を併せ持つ群である。コンパクトリー群
は、その多様体がコンパクトであるリー群の特別なケースである。

G is a Lie Group
with Compact Manifold
ここで、G はリー群を表す。

コンパクトリー群の性質

コンパクトリー群は以下のような性質を持つ：

•有限次元表現: コンパクトリー群は、全ての有限次元表現がユニタリであるという特徴を
持つ。

•指数写像: 任意のコンパクトリー群は、そのリー環から群への指数写像によって完全に表現。
•ハール測度: コンパクトリー群はハール測度を持ち、これにより群上の一様積分が可能。

例

典型的なコンパクトリー群の例には、以下のものがある：
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•円群 S1

•特殊ユニタリ群 SU(n)
•特殊直交群 SO(n)

1.12 ベクトルバンドルの定義

ベクトルバンドルとは、多様体 M 上の各点にベクトル空間を「付加」することによって得られ
る構造である。形式的には、ベクトルバンドル E は次のデータから成り立つ。

•全空間 E: これはベクトル空間の集合。
•基底空間 M : これは多様体。
•射影写像 π: これは E からM への連続写像で、各ベクトルを基底空間の点に「投影」できる。

π : E → M (8)

•ファイバー: 各点 x ∈ M において、ファイバー Fx = π−1(x) はベクトル空間である。

1.13 ベクトルバンドルの例

典型的なベクトルバンドルの例には、以下がある。

•自明バンドル: E = M ×Rn であるバンドル。
•接バンドル: 多様体 M 上の接ベクトルを集めたバンドル。

1.14 ホモジェニアスベクトルバンドル (均質ベクトルバンドル)の定義

自明ベクトル、接バンドルの他に均質ベクトルバンドルが存在する。このベクトルバンドルは微
分幾何学および代数幾何学において有用である。これらは、特定のリー群の作用によって特徴づけ
られるベクトルバンドルである。リー群 G とその閉部分群 H に対して、G 上の均質ベクトルバン
ドル E は、次のように定義される。

E = G×H V (9)

ここで、V はベクトル空間であり、G ×H V は G と V の積空間を H の作用で割った商空間で
ある。この作用は、H が V 上の線形作用を持つことを意味する。

•ファイバー構造: 各点でのファイバーはベクトル空間 V と同型。
•リー群の作用: バンドル全体にわたるリー群 G の作用があり、これによりバンドルは均質な
構造を持つ。

5



図 2 Topological properties jx,jy,jz of Flag Manifolds through Borel Subgroups, Action of Generators on a
State

1.15 ボレル・ヴェイル・ボットの定理

ボレル・ヴェイル・ボットの定理は、リー群の表現論において、コンパクトリー群のユニタリ表
現とそれらのコホモロジーとの関係を示す。この定理は、コンパクトリー群の任意の有限次元ユニ
タリ表現が、その群の最高次コホモロジーに現れることを示す。具体的には、コンパクトリー群G

のユニタリ表現が、群のフラグ多様体上のホモジェニアスベクトルバンドルのセクションによって
実現されることを述べる。
数式で表すと、群 G のフラグ多様体 G/B 上のホモジェニアスベクトルバンドル Eλ に対して、

G の既約表現 Vλ は H0(G/B, Eλ) として得られる。ここで、B は G のボレル部分群、λ は最高
ウェイトである。
ボレル・ヴェイル・ボットの定理は、リー群の表現論と代数幾何学の交差点に位置し、コンパク
トリー群の有限次元表現とその群のコホモロジーとの関係を示す。

1.16 ボレル・ヴェイル・ボットの定理の表現

ボレル部分群 B は、コンパクトリー群 G の最大トーラスとその正規化群の共役閉包であり、群
の構造を解析する際に重要であり、ボレル・ヴェイル・ボットの定理を用いて、ボレル部分群を通
じてフラグ多様体のトポロジカルな性質やコホモロジー群の構造を解析することができる。その
際、下記のモジュライ空間への応用は有用である。

モジュライ空間の定義
ボレル・ヴェイル・ボットの定理の表現上ではモジュライ空間が登場する。この空間は特定の幾
何学的構造のパラメータ空間を記述する。特定のタイプの幾何学的対象の全ての等価クラスの集合
として定義され、形式的には、モジュライ空間 M は次のように記述される。
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M = {幾何学的対象の等価クラス} (10)

•リーマン面のモジュライ空間: 等価なリーマン面の構造のクラスをパラメータ化。
•ベクトルバンドルのモジュライ空間: 等価なベクトルバンドルの構造をパラメータ化
•代数曲線のモジュライ空間: 代数曲線の等価クラスをパラメータ化

例としては上記のような事例があり、本論では等価なベクトルバンドルの構造をパラメータ化する
ケースに関して触れる。

1.17 モジュライ空間への応用

モジュライ空間は、ある種の幾何学的対象の族をパラメータ化する空間である。例えば、曲線、
ベクトルバンドル、または代数多様体のモジュライ空間がある。ボレル・ヴェイル・ボットの定理
は、特にベクトル束やその他の幾何学的対象のモジュライ空間の研究に応用されることが多い。こ
の定理を用いることで、モジュライ空間上の点が代表する幾何学的対象のトポロジカルな性質や対
称性を解くことに寄与できる。ベクトルバンドルを持つ、モジュライ空間においてボレル・ヴェイ
ル・ボットの定理は、特定のベクトルバンドルがどのようにコンパクトリー群の表現として実現さ
れるかを示すのに使われる。また、この定理は、モジュライ空間自体のトポロジーを研究する際に
も重要である。ベクトルバンドルは、ある空間 X（例えば、X は位相空間、多様体、代数多様体
等）により径数付けられたベクトル空間の族を作るという方法で与えられる幾何学的構成であり、
この定理は、特に代数トポロジーと代数幾何学において重要な応用を可能とするのである。
フラグ多様体は、特定の種類の線形部分空間の列をパラメータ化する空間であり、代数幾何学や
微分幾何学において有用である。

フラグ多様体の定義

例えば上記のモジュライ空間のような n 次元ベクトル空間 V におけるフラグは、次のような一
連の部分空間 F1, F2, . . . , Fk の列である。

{0} ⊂ F1 ⊂ F2 ⊂ · · · ⊂ Fk ⊂ V (11)

ここで、各 Fi は V の部分空間であり、dim(Fi) < dim(Fi+1) 。フラグ多様体 F(V ) は、これら
のすべてのフラグの集合である。

•次元: フラグ多様体の次元は、部分空間の次元の和によって決まる。
•対称性: フラグ多様体は、適切な群の作用によって不変。例えば、全一般線形群 GL(V ) によ
る作用。
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1.18 代数トポロジーでの応用

ボレル・ヴェイル・ボットの定理は、リー群の表現をコホモロジー群を通して理解するために用
いられ、この定理を用いることで、フラグ多様体のトポロジカルな性質やコホモロジー群の構造を
解明することができ、この定理はまた、代数幾何学における多様体の研究にも応用される。フラグ
多様体上のベクトル束のセクションとしてのリー群の表現を理解することは、多様体の幾何学的な
性質やその上のベクトル束の性質を研究するための有力な道具となる。この定理は、上述でも触れ
たように群の対称性とトポロジカルな性質の深い関係を示しており、現代理論物理学における概念
である。

1.19 ヒルベルト空間と演算子への影響

本論でのメインテーマであるヒルベルト空間と演算子とボレル・ヴェイル・ボットの定理は互い
に直接的な影響を与えるものではない。しかし、リー群の表現論と密接に関連しており、量子力学
や量子場理論における対称性の理解に「間接的」に寄与する。
数式では、既約表現 Vλ は次のように表される。

Vλ
∼= H0(G/B, Eλ) (12)

ここで、H0(G/B, Eλ) は G/B 上のベクトル束 Eλ のグローバルセクションの空間である。

図 3 Case1:Simplified Representation of a Flag Manifold

1.20 フラグ多様体のトポロジー

フラグ多様体 G/B のトポロジカルな性質は、ボレル・ヴェイル・ボットの定理を通じて解析さ
れる。この多様体は、コンパクトリー群の対称性とそのトポロジカルな特徴を反映する。ボレル部
分群を通じてフラグ多様体のコホモロジー群の構造を解析することは、リー群の表現の性質や多様
体自体のトポロジカルな特徴を理解するのに役立つだろう。
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図 4 Case2:Simplified Representation of a Flag Manifold

2 演算子と群の関係

2.1 ヒルベルト空間上の主要な演算子

ここからは本題に入る。ヒルベルト空間上には様々な重要な演算子が存在する。主要な演算子に
ついて簡潔に説明する。

2.2 線形演算子

定義

ベクトル空間 V 上の演算子 A が線形演算子であるためには、以下の二つの条件を満たす必要が
ある：

1. 加法性：任意のベクトル u, v ∈ V に対して、

A(u+ v) = A(u) +A(v) (13)

2. 斉次性：任意のベクトル u ∈ V とスカラー α に対して、

A(αu) = αA(u) (14)

これらの性質により、線形演算子はベクトル空間の構造を保つ。

主な特徴

線形演算子は、以下のような特徴を持つ：

•線形演算子はベクトルの加法とスカラー倍を保持し、ベクトル空間の構造を変えない。
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•ヒルベルト空間においては、線形演算子はしばしば連続性や有界性といった追加の性質を持つ
ことがある。

•量子力学においては、物理的な観測量は線形演算子によって表される。

2.3 ユニタリ演算子

•内積を保持する：任意のベクトル u, v に対して、〈Uu,Uv〉 = 〈u, v〉 が成り立つ。
•長さ（ノルム）を保持する：任意のベクトル u に対して、‖Uu‖ = ‖u‖ が成り立つ。
•可逆性：ユニタリ演算子は常に逆演算子 U−1 を持ち、U−1 = U† である。

ユニタリ演算子 U は、次の性質を満たす：

U†U = UU† = I (15)

ここで U† は U の随伴演算子、I は単位演算子。これらの演算子は、系の状態を保存する変換を
表す。

2.4 自己共役（エルミート）演算子

自己共役（エルミート）演算子 A は、次の条件を満たす：

A† = A (16)

これは、A の随伴演算子 A† が A に等しいことを意味する。物理学において、観測可能な量は自
己共役演算子で表される。

2.5 自己共役（エルミート）演算子の物理学における重要性

量子力学において、物理的な観測可能な量は自己共役演算子によって表される。これは、観測可
能な量が実数値を持つべきであり、自己共役演算子の固有値が実数であるためである。

•固有値が実数。
•固有ベクトルは完全系を形成し、ヒルベルト空間の任意のベクトルはこれらの固有ベクトルの
線形結合として表現。

•スペクトル定理：自己共役演算子は直交固有ベクトルによって対角化可能であり、そのスペク
トル（固有値の集合）は実数。

2.6 正規演算子

•正規演算子の固有ベクトルは互いに直交。
•スペクトル定理：任意の正規演算子は直交固有ベクトルによって対角化可能であり、そのスペ
クトルは複素平面上に存在。

•ユニタリ演算子や自己共役演算子は正規演算子の特殊なケースである。
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正規演算子 N は、次の関係を満たす演算子である：

N†N = NN† (17)

ユニタリ演算子と自己共役演算子は正規演算子の特別なケースである。

2.7 コンパクト演算子

コンパクト演算子は、無限次元ヒルベルト空間において、「小さな」作用を持つ演算子である。
これらは、有界な無限次元空間内での収束列を相対的コンパクトな集合にマッピングできる。ヒル
ベルト空間またはバナッハ空間上の線形演算子 T がコンパクトであるとは、T が有界集合を相対
コンパクト集合（すなわち、その閉包がコンパクトである集合）に写像することを意味する。

T: X →Y is compact if
T(B) is relatively compact for every bounded B ⊆X
ここで、X と Y はヒルベルト空間またはバナッハ空間である。

•有限次元近似: 任意のコンパクト演算子は有限次元演算子の列によって近似できる。
•スペクトル理論: コンパクト演算子のスペクトルは、0 を除いて点スペクトル（固有値）のみ
からなる。

2.8 カシミール演算子

カシミール演算子の定義は、ヒルベルト空間上でのリー代数の表現において用いる。リー代数の
ジェネレータを Ta（a = 1, 2, . . . , n）としたとき、カシミール演算子 C は以下のように定義される

C = gabTaTb (18)

ここで、gab はリー代数のジェネレータに関するメトリック（または構造定数によって定義され
るテンソル）である。カシミール演算子は、リー代数の全てのジェネレータと交換できる。

•カシミール演算子はリー代数のすべてのジェネレータと交換。
•カシミール演算子はリー群やリー代数の表現において不変量を提供。

2.9 SU(2)と SU(3)における主要な演算子の振る舞いとユニタリ表現

ユニタリ演算子

ユニタリ演算子は、SU(2) および SU(3) 群の元としての回転や変換を表現し、ユニタリ表現で
は、これらの群の元はユニタリ演算子によって表され、内積と系の状態を「保持」する。
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自己共役演算子

自己共役演算子は、SU(2)と SU(3)群のジェネレータとして機能。これらは、群の代数的構造を
定義し、物理量の観測可能な値を提供する。

正規演算子

正規演算子は、ユニタリ演算子や自己共役演算子として SU(2)および SU(3)群の性質を記述。こ
れらの群においては、正規演算子は対称性の表現において重要である。

コンパクト演算子

SU(2)と SU(3)はコンパクト群であるため、これらの群に関連する演算子はコンパクト演算子の
性質を持つ。これは、群の表現が有界な作用を持つことを意味する。

カシミール演算子

カシミール演算子は、SU(2)と SU(3)群の不変量を提供。これらの群におけるカシミール演算子
は、群の表現における内在的な対称性の性質を捉えるのに用いられる。

カシミール演算子の特性
ユニタリ演算子とカシミール演算子は、ヒルベルト空間上で異なる役割を持つ。以下では、これ
らの違いについて、ヒルベルト空間での定義と、SO(2)及び SO(3)群における違いを整理する。
gab はリー代数のメトリックです。カシミール演算子はリー代数の全ジェネレータと交換し、対
称性の内在的な性質を表現する。

SO(2)群は 2次元の回転を表す群で、ユニタリ演算子はこの群の元として「回転」を表現する。
例えば、角度 θ の回転は次のユニタリ演算子で表される。

U(θ) = ( cos ) θ − sin θ sin θ cos θ (19)

一方、カシミール演算子の場合は SO(3)群は 3次元の回転を表し、3つのジェネレータ T1, T2, T3

を持つ。これらのジェネレータに対応するカシミール演算子は、SO(3)群の「不変量」を提供する。

2.10 巡回ベクトルの軌道

巡回ベクトル x はヒルベルト空間の表現において重要で、リー群の生成子 Ta によって空間がど
のように探索されるかを理解するのに役立つ。具体的には、巡回ベクトルに対するリー群の生成子
の作用によって生成されるベクトルの集合がヒルベルト空間を稠密に張ると考えられる。

{Tn
a x : n ∈ N, a = 1, 2, . . . , dim(T )} (20)

この集合 S がヒルベルト空間 H を稠密に張る場合、任意のベクトル y ∈ H は S の元の適切な
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線形結合によって任意の精度で近似できる。

探索可能性の判断

ヒルベルト空間の任意のベクトル y が集合 S の元の線形結合によって近似可能であるかどうか
を判断するためには、次の条件を満たす必要がある。

∀ y ∈ H, ∀ ε > 0, ∃ ci, T
ni
ai

∈ S :

∥∥∥∥∥y −
∑

i

ciT
ni
ai
x

∥∥∥∥∥ < ε (21)

ここで、ci は複素数の係数であり、‖ · ‖ はヒルベルト空間のノルムを示す。
この条件が満たされる場合、巡回ベクトル x はヒルベルト空間 H の広範な領域を探索可能であ
り、理想的には全空間を探索できることを意味する。

2.11 ヒルベルト空間における演算子と巡回ベクトル

演算子 A に対する巡回ベクトル x は、A の作用によって生成されるベクトルの集合
{Anx : n ∈ N} がヒルベルト空間を稠密に張るときにこの名前で呼ばれます。

ユニタリ演算子と巡回ベクトル

ユニタリ演算子に関連する巡回ベクトルは、内積を保持し、演算子のスペクトル特性を明らかに
する。

自己共役演算子と巡回ベクトル

自己共役演算子は、そのスペクトルが実数であるため、巡回ベクトルは物理的な観測量のスペク
トル解析に役立つ。

正規演算子と巡回ベクトル

正規演算子は、ユニタリ演算子や自己共役演算子の一般化であり、巡回ベクトルはこれらの演算
子のスペクトル特性を完全に記述するのに十分である。

コンパクト演算子と巡回ベクトル

コンパクト演算子における巡回ベクトルは、演算子のスペクトルが点スペクトルのみで構成され
ることを意味する。

カシミール演算子と巡回ベクトル

カシミール演算子はリー代数の表現において重要であり、巡回ベクトルはこれらの表現のス
ペクトル特性を理解するのに有用である。カシミール演算子に対するヒルベルト空間のベクト
ル x が巡回ベクトルであるとは、カシミール演算子の作用によって生成されるベクトルの集合
{Cnx : n ∈ N} がヒルベルト空間を稠密に張るときにこの名前で呼ばれる。リー群が物理的な対称
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性を表す場合、カシミール演算子は重要な役割を果たす。例えば、角運動量の保存は SO(3)群の対
称性に関連する。

3 物理的対称性とカシミール演算子

リー群が角運動量の保存のような物理的対称性を表す場合、カシミール演算子はその対称性に関
連する不変量を提供する。例えば、SO(3)群における全角運動量 J の二乗 J2 はカシミール演算子
に相当する。

J2 = J2
x + J2

y + J2
z (22)

ここで、Jx, Jy, Jz は角運動量の各成分を表す。カシミール演算子は、対称性に関連する量子系
の不変量を記述するために用いられる。角運動量の場合、J2 は特定の量子状態における全角運動
量の大きさを示し、これは量子数によって特徴付けられる。

3.1 固有状態でない場合のカシミール演算子

リー代数のジェネレータ Ta とカシミール演算子 C が与えられたとき、状態 ψ が C の固有状態
でない場合、次のように表される。

Cψ 6= λψ (23)

ここで、λ は固有値です。この式は、ψ が C による作用で変化することを意味する。

3.2 量子力学における角運動量

量子力学において、角運動量の状態がリー群の SO(3) 対称性に従うことは、角運動量演算子 Ji

とカシミール演算子 J2 によって表現される。
J2 = J2

x + J2
y + J2

z

J2ψ = j(j + 1)ψ
ここで、J2 は全角運動量の二乗演算子、j は角運動量の量子数、ψ は角運動量の状態を表さ
れる。

3.3 ヒルベルト空間における演算子とハール測度の考え方

ヒルベルト空間に存在するユニタリ演算子以外の演算子に関して、ハール測度の考え方を適用す
る。自己共役演算子、正規演算子、コンパクト演算子に関するハール測度の考え方について説明
する。
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自己共役演算子とハール測度

自己共役（またはエルミート）演算子は、その固有値が実数であり、物理的観測量を表すのに用
いられる。ハール測度を自己共役演算子のスペクトル解析に適用することは、一般には難しいです
が、特定の群に関連する演算子の場合には考慮できる。

正規演算子とハール測度

正規演算子は、自己共役演算子やユニタリ演算子の一般化である。ハール測度を用いることは、
正規演算子のスペクトル特性を理解する際に役立つ場合がある。

コンパクト演算子とハール測度

コンパクト演算子は、ヒルベルト空間の無限次元性に対処するために用いられる。これらの演算
子に対するハール測度の考え方は、主に理論的な興味に基づいている。

ハール測度の物理系

ハール測度は、リー群の対称性を考慮する際に特に有用である。これは、物理系の対称性がどの
ように演算子の特性に影響を与えるかを理解するのに役立つ。

3.4 ハール測度とリー群

ハール測度はリー群 G 上の一様な測度であり、全ての g ∈ G に対して不変です。ハール測度を
µ とすると、任意の可測集合 A ⊆ G と群元 g に対し、次の性質が成り立ちます。

µ(gA) = µ(A) (24)

3.5 カシミール演算子と全角運動量の保存

カシミール演算子 C が全角運動量を保持する条件は、C がリー群 G の全ての元に対して交換可
能であることを意味する。つまり、任意の群元 g と状態 ψ に対して、次の式が成り立つ。

CU(g)ψ = U(g)Cψ (25)

ここで、U(g) は群 G のユニタリ表現である。

3.6 ハール測度による統合性の考察

ハール測度による統合性の考察は、全角運動量の保存則が系の対称性に基づいてどのように機能
するかを理解するのに役立つ。特に、カシミール演算子に関連する物理量の期待値は、ハール測度
によって定義される積分を通じて計算される。
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〈C〉 =
∫

G

〈ψ|U(g)†CU(g)|ψ〉 dµ(g) (26)

この積分によって、カシミール演算子の物理的な意味がリー群の対称性に基づいて明確になる。

3.7 カシミール演算子の期待値計算とハール測度

カシミール演算子 C に対する期待値は、リー群 G 上のユニタリ表現 U(g) を用いて次のように
表される。

〈C〉 =
∫

G

〈ψ|U(g)†CU(g)|ψ〉 dµ(g) (27)

ここで、ψ は量子状態、dµ(g) はリー群 G 上のハール測度である。

3.8 ハール測度の適用

ハール測度 dµ(g) はリー群 G 上の一様な測度であり、全ての群元に対して不変である。この測
度は、群 G の対称性に基づいてカシミール演算子の期待値を計算するために使用される。
この積分計算により、カシミール演算子 C の期待値は、群 G の全ての要素に対して平均化され
たものとなる。これは、系の対称性がカシミール演算子に関連する物理量の分布にどのように影響
を与えるかを理解するのに役立つ。

3.9 ナイマルクの定理とカシミール演算子

ナイマルクの定理は、量子力学における測定理論とリー群の表現において重要な役割を果たす。
この文書では、カシミール演算子がヒルベルト空間上の演算子としてどのように理解されるかにつ
いて、ナイマルクの定理の観点から説明する。ナイマルクの定理は、あるポジティブな作用素値測
度が、より大きなヒルベルト空間上の射影値測度として表現できることを述べる。これにより、測
定理論における観測可能な量のより広範な表現が可能になる。

カシミール演算子とナイマルクの定理

カシミール演算子 C は、リー群のジェネレータに関連した量です。ナイマルクの定理を適用す
ることにより、カシミール演算子は、元々のヒルベルト空間よりも大きな空間における射影値測度
として表現できる。

C =
∫

Λ
λ dE(λ) (28)

ここで、Λ はスペクトルの範囲、E(λ) は射影値測度を示します。
この表現は、カシミール演算子に関連する物理的量が、拡張されたヒルベルト空間においてどの
ように振る舞うかを理解するために役立つ。特に、リー群の表現における対称性や保存則のより深
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い理解に寄与する。ナイマルクの定理を用いることで、量子力学における測定理論やリー群の表現
論における新たな視点が開ける。

カシミール演算子とヒルベルト空間の商空間

カシミール演算子 C は、ヒルベルト空間 H 上の自己共役演算子として定義されることがある。
この演算子はリー群の表現に関連しており、次のように表される。

C = gabTaTb (29)

ここで、Ta はリー代数のジェネレータ、gab はメトリックテンソルです。

ヒルベルト空間の商空間

カシミール演算子によって生成される部分空間 HC ⊆ H を考えると、この部分空間に対応する
商空間 Q は次のように定義される。

Q = H/HC (30)

ここで、HC は C によって不変に保たれる部分空間である。

商空間の物理系

商空間 Q は、カシミール演算子によって不変に保たれる部分空間からの「剰余」のようなもの
である。この空間は、リー群の表現における対称性の破れや新たな物理的状態の出現を理解するの
に役立つ。
カシミール演算子に関連するヒルベルト空間の商空間は、量子力学における対称性の破れ、相転
移、または異なる量子位相の区別に重要な役割を果たします。以下では、これらの現象におけるカ
シミール演算子の応用についての具体例を数式と表現を用いて説明します。

カシミール演算子と対称性の破れ

リー群 G の表現におけるカシミール演算子 C は、対称性の破れを示すのに使用されることがあ
る。例えば、SU(2)群における全角運動量 J2 がカシミール演算子である。

J2 = J2
x + J2

y + J2
z (31)

系がある特定の対称性を持つ状態から破れた状態に遷移する場合、これに対応する商空間 Q は
その変化を表現できる。

相転移と量子位相の区別

カシミール演算子は、異なる量子位相間の遷移、特に相転移を特徴付けるのにも使用される。例
えば、相転移点での対称性の破れを示すために、カシミール演算子の特定の固有値が変化すること
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がある。
カシミール演算子に関連するヒルベルト空間の商空間 Q は、量子力学における対称性の破れや
相転移を示すのに役立つ。この商空間は、元の対称性が破れた後の「新しい」物理的状態のセット
を表現する。
カシミール演算子によって不変に保たれる部分空間 HC から生成される商空間 Q = H/HC は、
系の対称性の破れや相転移を理解するために用いられる。

相転移の具体例

磁性体のモデルを考えると、温度変化によって発生する相転移をカシミール演算子を用いて記述
することができる。例えば、オピニオンダイナミクスの研究など多様な理論応用されるイジングモ
デルを用いると、温度が臨界温度を超えると、系の対称性が破れ、異なる相に移行することが確認
できる。
この相転移は、カシミール演算子の固有値の変化として表現でき、これに対応する商空間 Q は
新しい相の特性を示す。

C|T >Tc
6= C|T <Tc

(32)

ここで、Tc は臨界温度、T は系の温度である。
商空間 Q は、相転移によって対称性が破れた後の新しい物理的状態の集合を示す。これにより、
相転移の前後での系の物理的性質の変化を理解することができる。
イジングモデルは、統計力学における基本的なモデルの一つであり、磁性体の振る舞いを理解す
るために広く用いられています。以下では、イジングモデルの基本的な定義とその数学的表現につ
いて説明します。

3.10 イジングモデルの定義

イジングモデルは、格子点上に配置されたスピンの集合によって構成される。各スピンは上向き
（+1）または下向き（-1）のいずれかの状態を取る。モデルは次のエネルギー関数（ハミルトニア
ン）によって記述される。

H = −J
∑
〈i,j〉

sisj − h
∑

i

si (33)

ここで、si はサイト i におけるスピンの状態、J は隣接するスピン間の相互作用の強さ、h は外
部磁場、そして 〈i, j〉 は隣接するスピンのペアを表す。これらはパウリ行列で記述できる。

相転移

イジングモデルは、特定の温度（臨界温度）で相転移を示す。この臨界温度では、系は無秩序な
状態から磁化された秩序状態へと移行する。イジングモデルは、磁性体の磁化現象や相転移を理解
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図 5 1D Ising Model with Relativistic Spin Flow Analogy

するための簡単なモデルとして重要である。このモデルは、統計力学と場の理論における重要な概
念であるスピンの相互作用と対称性の破れを示す。

3.11 パウリ行列の定義

パウリ行列は量子力学において重要な役割を果たす行列で、特にスピン 1/2粒子のスピン演算子
を記述するのに用いられる。以下では、パウリ行列の定義とその物理的意味について説明する。
パウリ行列は 3つの 2次元複素行列で構成され、次のように定義される。
σx = ( 0 ) 1

10,
σy = ( 0 ) − i

i0,
σz = ( 1 ) 0
0 − 1.
これらはそれぞれ、x、y、z 軸に沿ったスピン 1/2粒子のスピン演算子に対応する。

3.12 パウリ行列の性質

パウリ行列には以下のような重要な性質がある。
1. 交換関係: パウリ行列は特定の交換関係を満たす。

[σi, σj ] = 2iεijkσk (34)

ここで、εijk はレヴィ・チヴィタ記号。
2. 反交換関係: 任意の異なるパウリ行列の積は、他の行列の定数倍。

{σi, σj} = 2δijI (35)

ここで、δij はクロネッカーのデルタ、I は単位行列。
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パウリ行列は、スピン 1/2粒子のスピン演算子を表現するのに使われ、これにより、スピンの測
定や量子力学におけるスピン状態のダイナミクスを記述することができる。

3.13 パウリ行列とその応用

図 6 Case1:Rotated Sigma x Component of Pauli Matrix

図 7 Case2:Rotated Sigma x Component of Pauli Matrix

図 8 Case3:Rotated Sigma x Component of Pauli Matrix

パウリ行列は量子力学において重要な役割を果たす、3つの 2×2の複素エルミート行列である。

•σx (または σ1):
σx = ( 0 ) 110

•σy (または σ2):
σy = ( 0 ) − ii0

•σz (または σ3):
σz = ( 1 ) 00 − 1

1. エルミート性：各パウリ行列はエルミート行列です。
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2. トレースレス：各パウリ行列のトレースは 0です。
3. 交換関係：

[σi, σj ] = 2iεijkσk

4. 反交換関係：
{σi, σj} = 2δijI

SU(2) 群はスピン 1/2 系の対称性を記述する群で、パウリ行列はこの群の生成子として機能しま
す。SU(2)群の任意の元は次の形式で表される。

U = e−iθ(σxnx+σyny+σznz) (36)

ここで、θ は回転角、nx, ny, nz は回転軸の成分を表し、σx, σy, σz はパウリ行列です。

3.14 ユニタリ表現との関係

パウリ行列は、SU(2) 群のユニタリ表現と密接に関連する。SU(2) 群はスピン 1/2 系の自然な
対称性を表し、パウリ行列はこの群の生成子として機能する。スピン 1/2 の粒子の量子状態は、
SU(2)群のユニタリ表現によって変換されることがある。
スピン 1/2 の量子状態は、この SU(2) 群のユニタリ表現によって変換されます。状態ベクトル

|ψ〉 に対して、
|ψ′〉 = U |ψ〉 (37)

は変換後の状態を表します。

3.15 商空間としてのスピン空間

パウリ行列は、スピン 1/2粒子のスピン空間を記述するために用いられ、この空間は SU(2)群に
関連した商空間と解釈することができる。特に、スピン空間は SU(2) 群によってパラメトライズ
され、パウリ行列はこの空間上の変換を生成する。SU(2) 群によってパラメトライズされるスピン
空間は、SU(2) と U(1) の商空間 SU(2)/U(1) として理解することができる。ここで、U(1) はスピ
ンの位相を表す部分群である。この商空間は、スピンの方向を表す 2次元球面 S2 と同型である。
パウリ行列は、このスピン空間上の変換を生成し、スピンの方向の変更を記述する。例えば、σz

による変換は、スピンの z 成分を変更するのである。

3.16 余談：仮説的ローレンツ変換の手続き

パウリ行列をローレンツ変換する手続きは、通常の量子力学の枠組みでは行われませんが、理論
的な探究として仮説的なアプローチを試みることができ流。ローレンツ変換は、特殊相対性理論に
おいて時間と空間の座標を変換する手法である。4 次元ミンコフスキー空間において、ローレンツ
変換 Λ は次の形式で表される。

x′ = Λx (38)

ここで、x は 4次元の時空間ベクトル、x′ は変換後のベクトル。
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3.17 パウリ行列の仮説的ローレンツ変換

σ′ = R(Λ)σR(Λ)−1 (39)

ここで、σ はパウリ行列、R(Λ) はローレンツ変換に対応する回転行列。この手続きは、パウリ行
列がスピン 1/2粒子のスピンを表すことに基づく。

3.18 イジングモデルのハミルトニアンとカシミール演算子

上述で触れたようにイジングモデルのハミルトニアンにおけるカシミール演算子の振る舞いは、
リー群とその対称性の観点から理解することができる。

3.19 イジングモデルのハミルトニアン

イジングモデルのハミルトニアン H は、スピン間の相互作用を表す項と外部磁場による項から
成り立つ。

H = −J
∑
〈i,j〉

sisj − h
∑

i

si (40)

ここで、si はサイト i におけるスピンの状態、J は隣接するスピン間の相互作用の強さ、h は外
部磁場を表す。

3.20 カシミール演算子の関連

イジングモデルにおいてカシミール演算子 C を考える場合、これはスピンの全角運動量の保存
を表す不変量として理解される可能性がある。

C = gabTaTb (41)

ここで、Ta はリー代数のジェネレータ、gab はメトリックテンソルです。カシミール演算子は、
系の対称性がどのように破れるかを調べる際に特に重要になる。イジングモデルにおけるカシミー
ル演算子の振る舞いは、スピン系の対称性の特性を解明し、相転移や臨界現象のより深い理解に寄
与することができる。この理論的枠組みは、イジングモデルを用いた統計物理学の研究において、
新たな対称性の破れや相転移のメカニズムを探究するのに役立つ。

3.21 イジングモデルにおけるリー群の理論と対称性の破れ

イジングモデルにおいてリー群の理論を用いる場合、モデルの対称性の変化、特に相転移の近傍
での対称性の破れを分析することが一般的である。
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3.22 イジングモデルと対称性

イジングモデルのハミルトニアンは、スピン間の相互作用を記述する。

H = −J
∑
〈i,j〉

sisj (42)

ここで、J は相互作用の強さ、si はスピン状態です。このモデルは、高温では対称性があります
が、低温では対称性が破れ、秩序状態に遷移。

3.23 リー群と対称性の破れ

相転移近傍での対称性の破れを分析するためにリー群の理論を用いると、以下のように表現で
きる。

Ghigh−temp → Glow−temp (43)

ここで、Ghigh−temp は高温での対称性を示すリー群、Glow−temp は低温での対称性を示すリー群
である。相転移点での対称性の変化は、リー群の部分群への移行として理解できる。

3.24 ローレンツ変換されたユニタリ表現とイジングモデルの適用

局所ハウスドルフ空間は、各点がハウスドルフ近傍を持つ位相空間です。この性質は、数学的に
は一般的な位相空間よりも「きれいな」構造を提供できる。ここで局所ハウスドルフ空間における
ユニタリ表現のローレンツ変換をイジングモデルに適用することは、理論物理学における新たな仮
説を提供する可能性がある。相対論的場の理論におけるエネルギー運動量テンソルはローレンツ不
変である。イジングモデルにおけるエネルギーの分布を、エネルギー運動量テンソルに類似する形
式で記述すると、新たな物理的洞察が得られることに着眼してみる。

3.25 ローレンツ変換されたユニタリ表現

ユニタリ表現 U(Λ) がローレンツ変換 Λ によって変換されるとき、その作用は次のように記述
されると仮定。

U ′(Λ) = U(Λ)eiθ(Λ) (44)

ここで、θ(Λ) はローレンツ変換に依存する位相項。
この変換されたユニタリ表現をイジングモデルのハミルトニアン H に適用すると、変換された
ハミルトニアン H ′ は次のようになると仮定。

H ′ = U ′(Λ)HU ′(Λ)† (45)
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3.26 イジングモデルとエネルギー運動量テンソル

イジングモデルは、スピンが +1 または -1 の値を取ることができる単純なモデル。イジングモ
デルのハミルトニアンは次のように表される。

H = −J
∑
〈i,j〉

σiσj (46)

ここで、σi は i 番目のサイトのスピンを表し、〈i, j〉 は隣接するサイトのペアを示し、J は相互作
用の強さを表す。

3.27 エネルギー運動量テンソルのアナロジー

相対論的量子場理論におけるエネルギー運動量テンソル Tµν は、エネルギー密度、運動量密度、
ストレステンソルを表す。イジングモデルにおいて、これを模倣するためには、スピンの相互作用
からエネルギー密度や「運動量」のような量を定義する必要がある。

3.27.1 エネルギー密度
イジングモデルの各サイトにおけるエネルギー密度を次のように仮説つける。

εi = −J
∑

j∈neighborsofi

σiσj (47)

非相対論的なモデルでは運動量の概念は直接的ではない。しかし、スピンの変化率や隣接するス
ピン間の差異を用いて「運動量」に相当する量を定義することが考えられる。

3.27.2 エネルギー運動量テンソルの類似物
イジングモデルの場合、エネルギー運動量テンソルの類似物 T ij を、エネルギー密度と「運動
量」から構築することが可能である。具体的な形式はモデルの詳細に依存する。

4 スピンフローの考慮

スピンの変化や伝播をスピンフローとしてモデル化し、これを用いてモデルのダイナミクスをよ
り詳細に記述することも可能である。

4.1 スピンフローとローレンツ変換の相対論的アナロジー

スピンフローは、スピンの時間的および空間的な変化を表す物理量である。スピンフローの密度
を J(r, t) とし、これをスピンの移動量や方向の変化に関連つける。
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4.2 ローレンツ変換とスピン

相対論的量子場理論では、スピンはローレンツ群の表現によって変換される。非相対論的モデル
において、スピンの変換をローレンツ変換に似た形で行う仮説を考えることができる。

4.3 相対論的スピンフローのアナロジー

相対論的スピンフローを考えるために、次のような数式を仮説つける。

J′(r′, t′) = ΛJ(Λ−1r,Λ−1t) (48)

ここで、Λ はローレンツ変換行列、r と t はそれぞれ空間と時間の座標、J は非相対論的なスピン
フローである。

4.4 相対論的効果のモデル化

イジングモデルにおいて、スピンフローの時間的変化を考慮に入れ、相対論的効果を模倣するた
めに、スピンの変化率に時間的遅延を導入することが考えられる。

∂σi(t)
∂t

= −γ
∑

j∈neighborsofi

(σi(t− ∆t) − σj(t)) (49)

ここで、γ は相互作用の強度、∆t は時間的遅延を表す。
ヒルベルト空間におけるユニタリ演算子、自己共役演算子、正規演算子、コンパクト演算子、カ
シミール演算子

4.5 ローレンツ変換されたユニタリ表現とイジングモデルの適用

局所ハウスドルフ空間におけるユニタリ表現のローレンツ変換をイジングモデルに適用すること
は、理論物理学における新たな仮説を提供する可能性がある。以下にその数式的な表現を示す。

4.6 ローレンツ変換されたユニタリ表現

ユニタリ表現 U(Λ) がローレンツ変換 Λ によって変換されるとき、その作用は次のように記述
されると仮定する。

U ′(Λ) = U(Λ)eiθ(Λ) (50)

ここで、θ(Λ) はローレンツ変換に依存する位相項。

イジングモデルへの適用

この変換されたユニタリ表現をイジングモデルのハミルトニアン H に適用すると、変換された
ハミルトニアン H ′ は次のようになると仮定する。
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H ′ = U ′(Λ)HU ′(Λ)† (51)

図 9 Hypothetical Rotation Applied to 1D Ising Model

図 10 Hypothetical Rotation Applied to 2D Ising Model

4.7 仮説的ローレンツ変換を適用したイジングモデル

イジングモデルは、スピン系の基本的な物理モデルの一つである。ここでは、パウリ行列のロー
レンツ変換をイジングモデルに仮説的に適用する方法について検討する。
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4.8 ローレンツ変換の適用

パウリ行列のローレンツ変換をイジングモデルに適用する場合、各スピンの状態をローレンツ変
換によって変更すると考えることができる。

σ′
i = R(Λ)σiR(Λ)−1 (52)

ここで、R(Λ) はローレンツ変換に対応する回転行列、σ′
i は変換後のスピンの状態である。

4.9 仮説的な物理的意味

この仮説的な手続きは、スピン系が高速で移動する際の相対論的効果を模倣するために用いら
れ、現実の物理系を正確に記述するものではなく、理論的な探究のためのものとしては有用な可能
性はある。
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