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1 アーサー・ケイリーの理論導入

1.1 補足

ノート part1〜3 の復習から始める。まず、ヒルベルト空間 H は、内積を持つ完備な線形空間
で、量子力学における状態ベクトルの数学的な枠組みを提供する。本論では part3 の前段で触れた
アーサー・ケイリーが定義してきた群論とケイリー表、ケイリーグラフらの定義を整理する。最後
に Nakayama’s Lemma の固有ベクトルの主張に関するケイリー・ハミルトンの定理による解法の
事例をまとめる。

1.2 群の定義

群は、ある集合とその上の二項演算によって定義される。群 G は次の条件を満たす必要がある。

•閉性: ∀a, b ∈ G, a · b ∈ G

•結合律: ∀a, b, c ∈ G, (a · b) · c = a · (b · c)
•単位元の存在: ∃e ∈ G であって、∀a ∈ G, e · a = a · e = a

•逆元の存在: ∀a ∈ G, ∃a−1 ∈ G であって、a · a−1 = a−1 · a = e

と定義される。

1.3 ケイリーの公式

ケイリーの公式は、特定の種類のラベル付き木の数を数えるもので、群論における応用事例とは
異なる。一方、群論におけるケイリーの定理は、任意の群がその元の置換によって形成される対称
群の部分群として表現できることを保証する。この定理は、群の具体的な置換表現を構築するため
に用いられる。ケイリーの公式は、特定の条件を満たすラベル付き木の数を数える公式である。具
体的には、n 個の異なるノードを持つラベル付き木の総数は nn−2 であるというものである。
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Number of labeled trees with n nodes = nn−2

ケイリーの公式の証明：プリューファーコードとダブルカウンティング法の 2つに分かれる。

1.4 プリューファーコードを用いた証明

図 1 Cayley’s formula/Tree from Prufer Code

プリューファーコードは、ラベル付き木を一意的な数列に変換する方法である。各木に対して一
意のプリューファーコードが存在し、その逆もまた成り立つ。
プリューファーコードの長さは常に n − 2 であり、各ステップで木から一つの葉を削除する。こ
のプロセスは、n 個の頂点からなる木が nn−2 通りの異なるプリューファーコードを生成すること
を示す。

1.5 ダブルカウンティング法を用いた証明

ダブルカウンティング法では、ラベル付き木の辺と頂点の関係を数え上げることで公式を導く。

図 2 Cayley’s formula/Double Counting Method Graph

辺の選び方は n(n − 1)/2 通りあり、木を形成するためには n − 1 個の辺が必要である。したがっ
て、異なる木の数は n(n − 1)/2 を n − 1 で割った数に等しく、これは nn−2 になる。ケイリーの公
式は、プリューファーコードとダブルカウンティング法の両方を用いて証明できる。これらの方法

2



は、ラベル付き木の数え上げ問題に対する異なる視点を提供し、組み合わせ論、群論への応用を示
唆する内容である。

2 ケイリーの公式を用いた三次行列の特性方程式の解放

三次行列 A に対する特性多項式 p(λ) は以下のように定義される。

p(λ) = det(λI − A) (1)

ここで、I は単位行列、λ は行列の固有値である。

特性方程式の計算

三次行列 A = ( a ) bc

def

ghi の特性方程式は次のように計算される。
p(λ) = det(λI − A)

= det ( λ ) − a − b − c

− dλ − e − f

− g − hλ − i

= (λ − a)((λ − e)(λ − i) − fh) − b(−d(λ − i) + fg) + c(dh − g(λ − e))
= λ3 − (a + e + i)λ2 + · · ·

ケイリーの公式による解

ケイリーの公式によれば、A はその特性多項式を満たす。つまり、

p(A) = A3 − (a + e + i)A2 + · · · = 0 (2)

ここで、具体的な行列 A の係数を用いて A2、A3 などを計算し、上の等式を満たす A を求める
ことができる。

2.1 ケイリー表の定義

群 G のケイリー表は、群の演算がどのように行われるかを示す表である。群の任意の二つの元
a と b に対し、その積 a · b を表の中で見つけることができる。

2.2 ケイリー表の作成

ケイリー表を作成するには、図 1のように次のステップに従う。
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図 3 Cayley Table for a Simple Group

1. 群 G のすべての元をリストアップ。
2. 表の行と列にそれぞれ群の元を配置。
3. 各セルに対応する行と列の元の積を計算し、その結果をセルに記入。

3 ケイリーの定理

ケイリーの定理は、群論の基本的な定理の一つであり、任意の群が対称群の部分群として実現で
きる定理を指す。任意の群 G について、G はその要素の置換によって形成される対称群 SG の部
分群と同型であるというのがケイリーの定理の主張である。

∀G, ∃ a sub-group of SGsuchthatG ∼= thissub − group

具体的には、群 G の任意の元 g に対して、G 上の置換 σg を次のように定義する。

σg(h) = g · h ∀h ∈ G (3)

ここで、σg は G の各元を g によって左から乗じる写像です。この写像の集合が G の元によっ
て形成される置換群を形成し、これが SG の部分群と同型である主張である。ケイリーの定理は、
任意の抽象群が具体的な置換群として表現できることを保証する。これにより、群論の理論を具体
的な置換の枠組みで考察することが可能となる。

4 ケイリーグラフの種類とその特徴

ケイリーグラフは、群の元とその生成集合に基づいて構築されるグラフであり、群の代数的構造
を視覚化するために用いられる。

ケイリーグラフの定義

群 G とその生成集合 S に対するケイリーグラフ Γ(G, S) は次のように定義される。
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Γ(G, S) =

a directed graph with
vertices as elements ofG,

and edges corresponding
to multiplication byS. (4)

ケイリーグラフの種類

•非指向型ケイリーグラフ: ここでは、エッジは無向であり、s ∈ S に対して g から gsへのエッ
ジが存在。

•指向型ケイリーグラフ: 各エッジは方向を持ち、g から gs へのエッジは s の作用を示す。
•エッジラベル付きケイリーグラフ: エッジには生成元 s のラベルが付けられ、どの生成元に
よって移動するかを示す。

5 非指向型ケイリーグラフ

非指向型ケイリーグラフは、群の基本的な構造を示す。エッジに向きがないため、群の対称性と
可換性を強調する。

•群の対称性: エッジの無向性は、群が可換である場合に特に有用。
•可換群: 可換群（アーベル群）では、任意の二つの元の積が順序に依存しないため、非指向型
ケイリーグラフが適する。

図 4 Cayley Graph Case (Undirected)
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6 指向型ケイリーグラフ

指向型ケイリーグラフは、群の演算の向きや順序を示す。非可換群における元の積の順序を視覚
化するのに適する。

•非可換群: 群の演算が非可換である場合、指向型ケイリーグラフは元の積の順序を示すのに役
立つ。

•演算の順序: エッジの向きは、群の演算が順序に依存することを強調する。

図 5 Cayley Graph Case (Directed)

7 エッジラベル付きケイリーグラフ

エッジラベル付きケイリーグラフは、群の演算をより詳細に示す。特定の生成元による群の元の
変換を明確にする。

•生成元の特定: 各エッジのラベルは、特定の生成元による群の元の変換を示す。
•群の動作: 群の動作やその生成元による具体的な影響を視覚化する。

8 中山の補題：ケーリー・ハミルトンの定理を用いた証明

中山の補題のケーリー・ハミルトンの定理を用いた証明は、特性多項式の根（固有値）を利用し
て、線形写像の核に「非ゼロベクトル」が存在することを示し、それが「固有ベクトル」であるこ
とを利用する点にある。中山の補題は、ある条件を満たすベクトル空間の部分空間に関する重要な
結果である。ここでは、ケーリー・ハミルトンの定理を利用したその証明の概略を示す。
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図 6 Cayley Graph (Edge-Labeled, Case 3)

図 7 Cayley Graph (Edge-Labeled, Case 10)

8.1 中山の補題

有限次元線形代数における中山の補題は次のように述べられる。有限次元ベクトル空間 V の部
分空間 W が、ある線形写像 T : V → V によって不変である（つまり、T (W ) ⊆ W ）場合、W に
含まれる T の固有ベクトルが存在する。

中山の補題のステートメント

局所環 R とその極大イデアル m、そして R-モジュール M に対して、中山の補題は次のように
述べられる。
もし M が有限生成 R-モジュールで、mM = M ならば、M = 0 である。

∀R−モジュールM, (mM = M ⇒ M = 0) (5)

ここで、R は局所環、mはその極大イデアル、M は有限生成 R-モジュールを表す。中山の補題
は、局所環におけるモジュールの構造を理解し、モジュールやシーブの局所的性質を調べる際に利
用される。
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8.2 証明の概略

ここで、ケーリー・ハミルトンの定理を用いた証明は以下の通り。

1. T の特性多項式を p(λ) とする。ケーリー・ハミルトンの定理により、p(T ) = 0。
2. p(λ) を λ の多項式として因数分解する。有限次元であるため、少なくとも一つの固有値 λ0 が
存在する。

3. T − λ0I を考える。この線形写像の核（null space）は空でない。なぜなら、p(T ) = 0 から
(T − λ0I)k = 0 となる k が存在し、核には非ゼロベクトルが含まれる。

4. 核に含まれる任意の「非ゼロベクトル」は、T の固有ベクトルであり、固有値は λ0 である。
これにより、中山の補題が証明される。

この証明は、ケーリー・ハミルトンの定理と固有値の概念を利用して、中山の補題の主張である
特性多項式の根（固有値）を利用して、線形写像の核に「非ゼロベクトル」の存在を確認するもの
である。
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