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1 有限鏡写群の導入

反射群は、鏡映を生成要素とする群で、コセクター群やワイル群は特定の種類の反射群である。
有限鏡写群は、特定の有限次元ユークリッド空間で定義される群で、鏡映（反射）の操作によって
生成される。これらの群は、結晶学や多面体理論など、幾何学で用いられる考え方である。
二次元空間の例として、鏡写群は次のように表されることがある。ここで、s1 と s2 は鏡映を表
す操作である。

s1 : R2 → R2, s1(x, y) = (−x, y)

s2 : R2 → R2, s2(x, y) = (x, −y)

これらの鏡映によって生成される群は、平面上の点の座標を反転させる操作を含む。このような
群の要素は、これらの基本的な反射操作の組み合わせによって表現される。

1.1 鏡映

鏡映（反射）とは、ある平面または直線に関して点や図形を対称に移動させる操作のこと。この
操作により、元の図形とその像は鏡像の関係になる。
数学的に、鏡映はベクトル空間における線形変換として定義される。ユークリッド空間 Rn にお
いて、あるベクトル vに対する鏡映は次のように表される。ここで、nは鏡映の軸（または平面）
を定義する単位ベクトルである。

sn(v) = v − 2 〈v, n〉
〈n, n〉

n

ここで、〈·, ·〉はユークリッド内積を表し、vと nの内積を計算する。この式は、ベクトル vを鏡
映軸 nに関して対称な位置に移動するベクトルを表す。
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1.2 有限鏡写群とその部分群

実 Euclid空間 V とそのルート系 Φを固定し、対応する有限鏡写群W = W (Φ)を考える。この
文脈において、W の部分群で特に重要なものは、Φ の “部分ルート系” と関連する部分群である。

1.3 単純鏡映と部分群

単純ルート集合∆を固定した場合に単純鏡映の集合 S := {sα | α ∈ ∆}をW の部分集合として
定義する。ここで、sα は単純ルート αに対応する鏡映を表す。

(1) W の部分群WI

部分集合 I ⊂ S に対し、WI を sα ∈ I で生成されるW の部分群とする。すなわち、

WI := 〈sα(sα ∈ I)〉.

また、∆I := {α ∈ ∆ | sα ∈ I}と定める。

(2) 放物部分群

I ⊂ S、w ∈ W に対し、wWIw−1 と書けるW の部分群をW の放物部分群（parabolic subgroup）
と呼ぶ。放物部分群は、W における対称性の特定の側面を捉えるために用いられ、リー群やリー
代数の理論において重要な役割を果たす。
有限鏡写群 W の研究において、W の部分集合 X に対するポアンカレ多項式の定義は、群の構
造を理解する導入となる。
有限鏡写群W の部分集合 X に対して、X のポアンカレ多項式 X(t)は以下のように定義：

X(t) :=
∑

w∈X

t`(w)

ここで、`(w)は wの長さ（W における最小生成元の数）を表す。

1.4 命題

この定義により、X(t)は X の元の長さに基づいた多項式となる。この多項式は、つまり X の元
がどのように W 全体に群の構造を理解する導入となり、どのように分布しているかを示すのに役
立つ。特に、X がW の特定の部分群やコセットを表す場合、X(t)はその部分群やコセットの組合
せ的な性質を反映する。

2 Chevalleyの定理と不変式環

Chevalley の定理は、有限鏡写群と不変式環でこの定理は Euclid 空間上の有限鏡写群の作用によ
る不変式の構造を明らかにする。この定理は、リー代数とルート系の研究においてリー代数の構造
定数がルート系を用いてどのように記述できるかを示すのである。
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ルート系との関係

ルート系はリー代数の対称性を記述するために用いられるベクトルの集合である。Chevalley の
定理は、これらのルートがリー代数の構造定数を決定する方法を明確にし、特に、この定理は、任
意のリー代数がそのルート系に基づいて構成できることを保証するものである。この定理の意義
は、リー代数の理論において、ルート系を用いることでリー代数の構造をより深く理解し、簡潔に
記述できることにある。さらに、この定理は、リー代数の構造を分析する上で重要である。

2.1 命題

n次元 Euclid空間 V を考え、W ≤ O(V )を有限鏡写群とする。ここで、K = R、G = W とする。
多項式環 S = S(V ∗) ∼= R[x1, . . . , xn] を考えると、W による作用により不変な多項式の環

R = SW が定義される。ここで、SW はW の不変式環と呼ばれる。

2.2 Chevalleyの定理

Chevalleyの定理によれば、Rは S の次数付き部分代数であり、特にW による不変式環である。
これは、W の作用に対して不変な多項式が、S の元として生成されることを意味する。
この定理は、群の表現理論や不変式理論において鏡写群の不変式環がどのように構築されるか考
察を可能とする。

2.3 ルート系の導入

図 1 2D Root System

最初に、その他の有限鏡写群に関して簡潔に整理する。基本領域 (Fundamental Domain)は鏡写
群によって空間が分割される際、一つの基本領域は、全空間を鏡写群の作用によって生成するのに
十分な最小領域である。本論では触れない。リー群 (Lie Group) とリー代数 (Lie Algebra)に関し
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ては、連続対称性を扱う数学の分野で、ワイル群やルート系はリー群やリー代数の理論に密接であ
り、ダイナキン図などで表現されることが多い。本論ではリフレクション群のワイル群で触れる。

2.4 ルート系の導入

有限鏡写群におけるルート系は、特定の幾何学的構造を持つベクトルの集合である。これらのベ
クトル（ルート）は、ユークリッド空間内の鏡映の軸を定義し、鏡写群となる。
ルート系 Φは、ユークリッド空間 V 内の非零ベクトルの集合であり、以下の性質を満たす：
1. Φは原点を含まない。つまり、任意の α ∈ Φに対して、α 6= 0。
2. Φ内の任意のルート αに対して、Φは αに直交する鏡映によって αを別のルートに写す。こ
の鏡映は次のように表される：

sα(x) = x − 2 〈x, α〉
〈α, α〉

α

ここで、〈·, ·〉は内積を表す。
3. Φは有限生成。つまり、有限個のルートから他のすべてのルートを生成することができる。

3 反射群 (Reflection Group)

3.1 コセクター群

コセクター群（Coxeter 群）は、、鏡映によって生成される特定の生成要素と関係式によって定
義される群である。コセクター群 W は、生成要素 {s1, s2, . . . , sn} を持ち、それぞれの生成要素は
鏡映（反射）を表す。これらの生成要素は以下の関係式を満たす： 1. 各 si は自己逆。つまり、

図 2 Coxeter Group Reflection Axes in 2D

s2
i = 1（恒等元）。
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2. 任意の i 6= j に対し、si と sj は次の関係を満たす：

(sisj)mij = 1

ここで、mij は 2以上の整数。

3.2 ワイル群

ワイル群は、有限鏡写群の特別な例である。リー群やリー代数の研究においても登場する。これ
らの群は、ルート系から生成される反射の群である。ワイル群は、コセクター群の特別なケースと
して定群される。ワイル群W は、ユークリッド空間内のルート系 Φに関連して定義される群であ

図 3 Weyl Group Reflections in 2D

る。各ルート α ∈ Φに対して、対応する鏡映 sα が存在し、これによってワイル群は生成される。
各鏡映は次のように表される：

sα(x) = x − 2 〈x, α〉
〈α, α〉

α

ここで、〈·, ·〉はユークリッド空間の内積。

3.3 ワイル群のポアンカレ多項式に関する命題

ワイル群は、これらの鏡映によって生成される群であり、ルート系に対して非常に対称的な性質
を持つ。
ルート系 Φの単純ルート集合 ∆を固定し、S := {sα | α ∈ ∆} ⊂ W を定義。ここで、sα は αに対
応する単純鏡映を表す。この設定に基づいて、ワイル群W の多項式に関する以下の命題を考える。
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(1) 部分集合 I ⊂ S

任意の部分集合 I ⊂ S について、次の関係が成り立つ：

W (t) = WI(t)WIc(t)

ここで、W (t)はワイル群W 全体の多項式、WI(t)は I によって生成されるW の部分群の多項式、
WIc(t)は I の補集合によって生成されるW の部分群の多項式を表す。

(2) 正ルート集合 Πを含む命題

∆を含む正ルート集合を Πとした場合、以下の命題が成り立つ：

W (t) =
∏
α∈Π

(1 + t`(sα))

ここで、`(sα)は単純鏡映 sα の長さを表す。この式は、W のポアンカレ多項式が、Πに属する各正
ルートに対応する単純鏡映の長さに基づいて積の形で表現される。これらの命題は、ワイル群の構
造とポアンカレ多項式の関係を明らかにするものであり、リー群やリー代数の研究、群の構造の把
握に活用できる。

3.4 リフレクション群の違い

コセクター群とワイル群の主な違いは、ワイル群が特定のルート系に関連している点にある。ワ
イル群はルート系に基づく鏡映によって生成され、リー群やリー代数の対称性の研究に不可欠であ
る。一方、コセクター群はより一般的であり、特定のルート系に限定されず、幅広い数学的対象の
対称性を記述する。

4 正ルート集合および単純ルート集合の共役性

正ルート集合および単純ルート集合の共役性Wが成り立つ場合、任意の単純ルートもWである
場合、リー代数やワイル群の理論において、正ルート集合と単純ルート集合は基本的な概念とな
る。特に、ワイル群による単純ルートの共役性を同時に考える。
ワイル群W が与えられたとき、その作用によりルート系 Φは変換される。単純ルート集合がW

によって共役である場合、すなわち任意の単純ルート α, β ∈ Φに対して、ある w ∈ W が存在して
w(α) = β となる場合、次の命題が成り立つ。
命題例: 正ルート集合および単純ルート集合がワイル群 W によって共役であるならば、任意の
ルートもW によって共役である。
証明: 任意のルート γ ∈ Φを考える。γ は単純ルートの非負整数の線形結合として表せる。すな
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わち、

γ =
n∑

i=1
kiαi

ここで、αi は単純ルートで、ki は非負整数である。
単純ルート集合がW によって共役であるため、任意の単純ルート αi に対して、w(αi) = βi とな
るような w ∈ W と βi ∈ Φが存在する。したがって、

w(γ) = w

(
n∑

i=1
kiαi

)
=

n∑
i=1

kiw(αi) =
n∑

i=1
kiβi

となる。ここで、
∑n

i=1 kiβi もまた Φ の要素であるため、任意のルート γ は W によって共役な別
のルートに写される。
この証明により、単純ルート集合がW によって共役である場合、任意のルートもまたW によっ
て共役である。

4.1 ルート系の高さの概念

リー群やリー代数の理論において、ルート系に関連する高さの概念は任意のルートがワイル群に
よって単純ルートに写されるという性質もあることから、ルート系の構造を理解する上で中心的な
役割を果たす。
ルート系 Φ において、単純ルート集合を ∆、対応する正ルート集合を Π とする。∆ に属する任
意のルート αの高さは、ht(α) = 1と定義される。
命題例： 任意のルート β ∈ Φに対して、あるワイル群W の元 wが存在し、wβ ∈ ∆となる。
証明：ルート系 Φ における任意のルート β を考えまえみえいす。β は単純ルートの整数係数の
線形結合として表現できる。すなわち、

β =
∑
α∈∆

kαα

ここで、kα は整数である。
β が正のルートである場合（すなわち、すべての kα ≥ 0）、β は既に Πに属しています。β が負
のルートである場合、β に対応するワイル群の元 w を適用することで、wβ を正のルート（すなわ
ち、∆に属するルート）に変換できる。
したがって、任意のルート β ∈ Φに対して、ある w ∈ W が存在し、wβ ∈ ∆となる。

4.2 ルート系の種類に関して

An〜Dn、G2、E7、E8、F4の Coxeterグラフに対応するルート系の実現 V ⊇ Φ ⊇ ∆
An型 (n ≥ 2):

Φ = {αi | i = 1, 2, . . . , n} ⊂ Rn (1)

An 型のルート系は、n 次元ユークリッド空間内の単位ベクトルによって生成される。すべての
ルートは等しい長さを持ち、Coxeterグラフは一直線状である。
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Bn型 (n ≥ 2):
Φ = {±αi | i = 1, 2, . . . , n} ⊂ Rn (2)

Bn型のルート系は、An型と同様に n次元ユークリッド空間内で生成されるが、ルートが反対方向
に対応することが特徴。

Cn型 (n ≥ 2):
Φ = {±αi | i = 1, 2, . . . , n} ⊂ Rn (3)

Cn型のルート系も n次元ユークリッド空間内で生成されるが、Bn型と同様にルートが反対方向に
対応する特性がある。

Dn型 (n ≥ 4):
Φ = {±αi | i = 1, 2, . . . , n} ⊂ Rn (4)

Dn 型のルート系は n 次元ユークリッド空間内で生成されるが、An 型と比較して特定のルート対
が長さが異なることが特徴。

G2型:
Φ = {±α1, ±α2} ⊂ R2 (5)

G2型のルート系は 2次元ユークリッド空間内で生成される。Coxeterグラフは二重辺からなる。
E7型:

Φ ⊂ R7 (6)

E7型のルート系は 7次元ユークリッド空間内に存在し、ルートの数が非常に多い。
E8型:

Φ ⊂ R8 (7)

E8型のルート系は 8次元ユークリッド空間内に存在し、非常に特殊な性質を持つ。
F4型:

Φ ⊂ R4 (8)

F4型のルート系は 4次元ユークリッド空間内に存在し、特殊な Coxeterグラフを持つ。

命題例

最高ルート αe は、Weyl群 W = W (Φ) において、実現 V 上で不変である場合命題例: 最高ルー
ト αe は、Weyl群W = W (Φ)において、実現 V 上で不変であることは証明されている。最高ルー
ト αe は、ルート系 Φ の中で最も長いルートを指す。この命題は、Weyl群 W の作用に関する性
質を示す。Weyl群 W に属する任意の要素 w ∈ W に対して、w(αe) = αe が成り立つ。つまり、
Weyl群の作用によって最高ルート αe は変化しないことを示す。
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命題例

古典型のルート系に対して、Weyl群 W = W (Φ) は、実現 V 上で反転操作を含む一連の操作で
定義され、これらの操作はルート系 Φ を保つ。古典型のルート系（An、Bn、Cn、Dn）に対して、
Weyl群 W は反転操作を含む一連の操作によって定義される。これらの操作はルート系 Φ を保ち、
実現 V 上でルートの配置を変更するが、ルート系全体は不変。これにより、古典型のルート系に
対するWeyl群の性質が示されている。

5 アフィン変換群（affine group)

V をユークリッド空間とし、(·, ·) をその内積とする。また、λ ∈ V に対し、V 上の平行移動を
t(λ) : v 7→ v + λ で定義する。これらの平行移動は、V と同型な群を構成しすうるが、これを V と
表現する。GL(V ) と V は、どちらも Aut(V ) の部分群である。
この時 V 上のアフィン変換群（affine group）Aff(V )は、GL(V )と平行移動の群 V で生成され
る Aut(V ) の部分群を指す。

Aff(V) が半直積 Aff(V) = GL(V) V であることが自明であるとき、この場合、Aff(V) はアフィ
ン変換群、GL(V)は一般線形群、Vは平行移動の群である。アフィン変換が一般線形変換（GL(V)
の要素 g）と平行移動（Vの要素λ）の合成で表現できることを示すことができる。具体的には、
g で変換した後に平行移動を適用することと、平行移動を適用した後に g で変換することが同じで
あることを示す。
したがって、アフィン変換群 Aff(V) は、一般線形群 GL(V) と平行移動の群 V の半直積

（semi-direct product）として表現されれる。
Φ に付随するアフィン Weyl 群（affine Weyl group）Waff は、次のように表現される：

Waff ⊆ Aff(V )

ここで、Waff はアフィン Weyl 群を表し、Aff(V) の部分群であることを意味する。
アフィンWeyl群 Waff は、ルート系 Φに対するアフィン変換の群。これは、元々のルートの対
称性や変換性を保ちつつ、アフィン変換によってルート系を変形する群。アフィン Weyl 群は、
Weyl群と平行移動の群を含む特殊な部分群である。

5.1 ルート格子

ルート格子 L(Φ) は整数ベクトルの集合で、ルート系 Φ 内のルートベクトルを整数係数で線形
結合したものです。これは、ルート系の対称性や群操作に関連しています。

L(Φ) = spanZ(Φ) (9)
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5.2 ウェイト格子

ウェイト格子は、結晶的ルート系 Φ のウェイトベクトルからなる整数ベクトルの集合です。
ウェイトベクトルは、ルート系 Φ の重要な部分であることが知られています。

Lb(Φ) = spanZ(Λ) (10)

ウェイト格子 Lb(Φ) は整数ベクトルの集合で、ウェイトベクトル Λ を整数係数で線形結合したも
のです。ウェイトベクトルは、結晶的ルート系が表現論や Lie 群と関連する重要な役割を果たすこ
とが示されています。

5.3 双対格子

Lb(Φ) = {v ∈ V | (v, α) ∈ Zforallα ∈ L(Φ)} (11)

ウェイト格子 Lb(Φ) とルート格子 L(Φ) の双対関係は、ウェイトベクトルとルートベクトルの内積
が整数であることを示します。これにより、ウェイト格子とルート格子の間の整数係数の関係が明
らかにされます。

6 アルコーブ A

W = W (Φ) ≤ O(V ) をWeyl群とし、鏡映面の集合を H となる。その場合、次の定義が成り
立つ：

V := V \
⋃

H′∈H H ′

ここで、V は集合 H の鏡映面を除いたユークリッド空間 V である。また、V ◦ の連結成分をア
ルコーブ（alcove）と呼び、その集合を A と表記する。
この定義では、ユークリッド空間 V から鏡映面 H の合併を除いた部分を取り出す。アルコーブ

A は、その結果得られる領域の連結成分を表す。アルコーブは、結晶的ルート系やWeyl群の研究
において重要な概念であり、ルート系の幾何学的な特性や性質の分析上必要である。

7 アルコーブの定義 A

証明. αe を Φ の最高ルートとすると、

A◦ = {λ ∈ V | (λ, αe) < 1, 0 < (λ, α)forallα ∈ ∆}.

は右辺に含まれることが示される。なぜなら、αe は ∆ の要素であるため、右辺の条件を満たす。
また、λが右辺の元ならば、任意の α ∈ ∆について (λ, α) > 0。そして、αe −αもまた単純ルー
トの和であるため、(λ, αe − α) ≥ 0 である。したがって、(λ, α) ≤ (λ, αe) < 1 となり、λ ∈ A◦ が成
り立つ。
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以上により、アルコーブ A◦ の定義となる。A◦ の壁（wall）は Hα（α ∈ ∆）及び Hα, e1
のことを指す。また、Saff を壁に対応する鏡映の集合とすると、つまり Saff := sα | α ∈ ∆ ∪ s
α, e1 であることがわかる。

8 A◦ の壁 H

平行移動群 L(Φ∨) の作用に関する µ の軌道は V の離散部分集合であるため、それを有限群
W で拡大して得られる Waff 軌道および W ′ 軌道もまた離散部分集合。したがって、W ′µ に
含まれる元 ν = wµ であって、λ からの距離が最小になるものが存在。ν ∈ A◦ が示されれば、
wA ∩ A◦ 6= ∅ となり、wA = A◦ が成り立つ。

ν /∈ A◦ と仮定する。すると、λ と ν は A◦ の壁 H で隔てられている。s ∈ Saff ⊂ W ′ を対応す
る鏡映。ν, sν, sλ, λ を頂点とする四辺形は等脚台形であり、H で二分。等脚台形の対角線の長さと
対辺の長さの関係から ksν − λk < kν − λk となり、しかし、sν ∈ W ′µ だから ν の選び方と矛盾と
なる。
残りの証明には W ′ = Waff を示すことが含まれており、これは次のように説明できる。W ′ が
アルコーブ A を推移的に置換することが分かっている。したがって、任意のアルコーブ A につい
て、その壁を A◦ の壁の像として定義できる。すると、任意の鏡映面はあるアルコーブの壁である
ことが示される。特に、Hα,k がアルコーブ A の壁であり、また w ∈ W ′ を wA = A◦ なる元とす
ると、この時 A◦ の壁 H が存在して wHα,k = H となる。つまり、wsα,kw−1 = s 。H に対応する
鏡映 s は W ′ に含まれるため、sα,k ∈ W ′ となる。
平行移動群 L(Φ∨) の作用に関する µ の軌道は V の離散部分集合であるため、それを有限群

W で拡大して得られる Waff 軌道および W ′ 軌道もまた離散部分集合。したがって、W ′µ に含
まれる元 ν = wµ であって、λ からの距離が最小になるものが存在する。ν ∈ A◦ が示されれば、
wA ∩ A◦ 6= ∅ となり、wA = A◦ が成り立つ。

ν /∈ A◦ と仮定。すると、λ と ν は A◦ の壁 H で隔てられている。s ∈ Saff ⊂ W ′ を対応する鏡
映とする。ν, sν, sλ, λ を頂点とする四辺形は等脚台形であり、H で二分される。等脚台形の対角線
の長さと対辺の長さの関係から ksν − λk < kν − λk となる。しかし、sν ∈ W ′µ だから ν の選び方
と矛盾する。
残りの証明には W ′ = Waff を示すことが含まれており、これは次のように説明できる。W ′ が
アルコーブ A を推移的に置換することが分かっている。したがって、任意のアルコーブ A につい
て、その壁を A◦ の壁の像として定義できる。すると、任意の鏡映面はあるアルコーブの壁である
ことが示される。特に、Hα,k がアルコーブ A の壁であり、また w ∈ W ′ を wA = A◦ なる元とす
ると、この時 A◦ の壁 H が存在して wHα,k = H となる。つまり、wsα,kw−1 = s である。H に対
応する鏡映 s は W ′ に含まれるため、sα,k ∈ W ′ となる。
有限鏡映群の Coxeter表示において、長さ関数 `(w) = n(w) が重要であることが知られている。
アフィンWeyl群に対する類似の長さ関数を導入する。

w ∈ Waff を生成系 Saff の積で表示した時の長さの最小値を w の長さ（length）と呼び、`(w)
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と書く。また、そのような w の表示を簡約表示（reduced expression）と呼ぶ。
一方で、n(w) の類似を導入するために、鏡映面とアルコーブを使用する。次のように定義：
w ∈ Wcaff に対し、

L(w) := {H ∈ H | HはアルコーブA◦とwA◦を隔てる}

と定める。また、n(w) := |L(w)| とする。
このように、アフィンWeyl群の元 w の長さ関数として n(w) を導入。L(w) はアルコーブと鏡
映面に関連し、n(w) はそのサイズ（要素の数）を表す。

8.1 アルコーブ A と B

簡単のため、H ∈ H がアルコーブ A と B を隔てることを A|HB と書き、隔てないことを
A 6 |HB と書ける。A 6 |HB は A と B が H に関して同じ側にあることを意味する。

1. Hs が両方の集合に含まれると仮定する場合、Hs ∈ L(w−1) の場合について考え、このとき、
sA◦|HA◦ である。この情報から、H ∈ L(s) = {Hs} を意味するが、これは H の取り方と矛盾
する。逆の包含関係も同様に、この議論で w を ws に置き換えれば成り立つ。

2. Aへの作用の単純推移性について証明。w を簡約表示 w = s1s2 . . . sr とする。Hi := Hsi
。ま

ず、L(w) の定義から次のようになる。

L(w) = {H1, s1H2, s1s2H3, . . . , s1s2 . . . sr−1Hr}

右辺に現れる鏡映面は互いに異なる。これは、w の簡約表示の積の各因子 si に対応する鏡映
面 Hsi が互いに異なることから明らかである。したがって、Waff の元 w がアルコーブ A に
単純推移的に作用する。

3. n|Waff = λ について証明する。n|Waff は Waff の元の長さ関数を表す。
Waff の元 w の長さを n(w) とし、Waff 全体の長さ関数を λ とする。Waff の元は単純推

移的に A に作用するので、すべての w について n(w) = 1 または n(w) = 0。なぜなら、アル
コーブ A に単純推移的に作用する元は、アルコーブ内での位置を変えないため。
したがって、Waff 全体の長さ関数は λ = Σn(w) = 0 または λ = Σn(w) = 1 となり、

n|Waff = λ が成り立つ。
4. Waff が A に単純推移的に作用することを示す。

Waff の元 w はアルコーブ A に単純推移的に作用するため、任意のアルコーブ A の元 a

に対して、waw−1 もまたアルコーブ A に単純推移的に作用する。したがって、Waff はアル
コーブ A に単純推移的に作用することが示される。
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