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1 最初に

最初に、ローレンツ群を考える上で必要なリー代数の複素化を導入する。ここでは、SO(3,1)
リー代数（ローレンツ群のリー代数）の複素化の不可約な複素線形表現についてである。基底とし
て回転を生成する Ji とブーストを生成するKi を導入する。リー代数を複素化し、まず新しい基底
Aと B に変換した場合にこれらはそれぞれ su(2)リー代数の交換関係を満たし、互いに交換可能で
ある。 ローレンツ群のリー代数 so(3, 1) の複素化 so(3, 1)C の既約複素線形表現である so(3, 1) の

図 1 Hypothetical Graph with SO(3,1) Generators

便利な基底は、回転を生成する 3つの生成子 Ji とブーストを生成する 3つの生成子 Ki によって
与えられる。これらは、慣習とリー代数基底において明示的である。

1.1 最高ウェイト表現

リー代数は複素化され、基底はその 2つの理想の成分に変更される

A = J + iK

2 , B = J − iK

2 .
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図 2 Hypothetical Graph with SU(2) Generators A and B

A の成分 (A1, A2, A3) と B の成分 (B1, B2, B3) は、別々にリー代数 su(2) の交換関係を満たし、
さらに、それぞれが互いに交換可能である。

[Ai, Aj ] = iεijkAk, [Bi, Bj ] = iεijkBk, [Ai, Bj ] = 0,

ここで、i, j, k はそれぞれ 1, 2, 3 の値を取る添字であり、εijk は三次元のレヴィチヴィタ記号で
ある。AC と BC はそれぞれ A と B の複素線形包を表す。

so(3, 1) → so(3, 1)C
∼= AC ⊕ BC

∼= su(2)C ⊕ su(2)C

∼= sl(2, C) ⊕ sl(2, C)

∼= sl(2, C) ⊗ I ⊕ I ⊗ sl(2, C) = sl(2, C) ↔ sl(2, C),

ここで、sl(2, C) は su(2) の複素化であり、A ∼= B である。
これらの同型の有用性は、su(2) の全ての既約複素線形表現が知られており、したがって全ての
既約複素線形表現の sl(2, C) が最高ウェイト表現に同型であるという事実に由来する。これらは複
素線形表現の sl(2, C) で明示的に与えられている。

1.2 共役表現

一般的な表現理論において、リー代数 g の表現 (π, V ) が与えられた場合、End(V ) 上に関連す
る表現が存在し、それは π とも表記される。これは次のように与えられる。

π(X)(A) = [π(X), A], A ∈ End(V ), X ∈ g. (1)

同様に、群 G の表現 (Π, V ) は、End(V ) 上の表現 Π を生み出し、これは以下のように与えら
れる。

Π(g)(A) = Π(g)AΠ(g)−1, A ∈ End(V ), g ∈ G. (2)
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図 3 Hypothetical Graph for Lie Algebra and Group Representations

もし π と Π がそれぞれ R4 上の標準表現であり、作用が so(3, 1) ⊂ End(R4) に制限されている
場合、上述の二つの表現はそれぞれリー代数と群の共役表現となる。対応する表現（ある Rn また
は Cn 上のもの）は任意の行列リー群に存在し、一般に表現理論の調査において、特に特定のリー
群にとっては検討材料である。

1.3 左右ワイルスピノル表現

図 4 Hypothetical Graph for Left-Right Weyl Spinor Representations
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次のように順番に m = 1
2 , n = 0 および m = 0, n = 1

2 を取り、

Ji
1
2

= 1
2σi

を (G1) の一般式で設定し、自明な関係 11 = 1 および J (0) = 0 を使用すると、以下が得られる。
π

( 1
2 , 0

)
(Ji) = 1

2

(
σi ⊗ 1 + 1 ⊗ J

(0)
i

)
= 1

2 σi,

π
( 1

2 , 0
)

(Ki) = − i
2

(
σi ⊗ 1 − 1 ⊗ J

(0)
i

)
= i

2 σi,

π
( 1

2 , 1
)

(Ji) = 1
2

(
J

(0)
i ⊗ 1 + 1 ⊗ σi

)
= 1

2 σi,

π
( 1

2 , 1
)

(Ki) = − i
2

(
1 ⊗ σi − J

(0)
i ⊗ 1

)
= − i

2 σi,

これらは左右ワイルスピノル表現。これらは、基底 VL および VR を持つ 2次元複素ベクトル空
間上で行列乗算によって作用し、その要素 ΨL および ΨR はそれぞれ左右のワイルスピノルと呼ば
れる。与えられた (

π

(
1
2 , 0

)
, VL

)
および

(
π

(
1
2 , 1

)
, VR

)
の表現としての直和が形成される。

1.4 物理慣習と交換条件

リー代数を複素化し、新しい基底 A と B に変換される。これらはそれぞれ su(2) リー代数の交
換関係を満たし、互いに交換可能であることを前述で説明した。交換条件において、選ばれる計量
は η = diag(−1, 1, 1, 1) であり、リー代数と指数写像に対する物理学の慣習が使用される。これら
の選択は任意であるが、一度決められると固定される。リー代数の基底の 1 つの可能な選択は、4-
ベクトル表現で与えられる。

図 5 Hypothetical Graph with SO(3,1) Generators

リー代数 so(3, 1) の交換関係は以下の通り。

[Jµν , Jρσ] = i(ηνρJµσ + ηµσJνρ − ηµρJνσ − ηνσJµρ).

三次元の表記では、これらは以下のようになる。

[Ji, Jj ] = iεijkJk, [Ji, Kj ] = iεijkKk, [Ki, Kj ] = −iεijkJk.
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1.5 n次ローレンツ変換

ローレンツ変換は、特殊相対性理論における概念でミンコフスキー時空上の原点を不動点とする
等長変換であり、次のように表される。

図 6 Hypothetical Graph for Lorentz Transformation in 1D

ミンコフスキー時空では、時間と空間の座標を組み合わせた 4 次元の時空を考える。時空間隔
ds2 は次のように定義される。

ds2 = −c2dt2 + dx2 + dy2 + dz2 (3)

ここで、c は光速であり、ローレンツ変換はこの時空間隔を不変に保る。一次元の場合、ローレ
ンツ変換は次のように表される。

( c ) t′x′ = ( γ ) − γβ − γβγ ( c ) tx (4)

ここで、β = v
c、γ = 1√

1−β2
であり、v は観測者に対する相対速度である。

ローレンツ群は、このようなローレンツ変換全体が成す群であ流。ミンコフスキー時空上の等長
変換群の等方的部分群である。さらに、等長変換全体が成すポアンカレ群の部分群であるとも言え
る。ポアンカレ群は、ローレンツ変換に加えて、時空の平行移動を含む群である。

1.6 順時ローレンツ群

順時ローレンツ群 O+(1, 3) の時空上で定義される推移曲面 Q(x) は、ミンコフスキー時空内の
異なる幾何学的構造を表現される。これらの曲面は、Q(x) の値と時間座標 x0 の符号によって分
類される。

1.7 推移曲面の分類

1. Q(x) > 0, x0 > 0 の場合： 二葉双曲面の上側部分。

Q(x) = −x2
0 + x2

1 + x2
2 + x2

3 > 0, x0 > 0 (5)
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図 7 Classification of Transitive Surfaces

2. Q(x) > 0, x0 < 0 の場合： 二葉双曲面の下側部分。

Q(x) = −x2
0 + x2

1 + x2
2 + x2

3 > 0, x0 < 0 (6)

3. Q(x) = 0, x0 > 0 の場合： 光円錐の上側部分。

Q(x) = −x2
0 + x2

1 + x2
2 + x2

3 = 0, x0 > 0 (7)

4. Q(x) = 0, x0 < 0 の場合： 光円錐の下側部分。

Q(x) = −x2
0 + x2

1 + x2
2 + x2

3 = 0, x0 < 0 (8)

5. Q(x) < 0 の場合： 一葉双曲面。

Q(x) = −x2
0 + x2

1 + x2
2 + x2

3 < 0 (9)

6. 原点 (x0 = x1 = x2 = x3 = 0) の場合： 時空の原点。

x0 = x1 = x2 = x3 = 0 (10)

これらの曲面はミンコフスキー時空における光の伝播や物体の運動を理解する上で必要である。

1.8 制限ローレンツ群とメビウス群の関係

制限ローレンツ群 SO+(1, 3) は射影線型群 PSL(2, C) と同型であり、これはメビウス群やリー
マン球面上の共形幾何の対称操作群とも同型である。この関係性は、ロジャー・ペンローズによっ
てツイスター理論の出発点として用いられている。リー群 SL(2, C) から SO+(1, 3) へのスピノル
写像は全射準同型写像であり、次のように構築される。
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1.9 ミンコフスキー時空と SL(2, C)

図 8 SL(2, C) Action on Minkowski Spacetime

ミンコフスキー時空上の SL(2, C) の作用は、時空上の点を 2×2 エルミート行列で表せる。この
行列は次の形を取る。図は変換前の点は青い円で、変換後の点は赤い十字で表示される。SL(2, C)
の作用がミンコフスキー時空上の点に対してどのように作用するかを視覚化したものである。

X = ( x )0 + x3x1 − ix2x1 + ix2x0 − x3 (11)

ここで、(x0, x1, x2, x3) はミンコフスキー時空上の点を表し、i は虚数単位である。

1.10 スピノル写像の定義

SL(2, C) の元 Λ による X の変換は次のように与えられる。

X ′ = ΛXΛ† (12)

ここで、Λ† は Λ の共役行列である。この変換はミンコフスキー時空におけるローレンツ変換に
対応し、SO+(1, 3) の要素として表現される。
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このようにして、SL(2, C) から SO+(1, 3) への写像が構築され、制限ローレンツ群とメビウス
群、共形幾何の対称操作群との関係性が明らかになる。

2 メビウス変換とローレンツ変換の関係

制限ローレンツ群 SO+(1, 3) とメビウス群の同型性により、リーマン球面上のメビウス変換は、
相対論的に運動している観測者から見た夜空の変化をローレンツ変換として表現できる。

2.1 天球とリーマン球面の対応

図 9 Null Vector in Minkowski Spacetime Mapped to the Riemann Sphere

「静止した星々」をミンコフスキー時空上に配置し、これらを天球上の点としてモデル化するこ
とがある。天球上の各点はリーマン球面上の点に対応する複素数 ξ = u + iv によって表される。
このとき、ミンコフスキー時空上のヌルベクトル（光的ベクトル）は次のように表される。

lµ = 1
1 + |ξ|2

(1, u2 + v2, 2u, 2v) (13)

ここで、lµ はヌルベクトル、u と v はリーマン球面上の複素数 ξ の実部と虚部である。
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2.2 メビウス変換とローレンツ変換

メビウス変換によるリーマン球面上の点の変換は、ミンコフスキー時空におけるローレンツ変換
として解釈できる。これにより、相対論的に運動する観測者から見たときの星々の位置の変化を表
現することが可能となる。この同型性は、特殊相対性理論の観点から宇宙を観測する際の重要な概
念となる。

2.3 ローレンツ群 (不定直交群)の導入

ローレンツ群の概念は、任意の次元の時空に対する自然な一般化を持っている。数学的には、
ローレンツ群は二次形式

(x1, x2, . . . , xn, xn+1) 7→ x2
1 + x2

2 + . . . + x2
n − x2

n+1

を保つ Rn+1 の線形変換の不定直交群 O(n, 1) である。
群 O(1, n) は二次形式

(x1, x2, . . . , xn, xn+1) 7→ x2
1 − x2

2 − . . . − x2
n

を保つ。O(1, n) は O(n, 1) と同型であり、両方のローレンツ群の表現は理論物理学界で使用され
ている。前者は重力に関連する文献でより一般的であり、後者は素粒子物理学の文献でより一般的
である。

Rn+1 のベクトル空間にこの選択の二次形式を装備した一般的な表記は R1,n である。
四次元のローレンツ群（ここで n = 3）の多くの性質は、任意の n に容易に一般化される。例え
ば、ローレンツ群 O(n, 1) は四つの連結成分を持ち、(n + 1) 次元ミンコフスキー空間における天球
上の共形変換として作用する。恒等成分 SO+(n, 1) は双曲線 n 空間 Hn 上の SO(n) バンドルで
ある。

3 ヌルベクトルと視線

ミンコフスキー時空内でのヌルベクトルの実数倍の集合は、ある時刻にある点にいる観測者の星
や遠くの物体への「視線」として解釈することができる。この観点から、天球上の点（同等に、視
線）をエルミート行列で表現する。
ミンコフスキー時空上のヌルベクトル lµ の実数倍は、遠くの物体への視線を表せる。これは、
ミンコフスキー時空の任意の世界点を原点とすることである。

3.1 エルミート行列による視線の表現

天球上の点、すなわち視線は、次の形のエルミート行列 X によって表現される。

X = 1
1 + |ξ|2

( 1 ) + |ξ|22ξ2ξ∗1 − |ξ|2 (14)

9



図 10 Null Vector in Minkowski Spacetime Mapped to the Riemann Sphere (Real Components)

ここで、ξ = u + iv はリーマン球面上の複素数であり、ξ∗ はその共役複素数である。この行列
は、天球上の点をミンコフスキー時空のヌルベクトルとして表現する際の座標を提供する。
このようにして、天球上の点（視線）をミンコフスキー時空における視点からエルミート行列を
用いて表現することができる。
制限ローレンツ群 SO+(1, 3) はメビウス群 PSL(2, C) と同型であるため、その共役類も五つに
分けられる。これらの共役類は、メビウス変換がリーマン球面上に作用する際の不動点の性質に
よって分類される。

3.2 共役類の分類

1. 楕円型変換： 天球上の二つの不動点を持ち、これらの間に弧状のフローを生成する。
2. 双曲型変換： 二つの反対方向に動く不動点を持つ。
3. 斜航型（Loxodromic）変換： 螺旋状のフローを持ち、天球上の点を一方向に移動させる。
4. 放物型変換： 単一の不動点を持ち、それを中心にフローが生じる。
5. 自明な恒等変換： どの点も動かさない。
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図 11 Classification of Conjugacy Classes

3.3 ミンコフスキー時空における不動点の対応

これらの共役類は、メビウス変換がリーマン球面上に作用した際の不動点の性質に相当する。こ
れらの不動点は、制限ローレンツ変換がミンコフスキー時空に作用させた際のヌル固有空間と対応
する。

3.4 1パラメータ部分群のフロー線への影響

これらの共役類は、1 パラメータ部分群のフロー線にも影響を与える。例えば、楕円型ローレン
ツ変換は、天球上の二つの任意の不動点の間に弧状のフローを持つことができる。これは共形変換
の一例として理解することができる。

3.5 おもちゃのモデル

低次元のケース n = 1 と n = 2 は、物理的な理論において ”おもちゃのモデル” としてしばしば
有用であり、高次元ローレンツ群は隠された次元の存在を主張するストリング理論 (ひも理論) な
どの物理理論で使用される。
また、ローレンツ群 O(n, 1) は n 次元デ・シッター空間 dSn の等長群であり、均質空間

O(n, 1)/O(n − 1, 1) として実現されるかもしれません。特に O(4, 1) は宇宙論的モデルであるデ・
シッター宇宙 dS4 の等長群である。
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4 デ・シッター空間

図 12 Time axis De Sitter Space

デ・シッター空間は、一般化されたミンコフスキー空間の一つ高い次元の部分多様体として定義
される。標準的な計量を用いてミンコフスキー空間 R1,n を取る：

ds2 = −dx2
0 +

n∑
i=1

dx2
i ;

デ・シッター空間は、一枚のシートで記述される双曲面によって定義される部分多様体である：

−x2
0 +

n∑
i=1

x2
i = α2,

ここで α は長さの次元を持つ非ゼロ定数です。デ・シッター空間の計量は周囲のミンコフス
キー計量から誘導されたもので、非退化でありローレンツ署名を持つ。（もし上の定義で α2 を
−α2 に置き換えると、二つのシートを持つ双曲面を得ることができる。この場合に誘導された計
量は正定値で、各シートは双曲 n 空間のコピーである。
デ・シッター空間はまた、二つの不定直交群 O(1, n)/O(1, n − 1) の商としても定義される。これ
は非リーマン対称空間であることを示す。
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位相的には、デ・シッター空間は R × Sn−1 となる。（従って n ≥ 3 ならばデ・シッター空間は
単連結である）。

4.1 デ・シッター空間の等長群

デ・シッター空間の等長群はローレンツ群 O(1, n) である。従って、計量は n(n + 1)/2 の独立な
キリングベクトル場を持ち、最大限に対称的である。全ての最大限に対称な空間は定数曲率を持
つ。デ・シッター空間のリーマン曲率テンソルは次で与えられる：

Rρσµν = 1
α2 (gρµgσν − gρνgσµ)

（リーマン曲率テンソルのための符号規約 Rρ
σµν = ∂µΓρ

νσ − ∂νΓρ
µσ + Γρ

µλΓλ
νσ − Γρ

νλΓλ
µσ を使用す

る。）デ・シッター空間はアインシュタイン多様体である。なぜならリッチテンソルは計量に比例
するからである：

図 13 Riemann Curvature Tensor Components in De Sitter Space

Rµν = Rλ
µλν = n − 1

α2 gµν

これは、デ・シッター空間が宇宙定数 Λ が与えられるアインシュタイン方程式の真空解である
ことを意味する：

Λ = (n − 1)(n − 2)
2α2 .

デ・シッター空間のスカラー曲率は次で与えられる：
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R = n(n − 1)
α2 = − 2n

n − 2Λ.

例えば、n = 4 の場合、Λ = 3/α2 および R = 4Λ = 12/α2 である。
例えば、異なる宇宙定数 A に対するスカラー曲率 R の関係をプロットしたものである。指定し
たパラメータ nに基づいて計算されたデ・シッター空間の宇宙定数とスカラー曲率の関係が可視化
される。グラフは宇宙定数 Aとスカラー曲率 Rの関係を示す。

図 14 Relationship Between Cosmological Constant and Scalar Curvature in De Sitter Space

4.2 古典的ローレンツ群

不定直交群 O(p, q) を、古典的な直交群 O(n) と同様に、行列の群として定義することができる。
(p + q) × (p + q) の対角行列 g を考え、

g = diag(1, . . . , 1, −1, . . . , −1)

とする。ここで p は正の成分の数、q は負の成分の数である。
次に、Rp+q 上の対称双線形形式 〈·, ·〉p,q を式

〈x, y〉p,q = x1y1 + · · · + xpyp − xp+1yp+1 − · · · − xp+qyp+q

によって定義することができる。ここで 〈·, ·〉 は Rp+q 上の標準内積である。
そこで O(p, q) を、この双線形形式を保つ (p + q) × (p + q) 行列の群として定義できる。

O(p, q) = {A ∈ Mp+q(R)|AT gA = g, ∀x, y ∈ Rp+q}
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図 15 Bilinear Form Matrix for O(3, 2)

より具体的には、O(p, q) は次のような行列 A で構成される。

gAT g = A−1

ここで AT は A の転置と定義できる。

図 16 SO(3, 2) Subgroup Matrices

A = ランダムな正則行列 ∈Rp×p

B = ランダムな要素を持つ行列 ∈Rp×q

C = ランダムな要素を持つ行列 ∈Rq×p

D = 単位行列 ∈Rq×q
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O(p, q) の部分群として、SO+(p, q) および関連する部分群を代数的に記述することができる。
O(p, q) の行列 L をブロック行列として分割可能とする。

L = ( A ) BCD

ここで A, B, C, D はそれぞれ p × p, p × q, q × p, q × q のブロックである。左上の p × p ブロック A

の行列式が正であるような O(p, q) の行列の集合が部分群である。

4.3 ローレンツ群と特殊ローレンツ群

数学において、不定直交群 O(p, q) は、n-次元実ベクトル空間における全ての線形変換のリー群
で、非退化な生成された対称双線形形式の署名 (p, q)（ここで n = p + q）を不変に保つ。これはま
た擬直交群、あるいは一般化された直交群とも呼ばれる。群の次元は n(n − 1)/2 である。
不定ローレンツ群 SO(p, q) は O(p, q) の部分群で、行列式が 1の全ての要素から構成される。定
義された場合と異なり、SO(p, q) は連結ではなく - 2つの成分がある。そして 2つの追加の有限指
数部分群、すなわち SO+(p, q) および O+(p, q) が存在する。

4.4 直交群の交換

図 17 Orthogonal Groups

上記は簡単な直行群の事例である。p と q の値に基づいて、異なる群を示す点の場合。青い点は
O(p,q)を表し、赤い点は O(q,p)を表し、緑の点は O(n,n)を表す。各点の座標は pと qの値に対応

16



している。p と q を交換することは、計量をそれの負に置き換えることと同じで、従って同じ群を
与える。p または q のいずれかがゼロの場合、群は通常の直交群 O(n) と同型である。以降では、
p と q がともに正であると仮定できる。
群 O(p, q) は実ベクトル空間に対して定義される。複素空間に対しては、全ての群 O(p, q, C) が
通常の直交群 O(p + q; C)と同型であり、変換 zj 7→ izj は形式の署名を変えるので、これは U(p, q)
と混同してはならない不定ユニタリ群であり、(p, q) のセスキ線形形式を保つ。
偶数次元 n = 2p では、O(p, p) は分裂直交群として知られている。

5 時間連結成分におけるローレンツ変換の分類

ローレンツ群 O(1, 3) はリー群であり、滑らかな多様体としての構造を持つ。この群は四つの連
結成分を有しており、それぞれは特定の変換特性によって区別される。
四つの連結成分を異なる座標にプロットし、それらの関係を矢印で示している場合。各成分はラ
ベル付けされ、その特性に応じて異なる位置に配置されている。 ローレンツ群の四つの連結成分

図 18 Lorentz Group Components

は以下のように分類される。

1. 時間反転ローレンツ変換により逆転される要素。例えば、未来を向いた時間的ベクトルが過去
を向くベクトルに変換される。

2. 非固有ローレンツ変換により逆転される要素。例えば、特定の四脚場がこれに該当する。
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3. 時間の方向を保存するローレンツ変換、すなわち順時ローレンツ変換。これらは O+(1, 3) と
表記される。

4. 向きを保存する固有ローレンツ変換。これらの変換の行列式は +1 であり、SO(1, 3) と表記さ
れる。

固有順時ローレンツ群（制限ローレンツ群）は、向きと時間の方向の両方を保存するローレンツ
変換の成す部分群であり、SO+(1, 3) と表記される。

5.1 固有順時ローレンツ群

固有順時ローレンツ群は、向きと時間の方向を両方保存するローレンツ変換によって構成され
る。これには以下のような性質がある。

•固有変換であるため、行列式は +1 である。
•順時変換であるため、時間の方向（過去から未来への方向）を保存する。

5.2 ローレンツ群とクラインの四元群

ローレンツ群の連結成分は、商群 O(1, 3)/SO+(1, 3) としての群構造を持ち、これはクラインの
四元群 G =

〈
a, b

∣∣ a2 = b4 = (ab)2 = e
〉

図 19 Klein’s Four-Group

と同型である。O(1, 3) の全ての元は、固有順時ローレンツ変換と以下の離散群の元の半直積に
より表現される。

{1, P, T, PT} (15)

ここで、P および T はそれぞれ空間反転および時間反転作用素である。これらは以下のように
行列で表される。
つまり、 P = diag(1, -1, -1, -1),

T = diag(-1, 1, 1, 1). である。
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図 20 Hypothetical Graph with P and T Matrices
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