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1 最初に

モデル圏（Model Category）は、数学の分野である圏論（Category Theory）の一部であり、特に
ホモトピー論、代数的トポロジーなどの分野で使用され、群論から物理学への応用にも接続可能で
ある。「弱同値」、「ファイブレーション」そして「コファイブレーション」と呼ばれる射のクラス
を備えた圏のことで従来の位相空間の圏や、鎖複体の圏などから抽象化されたものである。そのモ
デル圏は、対象、射、およびホモトピーの概念を形式的に定義し、それらの関係を特定の条件の下
で操作するための考え方を整理する。モデル圏は (C,W,F) という 3つの集合の組で定義される。

1.1 モデル圏の Quillen関手

図 1 Quillen Functor between Model Categories A and B, Quillen Sekite F

モデル圏（Model Category）における Quillen関手（Quillen Functor）は、モデル圏 Aからモデ
ル圏 B への関手 F : A→ B であり、次の条件を満たす：

1. F はコファイブラント対象（Cofibrant objects）を保つ（コファイブラント対象はホモトピー
論的に保存）。

2. F は弱同値（weak equivalence）を保つ（弱同値はホモトピー同値の代数的な対応）。
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1.2 フィブラント対象とコファイブラント対象（Fibrant and Cofibrant Objects）

モデル圏内で特定の条件を満たす対象が、フィブラント対象とコファイブラント対象として分類
される。これらの対象は、ホモトピー理論やホモロジー理論において分類条件の対象定義となる。

1.3 モデル圏からホモトピー圏への関手

モデル圏における左右の Quillen関手 F は、ホモトピー圏への関手を誘導することがある。具体
的には、F がコファイブラント対象を保つため、F はホモトピー圏への関手を誘導し、この関手は
ホモトピー圏上で左随伴関手を持つ。Quillen 関手がコファイブラント対象を保ち、弱同値を保つ
条件を満たす場合、ホモトピー圏で左右の随伴関手を誘導し、ホモトピー的な情報をモデル圏から
取り出すことができる。

1.4 Quille共役（Quillen adjunction）

図 2 Quillen Adjunction between Model Categories A and B, Quillen Sekite F , G

この共役は、ホモトピー論やホモロジー論の研究において用いる。Quillen共役は、2つのモデル
圏（model category）の間の関手（functor）の間に存在する関連付けを指す。モデル圏は、ホモト
ピー論的な性質を考えるための特別なカテゴリであり、代数的な対象とホモトピー的な性質を結び
つける道具として使用される。
以下に、Quillen共役の基本的な構造を示す：
モデル圏 Aとモデル圏 B が与えられたとき、関手 F : A→ B と関手 G : B → Aが考得られる。
これらの関手 F と Gが Quillen共役の関係にあるとは、次の条件が成り立つ：
1. 関手 F はホモトピー同値（homotopy equivalence）を保つ（つまり、F が強いホモトピー同値
の対象を強いホモトピー同値の対象に写す）。2. 関手 Gはホモトピー同値を保つ（つまり、Gが強
いホモトピー同値の対象を強いホモトピー同値の対象に写す）。

Quillen共役の関連する特性として、左共役（left adjoint）と右共役（right adjoint）がある。具
体的には、F が左 Quillen 共役関手（left Quillen adjoint）である場合、G は右 Quillen 共役関手
（right Quillen adjoint）である。Quillen共役において、左共役関手はホモトピー圏においてホモト
ピー余極限（homotopy colimit）を保つ性質を持つ。
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1.5 モデル圏の公理

•対象の集合： C
•弱同値の集合： W
•フィブラント対象の集合： F

と定義さる。

1. 弱同値の性質：- 対象 X から対象 Y への射が弱同値（ホモトピー同値）であるとき、その逆
射も弱同値である。

2. ホモトピー同値を保つ性質：- フィブラント対象 F から X への射と Y への射が弱同値である
とき、その合成射は F から Y へのホモトピー同値である。

3. 強制的な弱同値性質：- 任意の対象 X とそのフィブラント置換 QX において、X から QX へ
の射は弱同値である。

1.6 対象（Objects）

モデル圏内の数学的な対象や構造が対象として扱われる。例えば、位相空間、チェイン複体、局
所化された対象などが対象として考えられる。モデル圏は特定のカテゴリーであり、その中で対象
が定義される。モデル圏では、まず最初に対象が物理的な対象ではなく、ある種の代数的な構造や
性質を持つものとして考える。

1.7 フィブラント対象（Fibrant Object）

図 3 Fibrant Object
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フィブラント対象は、モデル圏において特定の条件を満たす対象である。一般的に、フィブラン
ト対象はホモトピー論的な性質を持ち、ホモトピー同値やホモトピー類似性を考える際に役立つ。
フィブラント対象の具体的な性質は、モデル圏や研究対象に依存するが、典型的な性質としてはホ
モトピー同値を持つパス（path lifting）やファイバー束（fibration）との関連性がある。モデル圏
C において、対象 X がフィブラント対象であるとき、通常は以下の条件を満たす写像 i : A → X

が存在する。

A Xi

この写像 i は、ホモトピー論やホモロジー論において特別な性質を持つ対象 X を表すために使
用される。フィブラント対象は、特定のホモトピー的な性質を持つため、その具体的な数式はモデ
ル圏や研究対象によって異なる。モデル圏や具体的な研究において、フィブラント対象の性質を表
すための詳細な数式や条件が与えられる。

1.8 射（Arrows）

対象間の射（または射影）が定義される。これらの射は、対象間の関係や構造を捉えるための形
式的な記号である。

1.9 モーフィズム（Morphism）

モーフィズム（Morphism）は、数学や圏論において対象間の射を表す概念である。圏論では、
モーフィズムは対象間の関係や変換を記述し、それらがどのように組み合わさるかを研究する。以
下に、モーフィズムと関連する概念について説明できる。

図 4 Morphism Object

1. 合成（Composition）
モーフィズムの合成は、2 つのモーフィズムを組み合わせて新しいモーフィズムを生成する操作
である。合成は通常、以下のように表される。
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対象 A から対象 B へのモーフィズム f : A → B と、対象 B から対象 C へのモーフィズム
g : B → C が与えられた場合、合成 f と gは次のように表現される。

g ◦ f : A→ C

2. 同型（Isomorphism）
同型射（Isomorphism）は、モーフィズムの一種で、逆射（Inverse）を持つ射である。具体的に
は、モーフィズム f : A→ B が同型射である場合、逆射 g : B → Aが存在し、次の条件が成り立つ。

f ◦ g = IdB かつ g ◦ f = IdA

ここで、IdAと IdB は対象 Aと対象 B の恒等射（Identity Morphism）を表す。

3. モノ射（Monomorphism）
モノ射は、2 つのモーフィズムが同じ対象から出発して同じ対象に到達する場合、それらが等し
いことを示す性質である。モノ射は通常、次のように表される。
対象 Aから対象 B へのモーフィズム f : A→ B がモノ射である場合、以下の条件が成り立つ。

For any g1, g2 : X → A, if f ◦ g1 = f ◦ g2, then g1 = g2.

4. エピ射（Epimorphism）
エピ射は、2 つのモーフィズムが同じ対象から出発して同じ対象に到達する場合、それらが等し
いことを示す性質である。エピ射は通常、次のように表される。
対象 Aから対象 B へのモーフィズム f : A→ B がエピ射である場合、以下の条件が成り立つ。

For any g1, g2 : B → Y, if g1 ◦ f = g2 ◦ f, then g1 = g2.

1.10 フィブラント対象の役割

フィブラント対象は、モデル圏内のホモトピー理論において、対象間のホモトピー同値やホモト
ピー同値クラスを理解するのに役立つ。特に、ホモトピー同値を保つマップ（ホモトピー同値保存
写像）を調べる際にフィブラント対象が有用である。

1.11 コファイブラント対象（Cofibrant Object）

フィブラント対象と対照的に、モデル圏にはコファイブラント対象という別の性質を持つ対象も
存在する。コファイブラント対象は、ホモトピー論やホモロジー論において異なる役割を果たす。
一般的に、コファイブラント対象はホモトピー論的な性質を持ち、ホモトピー同値やホモトピー類

5



図 5 Cofibrant Object

似性を考える際に役立つ。コファイブラント対象の具体的な性質は、モデル圏や研究対象に依存す
るが、典型的な性質としてはホモトピー同値を持つ対象へのリフト（lifting）や再トポロジー化
（retractions）との関連性がある。
コファイブラント対象は、モデル圏（Model Category）やホモトピー論（Homotopy Theory）な
どの抽象代数的な概念に関連し、モデル圏 C において、対象 X がコファイブラント対象であると
き、通常は以下の条件を満たす写像 A→ X が存在する。

A→ X

1.12 プルバックファイブレーション

図 6 Pullback Fibration

モデル圏 M でのファイブレーション p : E → B と写像 f : A → B が与えられたとき、写像
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pf : f∗(E)→ A はファイブレーションであり、ここで

f∗(E) = {(a, e) ∈ A× E|f(a) = p(e)}

はプルバックであり、f∗(E) から A と E への射影は以下の可換図式を生成する：

f∗(E) −→ E

↓ ↓ p

A
f−→ B

ここで pf と呼ばれるファイブレーションはプルバックファイブレーションまたは誘導ファイブ
レーションと呼ばれる。

1.13 パススペースファイブレーション

図 7 Path Space Fibration

パススペース構築により、任意の連続写像はホモトピー同値な空間に拡張されるファイブレー
ションになることができる。このファイブレーションはパススペースファイブレーションと呼ば
れる。
連続写像 f : A → B のパススペースファイブレーションの全空間 Ef は、(a, γ) の対で構成さ
れ、ここで a ∈ A かつ γ : I → B は始点 γ(0) = f(a) を持つパスであり、I = [0, 1] は単位区間であ
る。空間

Ef = {(a, γ) ∈ A×BI |γ(0) = f(a)}

は A×BI の部分空間位相を持ち、ここで BI は全ての写像 I → B の空間を記述する。
パススペースファイブレーションは写像 p : Ef → B によって与えられ、p(a, γ) = γ(1) である。
バンドルファイバー Ff は f のホモトピーバンドルとも呼ばれる。
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1.14 ファイバーとホモトピー同値

二つのファイブレーション p1 : E1 → B および p2 : E2 → B の全空間間の写像 f : E1 → E2 につ
いて、同じ基底空間を持つ場合、次の図式が可換であるとき、ファイブレーションの同型写像と
なる：

図 8 Fiber homotopy

E1
f−→ E2

p1 ↓ ↓ p2

B = B

さらに、ファイブレーションの同型写像 g : E2 → E1 が存在し、写像 f ◦ g と g ◦ f がファイブ
レーションの同型写像により、IdE2 および IdE1 にホモトピーである場合、f はホモトピー同値と
なる。

1.15 コファイブラント対象の役割

コファイブラント対象は、モデル圏内のホモトピー理論において、対象間のホモトピー同値やホ
モトピー同値クラスを理解するのに役立つ。特に、ホモトピー同値を保つマップ（ホモトピー同値
保存写像）を調べる際にコファイブラント対象が重要である。

•対象 X に対して、特別なモーフィズム（射）であるコファイブラント性の射（cofibration）
i : A → X が存在する。ここで、A は対象 X のコファイブラント対象への埋め込みとして
働く。

1.16 コファイブラント性の射

コファイブラント性の射 i : A→ X は、以下の性質を持つ射である：

• iは単射（injective）である。
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図 9 Cofibrant Object

• iの伸ばし（extension）のリフト性質を持つ。つまり、任意のモーフィズム f : A → Y（ここ
で Y は任意の対象）に対して、次の図式が可換である：

A X

Y Z

i

f f ′

g

ここで、f ′ は gの伸ばしである。
コファイブラント対象は、ホモトピー圏での特定の性質を持つ対象である。例えば、コファイブ
ラント対象はホモトピー同値やホモトピー余極限の計算に関連しており、モデル圏論の文脈では、
コファイブラント対象やファイバント対象などの対象の性質を理解し、ホモトピー的な情報を取り
扱うのである。

1.17 コファイブラント置換

モデル圏 M において、もし i : ∗ → X がコファイブレーションでなければ、写像円筒 Mi はコ
ファイブラント置換を形成する。実際、位相空間の圏においては、点から空間への任意の写像のコ
ファイブラント置換が存在する。
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1.18 コファイバー

コファイブレーション A → X に対して、コファイバーは誘導される商空間 X/A を定義する。
一般に、f : X → Y に対するコファイバー Cf は

Cf = Mf/(A× {0})

として定義され、f の写像円錐である。ホモトピカルには、コファイバーは f : X → Y のホモト
ピー余核として機能する。実際には、基点付き位相空間の場合、次のホモトピー余極限

hocolim
(
X

f−→ Y
)

= Cf

はコファイバーとなる。
実際、写像 X → Y → Cf の列はコファイバー列を備えており、三角圏において特徴的な三角形
として機能する。

1.19 ホモトピー（Homotopy）

モデル圏では、ホモトピーの概念が中心的である。ホモトピーは対象間の連続な変形や同値関係
を記述するために使用され、ホモトピー同値を定義することがある。

1.20 クラスと条件（Classes and Axioms）

モデル圏は、特定のクラスや条件を満たす射や対象に関する公理を持つ。これらの条件は、ホモ
トピー同値やホモロジーの性質を研究するための数学的な要件を指定する。

2 ホモトピー論（Homotopy Theory）

ホモトピー論では、連続写像のホモトピー同値やホモトピー同値クラスが存在する。連続写像
f, g : X → Y がホモトピー同値であることを示すのに使われる記号は ' である。

2.1 ホモトピー同値

2つの連続写像 f, g : X → Y がホモトピー同値であるとは、連続写像 H : X × [0, 1]→ Y が存在
し、次の条件を満たすことを意味する：

H(x, 0) = f(x) および H(x, 1) = g(x) for all x ∈ X.

2.2 ホモトピー同値クラス

ホモトピー同値クラスは、ホモトピー同値によって同一視される連続写像の集合である。[f ] は
f のホモトピー同値クラスを表す。
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3 ホモロジー論（Homology Theory）

ホモロジー論では、ホモロジーグループやホモロジーコホモロジーが存在する。Hn(X) は n 次
ホモロジーグループを表す。

3.1 ホモロジーグループ

位相空間 X の n 次ホモロジーグループ Hn(X) は、X の n 次ホモロジー同値クラスの集合であ
り、次のように定義される：

Hn(X) = [n-chains]/[n-cycles],

ここで、n-chains は n-次元単体の自由アーベル群によって生成され、n-cycles は n-次元単体の
境界である。

4 モデル圏と代数構造の関係

モデル圏は (C,W,F) という 3つの集合の組で定義されることは前述でも触れた。

•対象の集合： C
•弱同値の集合： W
•フィブラント対象の集合： F

代数構造としてのモデル圏では、次の数式が成り立つ。

1. 合成の結合法則（Associativity of Composition）：

(f ◦ g) ◦ h = f ◦ (g ◦ h) (1)

2. 単位元の存在（Existence of Identity）：各対象 X に対して、恒等射 idX が存在し、次の等式が
成り立つ。

f ◦ idX = idY ◦ f = f (2)

3. 逆元の存在（Existence of Inverses）：各射 f に対して、逆射 f−1 が存在し、次の等式が成り
立つ。

f ◦ f−1 = f−1 ◦ f = idX (3)
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5 ホモトピー論と代数構造

5.1 ホモトピー同値（Homotopy Equivalence）

ホモトピー論において、群論や環論の代数的構造がしばしば使用される。ホモトピー論では、連
続写像の間の「ホモトピー同値」という概念でも見かけられる。二つの写像 f と g がホモトピー
同値であるとは、ある連続写像 H が存在して次の条件を満たすことを意味する。

f ' g または H : X × I → Y

ここで、X と Y はトポロジカル空間であり、I は単位区間 [0, 1]である。このようなホモトピー
同値は、トポロジカル空間の「同じ形状」を捉える考え方である。

5.2 ホモロジー群（Homology Groups）

ホモロジー論は、ホモトピー論と密接に関連しており、トポロジカル空間のトポロジカルな特性
を表現する。ホモロジー群は、トポロジカル空間の特性を捉え、ホモトピー同値の不変量を提供す
る。ホモロジー群 Hn(X) は、トポロジカル空間 X の n 次ホモロジー群であり、次のように定義
される。

Hn(X) = Ker(dn)
Im(dn+1)

ここで、Ker(dn) は境界写像 dn の核、Im(dn+1) は境界写像 dn+1 の像である。ホモロジー群は、
トポロジカル空間の「穴の数」や「ループの性質」を表現するのに役立つ。

6 ホモトピー余極限とホモトピー圏での Co-limit

ホモトピー余極限は、モデル圏における余極限のホモトピー的な類似物である。ホモトピー余極
限は、余極限の構成時に発生する可能性がある「悪い」挙動を修正し、より「良い」ホモトピー特
性を持つ対象を生成する。モデル圏のホモトピー圏では、これらのホモトピー余極限が通常の余極
限として機能する。
ホモトピー余極限を取ってから関手で写したものと、関手で写してからホモトピー余極限を取っ
たものの間に弱同値が存在する。これは、ホモトピー理論において重要な性質であり、関手が「ホ
モトピー余極限と可換」であることを意味する。これらの条件が成立するかどうかは、検討してい
る特定のモデル圏や関手の性質に依存するのは前提である。これらの条件が成立しない場合、関手
はホモトピー余極限と可換でないことがあるため、ホモトピー余極限を正しく計算するためには、
関手がコファイブラント対象やファイバント対象に対して適切に振る舞いを定義する必要がある。
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図 10 Hypothetical Graph Representing Functor and Homotopy Co-limit

•関手の適用とホモトピー余極限の順序が交換する: あるモデル圏内の関手 F が与えられた場
合、F を適用してからホモトピー余極限を取る操作と、ホモトピー余極限を取ってから F を
適用する操作が同じ結果をもたらす。

具体的には、関手 F がある対象 X に作用し、その結果が F (X) であるとした場合。関手 F が
「ホモトピー余極限と可換」である場合、以下の関係が成立する：

F (ホモトピー余極限(. . .)) =ホモトピー余極限(F (. . .))

この性質は、関手 F がホモトピー的な情報を保存することを示す。つまり、ホモトピー余極限
において対象と射の族が持つホモトピー的性質は、関手 F によって変更されずに保持される。

6.1 ホモトピー Push-Outについて

ホモトピー限界（Co-limit）の概念は、ホモトピー押し出し（PushOuts）の一般化であり、マッ
ピングシリンダーを用いてコファイブレーションを定義する際に用いられるものである。この観察
によって動機づけられるこの概念は、（通常の）押し出し

Dn ∪Sn−1 pt

は、n-次元ディスクの境界である n − 1次元球面を一点に縮約して得られる空間であり、これは n

次元球面 Sn に同相である。一方で、押し出し

pt ∪Sn−1 pt

は一点である。したがって、（収縮可能な）ディスク Dn が点に置き換えられたとしても、二つの
押し出しはホモトピー（弱い意味での）同値ではない。
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図 11 Fiber homotopy Colimit Pushout

したがって、押し出しはホモトピー理論の原則とは整合性が取れていない。この理論は、弱い同
値性を持つ空間が同じ情報を持つと考えられる。押し出しを形成するために使用される空間の一つ
以上が弱い同値性を持つ空間に置き換えられた場合、押し出しは保証された状態にはならない。ホ
モトピー押し出しはこの欠陥を是正する。
トポロジカル空間の二つの写像 A← B → C のホモトピー押し出しは、

A ∪B×[0,1] B ∪B×[0,1] C

として定義される。すなわち、A と C の両方で B を貼り付ける代わりに、B 上のシリンダーの二
つのコピーを貼り合わせてその端を A と C に貼り付ける。たとえば、（写像が射影である図の）
ホモトピー限界は、

X0 ← X0 ×X1 → X1

の結合 X0 ∗ X1 である。 ホモトピー押し出しは、通常の押し出しの欠陥を共有しないことが示さ
れる。A、B、または C をホモトピックな空間で置き換えると、ホモトピー押し出しもまたホモト
ピックになる。この意味で、ホモトピー押し出しは、ホモトピック空間だけでなく（通常の）押し
出しも同相空間で扱う。
マッピング望遠鏡やホモトピー押し出しの例などを同等に扱うことは、ある「索引付け」カテゴ
リ I の空間の図式を考えることによって達成される。これはファンクター

X : I → Spaces,

すなわち、I の各オブジェクト i に空間 Xi を割り当て、それらの間の写像を I の写像に従って行
う。このような図式のカテゴリは SpacesI と表される。
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図 12 Fiber homotopy Colimit Pushout

6.2 自然なファンクターとしての対角ファンクター

∆0 : Spaces→ SpacesI

が存在し、任意の空間 X を X が至る所にあり、X の写像がそれ自体の同一性となる図式に送る。
通常のカテゴリー理論では、このファンクターの右随伴が極限である。ホモトピー極限は、この状
況を変更することによって定義される。つまり、右随伴

∆ : Spaces→ SpacesI

は、あるオブジェクト i での I-図式に空間 X を送る。

X × |N(I/i)|

ここで I/i はスライスカテゴリであり、そのオブジェクトは j → i の矢印で、ここで j は I の任
意のオブジェクトである。N はこのカテゴリの神経であり、| - |はこの単体的集合の位相的実現で
ある。

6.3 ホモトピー余極限

同様に、左随伴 (共役)としての対角ファンクター ∆0 に対して余極限を定義することができる。
ホモトピー余極限は、上記の ∆ とは異なるファンクター ∆ に対する左随伴 (共役)として定義さ
れるが、I の逆カテゴリ Iop の神経カテゴリ |N(Iop)| が点に置き換えられたときに元のファンク
ター ∆0 を回復するという性質を共有している。

hocolimXi → colimXi.
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通常、この写像は弱い同値ではない。例えば、上で遭遇したホモトピー押し出しは常に通常の押
し出しに写像される。この写像は通常、弱い同値ではない。例えば、結合は

X0 ← X0 ×X1 → X1,

の押し出しに対して弱い同値ではない。これは一点である。

7 おさらい：群論と環論

7.1 群（Group）

群 G は、以下の条件を満たす集合と二項演算（通常は乗法または加法）の組である。

•閉包性（Closure）：すべての a, b ∈ G に対して、a · b（または a+ b）も G の要素である。
•結合法則（Associativity）：すべての a, b, c ∈ G に対して、(a · b) · c = a · (b · c)（または

(a+ b) + c = a+ (b+ c)）が成り立つ。
•単位元（Identity Element）：単位元 e ∈ Gが存在し、すべての a ∈ Gに対して、a ·e = e ·a = a

（または a+ e = e+ a = a）が成り立つ。
•逆元（Inverse Element）：各 a ∈ G に対して、逆元 a−1 が存在し、a · a−1 = a−1 · a = e（また
は a+ (−a) = (−a) + a = 0）が成り立つ。

7.2 環（Ring）

環 R は、以下の条件を満たす集合と 2つの二項演算（通常は加法と乗法）の組である。

•加法（Addition）：Rは加法に関してアーベル群である。つまり、加法は閉包性、結合法則、単
位元（零元 0）、逆元（各 a ∈ R に対して −a）を持つ。

•乗法（Multiplication）：R は乗法に関して半群である。つまり、乗法は閉包性と結合法則を
持つ。

•分配法則（Distributive Law）：各 a, b, c ∈ Rに対して、a·(b+c) = a·b+a·cと (b+c)·a = b·a+c·a
が成り立つ。

7.3 トポロジカル空間の基本概念

トポロジカル空間は、集合とその集合の部分集合に関する特定の性質（位相）を考える数学の対
象である。具体的には、以下の要素から成り立つ。また、トポロジーは、数学の分野で、集合論的
な方法を使用して空間の性質を研究する学問である。
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7.4 単連結性 (Simply Connected)

トポロジーにおいて ”単連結” は、位相空間が基本的なトポロジカル性質の一つであることを示
す。単連結な空間は、基本群が自明であるという性質を持ち、任意の閉曲線を収縮させることがで
きることを意味する。

7.5 単純化 (Simplicial)

トポロジーにおいて ”単純化”は、シンプレックス（simplex）と呼ばれる基本的な幾何学的オブ
ジェクトを使用する方法を指す。シンプレックスは、多角形や多面体の一般化であり、トポロジー
とホモトピー理論の研究に使用される。

7.6 単純位相 (Simplicial Topology)

” 単純位相” は、シンプレックスを用いて位相空間を研究するトポロジーの一種である。シンプ
レックスの概念を基に、位相空間をシンプレックスの組み合わせとして表現し、トポロジカルな性
質を調査できる。

7.7 集合（Set）

トポロジカル空間は、要素の集まりである集合を持つ。この集合を通常記号 X で表す。

7.8 位相（Topology）

位相は、開集合（Open Sets）の集合として定義される。集合 X 上の位相は、X の部分集合族 τ

で、以下の条件を満たす。

•X 自体と空集合 ∅は位相の中に含まれている。
•有限個または無限個の開集合の合併が位相に含まれている。
•有限個の開集合の交叉が位相に含まれている。

7.9 トポロジカル空間（Topological Space）

集合 X とその上に定義された位相の組み合わせをトポロジカル空間と呼ぶ。通常、X をトポロ
ジカル空間の上に置かれた集合とみなし、その位相を特定する。

7.10 開集合（Open Set）

位相空間内で定義された開集合は、位相に従って定義される集合で、トポロジカル空間の性質を
記述する。
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7.11 代数的トポロジー

7.12 単体複体（Simplicial Complex）

単体複体は、代数的トポロジーの基本的な対象であり、単体（simplex）と呼ばれる基本的な幾何
学的対象を用いて構築されるトポロジカル空間である。単体複体は、単体の頂点を結んで構築さ
れ、空間のトポロジカル性質を研究する際に使用される。

7.13 ホモトピー同値（Homotopy Equivalence）

ホモトピー同値は、2 つのトポロジカル空間が「同じ形」を持つことを示す代数的な不変量であ
る。ホモトピー同値の関係は、ホモトピー群を用いて表現される。これは、トポロジカル同値では
なく、トポロジカルに近い性質を比較するために使用される。

7.14 ホモロジー理論（Homology Theory）

ホモロジー理論は、トポロジカル空間の「穴の数」を数えるための代数的な手法である。ホモロ
ジー群は、空間のトポロジカルな性質を捉えるための不変量であり、トポロジカル同値の議論に使
用される。

7.15 同調性理論（Cohomology Theory）

同調性理論は、ホモロジー理論の双対的な概念であり、代数的な不変量をトポロジカル空間に割
り当てるために使用される。同調性理論は、トポロジカル空間の「余穴の数」を数えるための手法
である。同調性理論は、特定のトポロジカル空間に対する代数的な不変量を生成し、異なる空間
の同調性を比較するのに役立つ。最も基本的な概念の一つは「コホモロジークラス（cohomology
class）」である。コホモロジークラスは、トポロジカル空間の特徴的な性質やトポロジカル変換に
関する情報を明らかにする。代表的な同調性理論には、シンプリシャルホモロジー、セラムホモロ
ジー、デ・ラムコホモロジーなどもあるが本論では触れない。数学的オブジェクトとしては、コホ
モロジーグループやコホモロジーリングがあり、コホモロジーグループは、トポロジカル空間の特
定の次元に関連付けられ、異なる空間の同調性を比較するために使用される。コホモロジーリング
は、コホモロジーグループにリング構造を付けることで、積や環の概念を導入できる。

7.16 トポロジカル不動点定理

トポロジカル不動点定理は、連続写像の不動点に関する結果の事例である。
トポロジカル不動点定理は、次のように述べられる。連続写像 f : X → X がコンパクトハウス
ドルフ位相空間 X から自身への写像であるとき、少なくとも 1つの点 x ∈ X が f(x) = xを満たす
不動点である。
つまり、X がコンパクトハウスドルフ位相空間で、f : X → X が連続写像であるとしたとき、不
動点 x ∈ X が存在して、f(x) = xが成り立つ。
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7.17 ベクトルバンドル理論

ベクトルバンドル理論（Vector Bundle Theory）は、トポロジカル空間や代数多様体上に定義さ
れる幾何学的な構造を記述するものである。局所的にベクトル空間と同じ性質を持つバンドルであ
り、各点での「ファイバー（fiber）」と呼ばれるベクトル空間を持つ。ベクトルバンドルは、多様
体上のベクトル場や接バンドルなど、さまざまな幾何学的な概念を抽象化し、代数的に扱うことが
できる。

1. ベクトルバンドル（Vector Bundle）: 多様体上のベクトルバンドルは、各点でのベクトル空
間が滑らかに変化する幾何学的な構造である。ベクトルバンドルは、トポロジカルベクトルバンド
ルや微分ベクトルバンドルなどがある。

2. 射影バンドル（Projective Bundle）: 射影バンドルは、多様体上の射影ベクトルバンドルの
特別な場合であり、射影幾何学的な性質を持つ。

3. 切断（Sections）: ベクトルバンドルの切断は、各点でのベクトルを選ぶ操作であり、微分方
程式やベクトル場の理論に関連する。
ベクトルバンドル理論は、トポロジカル K-理論や Arakelov 基本群などの代数的不変量を計算す
る際にも用いられる。

7.18 Arakelov基本群

Arakelov 基本群は、代数幾何学とアラキン幾何学（Arakelov geometry）の枠組み内で使用さ
れる概念である。代数多様体上のトポロジカルな情報を捉えるために導入され、アデール的
（adele-like）な構造を持っている。

1. トポロジカルな情報の保持: Arakelov 基本群は、代数多様体上のトポロジカルな情報を保持
する。

2. アデール的な構造: Arakelov基本群は、アデール環と呼ばれるアデール的な構造を持つ。
3. Arakelov写像: Arakelov基本群には、Arakelov写像（Arakelov map）と呼ばれる写像が関連付
けられており、この写像は代数多様体上のアデール的な情報をトポロジカルな情報に対応付け
る役割がある。
アラケロフ幾何の主な動機は、素イデアル p ∈ Spec(Z) と有限位相 νp : Q∗ → R との対応関

係にあり、無限位相 ν∞ も存在すること、-ディバイザーの集合は群 Div(X )を形成できる処理
などに期待がある。
これはアルキメデス的評価であり、対応する素イデアルはない。アラケロフ幾何は、

Spec(Z) を完備空間にコンパクト化する技術を提供する。
アラケロフの元々の構成は、ディバイザーの定義を構築するものであり、Spec(OK) 上の相

対次元 1のスキーム X について、各評価に対してリーマン面 X∞ = X (C) まで拡張されるよ
うな理論を一つ検討する。さらに、彼はこれらのリーマン面に X (C)上の正則ベクトルバンド
ルにヘルミート計量を与える。この余分なヘルミート構造は、スキーム Spec(Z) が完全多様
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体であることの失敗の代わりに適用される。F1 幾何の基盤となる、Spec(Z) を拡張して完備
空間を構築するための他の技術も存在する。

7.19 ディバイザーの元々の定義

K を体、OK をその整数環、X を K 上の種数 g の曲線とし、X → Spec(OK) に非特異モデ
ルを持つ算術曲面とする。

∞ : K ↪→ C

は体の包含（無限位相を表すことを意図）である。さらに、X∞を基底変換 Cに対応するリー
マン面とする。このデータを使用して、以下の形式の線形結合として c-ディバイザーを定義で
きる。

D =
∑
i

ki[Ci] +
∑
∞
λ∞X∞

ここで Ci は X の余次元 1の既約閉集合、ki ∈ Z、λ∞ ∈ R である。そして、和は K → C の
各実埋め込みごと、および K → C の各ペアの複素埋め込みごとにわたるものである。c-ディ
バイザーの集合は群 Div(X ) を形成できる。

7.20 ブラウワー不動点定理

図 13 Brouwer’s Fixed-Point Theorem

任意の閉凸集合（compact convex set）D 上の連続写像 f : D → D に対して、少なくとも一
つの不動点（fixed point）x0 ∈ Dが存在する。すなわち、f(x0) = x0 となる点 x0 が存在する。
ここで、D はユークリッド空間 Rn の部分集合で、閉集合かつ凸集合であるという条件が必

要である。不動点 x0 は、写像 f を適用してもその値が変わらない点を指す。
定理（ブラウワー不動点定理）: つまり、任意の閉凸集合 D 上の連続写像 f : D → D に対

して、少なくとも一つの不動点 x0 ∈ D が存在したとき、すなわち、f(x0) = x0 となる点 x0

が存在する。

20



8 多様体の分類（Classification of Manifolds）

ここで空間の議論、クラスの議論で用いられる多様体に関して触れる。これらの分類は、ト
ポロジー学と微分幾何学の重要な問題の一つで、多様体（manifold）と呼ばれる特別なトポロ
ジカル空間のクラスに対する研究課題である。

8.1 多様体の定義

多様体は、局所的にユークリッド空間に似た性質を持つトポロジカル空間である。多様体は
次元（dimension）という整数で特徴付けられ、n次元多様体は n個の座標で表現できる性質を
持つ。たとえば、2次元多様体は平面や曲面のようなものである。

8.2 分類定理

8.2.1 次元 1の多様体
1次元多様体は円周や直線のようなもので、分類は比較的単純である。

8.2.2 次元 2の多様体
2 次元多様体には、球面やトーラスのようなものが含まれる。2 次元多様体の分類は、リー

マン面理論やコンパクト表面の分類に関連する。

8.2.3 次元 3以上の多様体
3 次元以上の多様体については、Poincaré 予想や凸多様体の分類など、より複雑な問題が存

在する。分類定理は次元ごとに異なり、それぞれの次元で異なるアプローチが必要である。

8.3 分類理論のアプローチ

多様体の分類には、代数的トポロジー、微分幾何学、位相幾何学などのさまざまなアプロー
チが結びつき、分類理論には、ホモトピー論、ホモロジー理論、同調性理論、微分構造の理論
などが活用される。

8.4 例外的な多様体

一部の次元では、例外的な多様体が存在する。たとえば、3 次元多様体の分類は非常に複雑
で、例外的な多様体が存在する。これに関連する重要な結果には、Poincaré予想の解決が含ま
れる。
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8.5 代数多様体（Algebraic Variety）

8.6 アフィン代数多様体（Affine Algebraic Variety）

アフィン代数多様体は、アフィン空間内の代数方程式の解の集合として定義される。アフィ
ン空間は、n 次元の実数または複素数のベクトル空間であり、通常、Kn（K は実数または複
素数の体）と表現される。
アフィン代数多様体 V は、次のように表現される：

V = {(a1, a2, . . . , an) ∈ Kn | f(a1, a2, . . . , an) = 0 for some f ∈ K[x1, x2, . . . , xn]}

ここで、K[x1, x2, . . . , xn] は多項式環を表し、f は多項式である。アフィン代数多様体は、
多項式の零点集合として定義され、幾何学的な対象として研究される。
アフィン代数多様体の性質は、多項式環 K[x1, x2, . . . , xn] のイデアルによって特徴づけら

れ、代数幾何学は、多項式環のイデアル論とアフィン代数多様体の幾何学的な性質の関係を考
察するのに用いられる。

8.7 射影代数多様体（Projective Algebraic Variety）

射影代数多様体は、射影空間内の代数方程式の解の集合として定義される。射影空間は、ア
フィン空間を射影的に拡張したもので、点と直線を含むプロジェクティブジオメトリとして知
られている。
n次元射影空間 Pnは、次のように定義できる

Pn = {(x0 : x1 : . . . : xn) | xi ∈ K, not all xi = 0}

ここで、xiは体K 上の変数であり、コロン（:）は比率を表す。射影代数多様体 V は、次の
ように表現される：

V = {(x0 : x1 : . . . : xn) ∈ Pn | F (x0, x1, . . . , xn) = 0 for some F ∈ K[x0, x1, . . . , xn]}

この定義は、多項式 F の零点集合として射影代数多様体を定義され、射影代数多様体は、多
項式のイデアルによって特徴づけられ、射影幾何学的な性質を持つ。射影代数多様体は、ア
フィン代数多様体に比べてより包括的な幾何学的対象であり、射影射影幾何学や射影代数幾何
学といった分野で研究される。

8.8 キャラビ-ヤウ多様体（Calabi-Yau Manifold）

キャラビ-ヤウ多様体は、代数幾何学と微分幾何学において特別な種類のリーマン多様体で
ある。これらの多様体は、物理学、特に弦理論の文脈でも用いられ、超弦理論において宇宙の
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図 14 Hypothetical Graph on a Calabi-Yau-like Manifold

基本構造を記述するために使用される。
(a) ヤウ性（Yau）: キャラビ-ヤウ多様体は、ヤウ計量と呼ばれる特別なリーマン計量を持
つ。この計量は、多様体上の複素構造に関する特定の微分方程式を満たす。

(b) キャラビ性（Calabi）: キャラビ-ヤウ多様体は、リッチ曲率（Ricci curvature）がゼロで
あることを意味する。つまり、多様体上の特定の計量がリッチ曲率テンソルがゼロという
幾何学的条件を満たす。

8.9 ホモロジカルミラー対称性

ホモロジカルミラー対称性は、代数幾何学とミラーシンメトリー理論の枠組み内で研究され
る概念であり、代数多様体のトポロジカルな情報と複素幾何学的な情報の対応への切り口であ
る。キャラビ-ヤウ多様体 X, Y を用いて解くことが多い。
(a) 対応する多様体: ホモロジカルミラー対称性において、あるキャラビ-ヤウ多様体 X とそ
のミラー対称性のある別のキャラビ-ヤウ多様体 Yが対応付けられる。Xと Yは異なるト
ポロジカルおよび複素幾何学的な性質を持つ場合がある。

(b) ホモロジー環とファイバーバンドル: ミラーシンメトリー理論では、キャラビ-ヤウ多様体
X およびキャラビ-ヤウ多様体 Y のホモロジー環やファイバーバンドルが重要な役割を果
たす。これらの代数的な対象は、ミラー対称性の対応を特徴づける。

(c) ミラーマップ: ホモロジカルミラー対称性において、ミラーマップと呼ばれる写像がキャ
ラビ-ヤウ多様体 Xとキャラビ-ヤウ多様体 Yの間に定義される。この写像は、ホモロジー
環やファイバーバンドルの対応を示し、両方の多様体のトポロジカルおよび複素幾何学的
な情報を関連付ける。
ホモロジカルミラー対称性は、トポロジー、数学物理学の間で重要な交差領域であり、多く
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の数学的問題に新しい視点を提供できる。

9 ミラーシンメトリー理論

図 15 Hypothetical Graph in Mirror Symmetry Theory

ミラーシンメトリー理論はも、特定のキャラビ-ヤウ多様体とそのミラー対称性の対応を研
究する理論である。ミラーシンメトリー（鏡像対称性）は、弦理論における数学的かつ物理学
的な概念であり、特定の種類の多様体のペア（キャラビ-ヤウ多様体と呼ばれる）が互いに「ミ
ラー」または「鏡像」となるという理論である。ミラーシンメトリーは、多様体の幾何学的性
質とその鏡像の位相的弦理論の性質が対応するという予想に基づいている。この理論におい
て、モデル A とモデル B は、それぞれ異なる弦理論のトポロジカルな変種を指す。モデル A
は A型トポロジカル弦理論であり、シンプレクティック幾何学と関連する。

9.1 スリーフォールドのミラー構築

元々、ミラー多様体の構築は、場当たり的な手続きを通じて発見された。基本的に、一般的
なクインティックスリーフォールド X ⊂ CP 4 には、キャラビ-ヤウ多様体 Xψ の一パラメー
タ族が関連付けられるべきであり、これには多くの特異点がある。これらの特異点を吹き飛ば
した後、新しい、キャラビ-ヤウ多様体 XV が構築され、これはホッジダイヤモンドを反転さ
せて定義された。特に、同型写像がある。

Hq(X,ΩpX) ∼= H3−p(XV ,Ωq
XV )

しかし、最も重要なのは、同型写像が存在する。

H1(X,Ω1
X) ∼= H1(XV ,Ω2

XV )
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ここで、弦理論（X の Aモデル）の状態H1(X,Ω1
X)は、XV の Bモデルの弦理論（H1(XV ,Ω2

XV )
の状態）と交換される。A モデルの弦理論は X 上のケーラーまたはシンプレクティック構造
にのみ依存し、Bモデルは XV 上の複素構造にのみ依存する。

9.2 弦理論からのアイデア

弦理論では、非線形シグマモデルと呼ばれるモデルのクラスがあり、これは写像 φ : Σ→ X

の族を研究するものである。Σ は属 g の代数曲線であり、X はキャラビ-ヤウ多様体である。
これらの曲線 Σ はワールドシートと呼ばれ、粒子の誕生と消滅を閉じた弦として表す。弦は
時間とともに二つの弦に分かれることもあり、最終的にはこれらの弦が一緒になって消滅す
る。単純化のために、ここでは属 0の曲線のみが考慮され、数学ではこの場合のみが普及して
いる。
また、物理学の用語では、これらの理論は N = 2 の超対称性を持つ (2,2)ヘテロティック弦

理論と呼ばれるため、実際には 4つの超対称性があり、これは、演算子のペア

(Q, Q̃)

が存在し、ヒルベルト空間上で作用するが、符号までしか定義されていないことを意味す
る。この曖昧さは、物理学者にキャラビ-ヤウ多様体のペアが存在し、これらの曖昧さを互い
に交換する双対弦理論があるべきだと初めて示唆されたものである。
空間 X は複素構造を持ち、これは積分可能なほぼ複素構造 J ∈ End(TX)であり、カラー多

様体であるために必然的にシンプレクティック構造 ω を持っている。これはケーラーフォー
ムと呼ばれ、複素化されたケーラーフォーム ωC に複素化することができる。

ωC = B + iω

これは閉じた (1,1)-形式であるため、そのコホモロジークラスは

[ωC ] ∈ H1(X,Ω1
X)

にある。
ミラー対称性の予想の背後にある主なアイデアは、複素構造 J と複素化されたシンプレク

ティック構造 ωC の変形やモジュライを研究することで、これらを互いに双対にする方法を見
つけることである。特に、物理学の視点からは、キャラビ-ヤウ多様体 X の超共形場理論が、
そのミラー多様体 XV の双対超共形場理論と等価であるべきである。ここで共形場理論とは
共形同値を意味し、Σ 上の複素構造の同値類と同じである
非線形シグマモデルには、ペア (X,ωC) とそのモジュライを考慮する A-モデルと B-モデル

の二つのバリアントがある。
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図 16 Mirror Symmetry: Model A vs Model B Invariants

9.3 モデル A (A型トポロジカル弦理論)

モデル Aは、シンプレクティック幾何学と関連しており、カルビ・ヤウ多様体上のシンプレ
クティック不変量として定義される。この理論は、Gromov-Witten 不変量によって特徴づけ
られるホモロジー群を使用している。A モデルでは、キャラビ-ヤウ多様体の特性を代数幾何
学的な方法で記述し、代数的に量子化されたトポロジカルな不変量（例：Frobenius 構造、ミ
ラー対称性の合流、Gromov-Witten不変量など）を計算するのである。

ΦA : H2(X,Z)→ Q (4)

ここで H2(X,Z) は多様体 X の 2次ホモロジー群を表し、ΦA は Gromov-Witten不変量を
計算する写像である。

9.4 Aモデルの相関関数

Aモデルにおける対応するモジュライ空間は擬正則曲線のモジュライである。

Mg,k(X, J, β) = {u : Σ→ X, j, z1, . . . , zk|u∗[Σ] = β, ∂̄Ju = 0}
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またはコンツェビッチ・モジュライ空間としても知られている。

Mg,n(X,β) = {u : Σ→ X|uが安定で、u∗([Σ]) = β}

これらのモジュライ空間には仮想基本類

図 17 Moduli Space A model (e.g., a Torus)

[Mg,k(X, J, β)]virt

または

[Mg,n(X,β)]virt

が装備されており、これはシーフと呼ばれる障害層 Obs 上のセクション πCoker(v) の消滅局
所として表される。
このセクションは微分方程式

∂̄J(u) = v

から来ており、写像 u の摂動としても、Obs のオイラー類のポアンカレ双対としても見る
ことができる。もし Obs がベクトルバンドルであれば。
元の構造によれば、Aモデルで考慮されていたのは P 4 中の一般的なクインティック三次元

である。
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9.5 モデル B (B型トポロジカル弦理論)

モデル Bは B型トポロジカル弦理論であり、複素幾何学と関連している。Bモデルは、キャ
ラビ-ヤウ多様体の別の視点で、物理学的な方法を使用することが主である。具体的には、弦
理論の枠組みを使用して多様体を考える。Bモデルでは、ミラーシンメトリー理論におけるミ
ラーマップを通じて、代数幾何学的な多様体と物理学的な多様体の間の関係を調べることから
始める。物理学的な視点からの情報を使用して、代数幾何学的な不変量を計算し、B モデル
は、物理学の視点から多様体のミラーシンメトリーを理解するために利用され、特に弦理論の
文脈、数理的アプローチからの物理応用への転換に有用である。この理論は、特にホッジ理論
と深い関係がある。

ΦB : Hp,q(X)→ C (5)

ここで Hp,q(X) は多様体 X のドルボー・コホモロジー群を表し、ΦB は複素構造の変形を
追跡する写像である。

9.6 Bモデルの相関関数

同じキャラビ・ヤウ多様体 X に対して Aモデルの部分節で述べたように、X に状態が存在
する双対超共形場理論がある。その演算子 Q̂ の固有空間 H1(X,TX) にある。その三点相関関
数は次のように定義される。

〈θ1, θ2, θ3〉 =
∫
X

Ω ∧ (∇θ1∇θ2∇θ3Ω)

ここで、Ω ∈ H0(X,Ω3
X) は X 上の正則 3形式であり、微小変形 θ（H1(X,TX) は X を含

むカラビ・ヤウ多様体のモジュライ空間の接空間である）に対して、Kodaira-Spencer 写像と
Bogomolov-Tian-Todorov の定理によって、Gauss-Manin 接続 ∇θ が (p, q) 類を (p + 1, q − 1)
類に写すので、

Ω ∧ (∇θ1∇θ2∇θ3Ω) ∈ H3(X,Ω3
X)

は X 上で積分することができる。しかし、この相関関数は X の複素構造にのみ依存する。

結論

ミラーシンメトリーは、キャラビ-ヤウ多様体とトポロジカル弦理論の関係を探る強力な理
論的枠組みである。モデル A とモデル B は、この理論内で異なる側面を照らし出す二つのア
プローチであり、それぞれシンプレクティック幾何学と複素幾何学の研究に新たな視点を提供
する。
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図 18 Manifold B model(e.g., a Sphere)

ミラー多様体

キャラビ-ヤウ多様体 Xψ の優れたファミリーであるドワークファミリーがある。これは射
影ファミリーである。

Xψ = Proj
(

C[ψ][x0, . . . , x4]
(x5

0 + · · ·+ x5
4 − 5ψx0x1x2x3x4)

)
これは複素平面 Spec(C[ψ]) 上にある。このファミリーは、ψ から来る一つの複素変形の次元
しか持っていないことに注意してください。これはミラー多様体 X̃ のホッジダイヤモンドが

dim H2,1(X̃) = 1

を持つことが重要である。 いずれにせよ、Xψ ファミリーには対称群がある。

G =
{

(a0, . . . , a4) ∈ (Z/5Z)5 :
∑

ai = 0
}

これは以下のように作用する。

(a0, . . . , a4) · [x0 : · · · : x4] = [e2πia0/5x0 : · · · : e2πia4/5x4]

Xψ の射影性は、条件 ∑
i

ai = 0
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図 19 X̃ dim H2,1(X̃) = 1の場合

であることが理由である。
関連する商多様体 Xψ/Gは、100の特異点を吹き飛ばすことによって与えられたクレパント

解決を持っている。
X̃ → Xψ/G

これにより、H1,1(X̃) に 101 のパラメータを持つ新しいキャラビ-ヤウ多様体が与えられる。
これがミラー多様体であり、H3(X̃) = 4 で、それぞれのホッジ数は 1である。
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