
Study Note on Group Ideals to Mathmatical Modeling
”Baker–Campbell–Hausdorff, Young Inequality,

Measure Applied Lie Group”

Yasuko Kawahata

November 2023

1 最初に

本論では Baker-Campbell-Hausdorff の公式に関して触れる。この公式は、前述のリー代数分野
の結果を求める際に用いる手法であり、リー群における 2つの指数積の対数を与える。この公式は
リー群とリー代数の研究においてり物理学、特に量子力学や微分方程式の研究に応用可能な考え方
であるため、整理することにした。

2 Baker-Campbell-Hausdorffの公式:量子力学の導入の場合

量子力学における演算子の時間発展の問題を解く場合で公式を考える。この場合、公式より演算
子 Â, B̂ に対して、次のように時間依存演算子 B̂(t) を定義する。

B̂(t) = exp(tÂ)B̂ exp(−tÂ) (1)

exp(X̂) ≡
∞∑

n=0

1
n!X̂

n (2)

B̂(0) = exp(0)B̂ exp(0) = B̂ (3)
d

dt
B̂(t) =

(
d

dt
exp(tÂ)

)
B̂ exp(−tÂ) + exp(tÂ)B̂

(
d

dt
exp(−tÂ)

)
(4)

= Â exp(tÂ)B̂ exp(−tÂ) − exp(tÂ)B̂ exp(−tÂ)Â (5)

= [Â, B̂(t)] (6)

演算子の時間依存性についての問題を解析する。ここでは演算子のテイラー級数展開を考え、B̂(t)
の t に対する微分を取ることから始める。
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演算子 Ĉ は積分定数である。この式の右辺の積分をとると、

Ĉ =
∫

d

dt
(t − 1)[Â, B̂(t)]dt (7)

ここで、(t − 1) を掛けたことで積分が容易になる。

図 1 Existence of Baker-Campbell-Hausdorff Inequality

∫
d

dt
B̂(t)dt =

∫
[Â, B̂(t)]dt (8)

B̂(t) + Ĉ =
∫

[Â, B̂(t)]dt (9)

この積分は部分積分を用いて解かれ、

Ĉ =
∫

d

dt
(t − 1)[Â, B̂(t)]dt (10)

= (t − 1)[Â, B̂(t)] −
∫

(t − 1) d

dt
[Â, B̂(t)]dt (11)

ここで、[Â, B̂(t)] の t に関する微分はさらにコンミュテーターを用いて表される。
次に、B̂(t) の展開を (t − 1) の係数で行う。

(t − 1)[Â, B̂(t)] = (t − 1)dB̂(t)
dt

(12)

= (t − 1)[Â, B̂(t)] − 1
2(t − 1)2[Â, [Â, B̂(t)]] + 1

3! (t − 1)3[Â, [Â, [Â, B̂(t)]]] + · · · (13)

=
∞∑

n=0

(−1)n

n! (t − 1)n[Â, [Â, . . . , [Â, B̂(t)] . . .]] (14)

d

dt
[Â, B̂(t)] = [Â,

d

dt
B̂(t)] (15)

= [Â, [Â, B̂(t)]] (16)

= [Â, [Â, [Â, B̂(t)]]] (17)
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図 2 [A, B] = AB - BA of Baker-Campbell-Hausdorff Inequality

このようにして、[Â, B̂(t)] の t に関する高階の微分は、より多くの Â を含むコンミュテーターを
用いて計算される。 そして、最終的に次のような形で B̂(t) の展開が得られる。

(t − 1)[Â, B̂(t)] − 1
2(t − 1)2[Â, [Â, B̂(t)]] + · · · + (−1)n−1

n! (t − 1)n[Â, [Â, . . . , [Â, B̂(t)] . . .]] (18)

これにより、演算子 Â と B̂(t) の間の関係が時間 t の多項式として記述される。
ここで、Ĉ は積分定数であり、これらの関係を用いて演算子 B̂(t) の時間発展を記述することが
できる。

図 3 Norm of exp(A)Bexp(-A) of Baker-Campbell-Hausdorff Inequality

与えられた演算子の時間発展に関する問題は、次のように展開される。

B̂(t)+Ĉ = (t−1)[Â, B̂(t)]−1
2(t−1)2[Â, [Â, B̂(t)]]+ 1

3! (t−1)3[Â, [Â, [Â, B̂(t)]]]+· · ·+(−1)n−1

n! (t−1)n[Â, [Â, . . . , [Â, B̂(t)] . . .]]+· · ·
(19)

t = 0 のとき、

B̂ + Ĉ = −[Â, B̂] − 1
2 [Â, [Â, B̂]] − 1

3! [Â, [Â, [Â, B̂]]] + · · · + (−1)n−1

n! [Â, [Â, . . . , [Â, B̂]]] + · · · (20)
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これより、積分定数 Ĉ は、

Ĉ = −B̂ − [Â, B̂] − 1
2 [Â, [Â, B̂]] − 1

3! [Â, [Â, [Â, B̂]]] − · · · − 1
n! [Â, [Â, . . . , [Â, B̂]]] − · · · (21)

そして t = 1 のとき、B̂(1) + Ĉ = 0 であるため、B̂(1) = −Ĉ である。
最後に、

exp(Â)B̂ exp(−Â) = B̂ + [Â, B̂] + 1
2! [Â, [Â, B̂]] + · · · + 1

n! [Â, [Â, . . . , [Â, B̂]]] + · · · (22)

が示された。

3 Baker-Campbell-Hausdorffの公式:ユージン・ダイキンの公式の導
入の場合
多くの行列リー群では、X と Y の繰り返し交換子による Z の展開が存在することを知っていれ
ば十分であり、正確な係数はしばしば関係ありません。他の場合では、Z についての詳細な情報が
必要であり、そのために可能な限り明確に Z を計算することが望ましい。多くの公式が存在しま
すが、このセクションでは主要な 2つ（ダイキンの公式とポアンカレの積分公式）を説明する。
ユージン・ダイキンの公式
リー群 G とそのリー代数 g を考える。指数写像を

exp : g → G

とする。次の一般的な組合せ公式は、ユージン・ダイキン（1947年）によって導入された：

log(exp X exp Y ) =
∞∑

n=1

(−1)n−1

n

 ∑
r1+s1>0
rn+sn>0

[Xr1Y s1 . . . XrnY sn ](∑n
j=1(rj + sj)

)∏n
i=1 ri!si!

 ,

ここで、si と ri のすべての非負の値に対して和がとられ、次の記法が使用される：

[Xr1Y s1 . . . XrnY sn ] = [X, [X, . . . [X, [Y, [Y, . . . [Y, [X, [X, . . . [X, [Y, [Y, . . . Y ]] . . .]]]]]] . . .]],

ここで r1 は X の数、s1 は Y の数、...、rn は X の数、sn は Y の数で、[X] := X と理解される。
一般に、この級数は収束しないが、X と Y が十分に小さい場合には収束する。[A, A] = 0 であ
るため、sn > 1 または sn = 0 かつ rn > 1 の場合、項はゼロになる。
すべての高次の項は [X, Y ] およびその交換子の入れ子（リー代数内）を含んでいる。
行列リー群 G ⊂ GL(n, R) において、リー代数は単位行列 I における接空間であり、交換子は単
純に [X, Y ] = XY − Y X である。指数写像は行列の標準的な指数写像で、

exp X = eX =
∞∑

n=0

Xn

n! .

Z を
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eZ = eXeY ,

で解く際に、exp と log の級数展開を使うと、より単純な公式が得られる：

Z =
∑
n>0

(−1)n−1

n

 ∑
ri+si>0
1≤i≤n

Xr1Y s1 . . . XrnY sn(∑n
j=1(rj + sj)

)∏n
i=1 ri!si!

 , ただし ‖X‖ + ‖Y ‖ < log 2, ‖Z‖ < log 2.

注意：第一、第二、第三、第四の項は次の通りである：

•z1 = X + Y

•z2 = 1
2 (XY − Y X)

•z3 = 1
12 (X2Y − 2XY X + Y X2 + Y 2X − 2Y XY + XY 2 − 2Y X)

•z4 = 1
24 (X2Y 2 − 2XY XY − Y 2X2 + 2Y XY X)

3.1 収束の問題

リー代数 sl(2; C)（トレースがゼロの 2 × 2 行列の空間）における次の行列 X と Y を考える：

X =

 0 iπ

iπ 0

 , Y =

0 1
0 0

 ;

すると、

eXeY =

−1 0
0 −1

1 1
0 1

 =

−1 −1
0 −1

 .

となり、sl(2; C) 内の行列 Z で eXeY = eZ となるものが存在しないことを示すのは難しくない。
この簡単な例は、Baker–Campbell–Hausdorffの公式のさまざまなバージョンが、X と Y の反復
リー括弧を用いて Z を表現する際、収束が保証されていない形式的な冪級数を記述していること
を示している。
したがって、Z をリー代数（X と Y が含まれるもの）の実際の要素として（形式的な冪級数と
してではなく）求める場合、X と Y が小さいと仮定する必要がある。リー群上の積演算がリー代
数によって決定されるという結論は、局所的なものに過ぎない。実際、結果はグローバルには成り
立ちません。なぜなら、グローバルには同型でないリー群が同型のリー代数を持つことができるか
らである。
具体的には、行列リー代数で作業し、‖·‖ が与えられた部分乗法的行列ノルムである場合、次の
場合に収束が保証される：

‖X‖ + ‖Y ‖ <
ln 2
2 .
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3.2 リー群, リー代数の結果

リー群の二つの要素の積が、再び群の要素として表現されることを、指数関数を用いて記述する
問題を考える。リー代数の二つの要素 X と Y に対して、指数関数の積 eXeY を同じ形で表せる要
素 Z が存在し、

eXeY = eZ

となる。このときの Z を求める公式が Baker-Campbell-Hausdorffの公式である。

Z = X + Y + 1
2[X, Y ] + 1

12 [X, [X, Y ]] − 1
12 [Y, [X, Y ]] + · · ·

= X + Y +
∞∑

n=1
cn(X, Y )

ここで、[X, Y ] は X と Y のリー括弧積、すなわちコミュテータ XY − Y X を表す。
しかし、X と Y の積が小さい場合、すなわち無限小変換を扱う場合にのみ通常計算される。無
限級数の収束とその条件を注意深く考慮する必要がある。

4 ヌルベクトル群の場合

X と Y が可換である場合、すなわち [X, Y ] = 0 の場合、Baker–Campbell–Hausdorffの公式は
eXeY = eX+Y に簡略化される。
もう一つのケースは、[X, Y ] が X と Y の両方と可換であると仮定するもので、ハイゼンベルグ
群のようなヌルベクトル群に当てはまる。この場合、公式は最初の 3項に簡略化される。
定理： X と Y がそれらの交換子と可換である、すなわち [X, [X, Y ]] = [Y, [X, Y ]] = 0 である場
合、eXeY = eX+Y + 1

2 [X,Y ] になる。
これは量子力学で一般的に使用される縮退ケースであり、以下で示されるように、これは時には

「絡み合いの定理」として知られている。この場合、X と Y に小ささの制限はない。この結果は
Stone–von Neumann 定理における「指数化された交換子」に基づいている。この同一性の簡単な
証明は以下に示される。
一般的な公式の別の有用な形式は、Y による展開を強調し、随伴写像表記 adX(Y ) = [X, Y ] を
使用：

log(exp X exp Y ) = X + adX

1 − e−adX
Y + O(Y 2) = X + adX(1 + 1

2cothadX

2 )Y + O(Y 2),

単一の Y でネストされた交換子の係数は正規化された数である。
次に、交換子が Y の倍数であると仮定、すなわち [X, Y ] = sY 。この場合、繰り返される交換
子はすべて Y の二次またはそれ以上の項の倍数になる。したがって、上記の O(Y 2) 項は消え、次
のようになる：
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定理： [X, Y ] = sY である場合、ここで s は s 6= 2πin であるすべての整数 n に対する複素数 s

であれば、

eXeY = exp
(

X + s

1 − e−s
Y

)
.

ここでも、X と Y に小ささの制限はない。s の制約は、右側の式が意味を持つことを保証で
きる。（s = 0 の場合、lims→0

s
1−e−s = 1 と解釈できる。）また、単純な「編み込み同一性」も得ら

れる：

eXeY = eexp(sadX )Y eX ,

これは X と Y に小ささの制限がない場合のケースである。 の制約は、右側の式が意味を持つ
ことを保証できる。

4.1 Z の存在に関する議論 1

X と Y が行列の場合、指数関数と対数関数の冪級数を用いて Z := log(eXeY ) を計算すること
ができる。この級数は、X と Y が十分に小さい場合に収束する。X と Y の総次数が固定数 k と
等しいすべての項をまとめて、表現 zk を得るのは自然なことである。マーティン・アイヒラーに
よって、それぞれの zk が X と Y の反復交換子で表現できることを示す、直接的で簡潔な再帰的
証明が与えられる。
また、次のように存在論的な議論をすることもできる。Baker–Campbell–Hausdorffの公式は、X

と Y が R や C のような特性 0の任意の体上で定義されたリー代数 g 内にある場合、

Z = log(exp(X) exp(Y )),

は形式的に g の要素の無限和として書くことができる。[この無限級数が収束するかどうかは不
確定であり、g 内の実際の要素 Z を定義する必要はない。] 多くの応用では、この形式的な表現の
存在を保証するだけで十分であり、この無限和の明示的な表現は必要ない。例えば、リー代数表現
からリー群表現を構築するローレンツ構造では、このケースが該当する。このケースの存在は次の
ようにして見ることができる。
非可換変数 X と Y における実係数の非可換形式冪級数のすべてのリング S = R〈X, Y 〉 を考え
る。この場合は、S から R 上での S と S のテンソル積へのリング準同型

∆ : S → S ⊗ S,

がある。これはコプロダクトと呼ばれ、次のようになる：

∆(X) = X ⊗ 1 + 1 ⊗ X
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および

∆(Y ) = Y ⊗ 1 + 1 ⊗ Y.

を満たす。

4.2 Z の存在に関する議論 2

（∆ の定義は、R 線形性、乗法性、無限加法性を要求することによって、S の他の要素に拡張さ
れる。）
次の特性を確認することができる：

•標準的なテイラー級数によって定義される写像 exp は、定数項が 1 の S の要素の集合と、定
数項が 0 の S の要素の集合との間の全単射、かつ expの逆は logである。

•r = exp(s) がグループライク（これは ∆(r) = r ⊗ r を意味する）であるのは、s が原始的（こ
れは ∆(s) = s ⊗ 1 + 1 ⊗ s を意味する）である場合に限る。

•グループライク要素は乗法の下で群を形成する。
•原始的要素は、X と Y によって生成されるリー代数の要素の形式的な無限和であり、リー括
弧は交換子 [U, V ] = UV − V U によって与えられる。（フリードリッヒスの定理を満たす）

Campbell–Baker–Hausdorffの公式の存在は、次のように見ることができる：要素 X と Y は原始
的であるため、exp(X) と exp(Y ) はグループライクである。したがって、その積 exp(X) exp(Y )
もグループライクである。したがって、その対数 log(exp(X) exp(Y )) は原始的であり、X と Y に
よって生成されるリー代数の要素の無限和として表現することができる。

X と Y によって生成される自由リー代数の普遍包絡代数は、X と Y の非可換多項式の代数と
同型である。すべての普遍包絡代数と同様に、それはホップ代数の自然な構造を持ち、コプロダク
ト ∆ を持っている。上記で使用されたリング S は、このホップ代数の完了である。

4.3 同一性の応用

[X, Y ] が中心、つまり X と Y の両方と可換である場合、

esXY e−sX = Y + s[X, Y ].

したがって、g(s) = esXesY について、

dg

ds
=
(
X + esXY e−sX

)
g(s) = (X + Y + s[X, Y ])g(s),

が成り立ち、その解は

g(s) = es(X+Y )+ s2
2 [X,Y ].
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図 4 Baker-Campbell-Hausdorff Inequality

s = 1 を取ると、上記の Baker–Campbell–Hausdorff公式の特別なケースの一つが得られる：

eXeY = eX+Y + 1
2 [X,Y ].

より一般的に、非中心の [X, Y ] に対して、次の「編み込み同一性」も容易に得られる：

eXeY = eeadX Y eX .

4.4 微小な場合

上記の特に有用な変形は、微小形式です。これは一般的に次のように書かれる：

e−XdeX = dX − 1
2! [X, dX] + 1

3! [X, [X, dX]] − 1
4! [X, [X, [X, dX]]] + · · ·

この変形は、リー群上の計量を座標やビールベクトルとしてプルバックするためによく使用さ
れる。
例えば、X = Xiei をリー代数の基底 ei に対するいくつかの関数 Xi として書くと、

e−XdeX = dXiei − 1
2!X

idXj [ei, ej ] + 1
3!X

iXjdXk[ei, [ej , ek]] + · · · ,

と簡単に計算できる。ここで、[ei, ej ] = fk
ijek はリー代数の構造定数である。

この級数はよりコンパクトに書くことができる：

e−XdeX = eiW
i
j dXj ,

無限級数を用いて

W =
∞∑

n=0

(−1)n

(n + 1)!M
n = (I − e−M )M−1.

ここで、M は行列要素が Mk
j = Xifk

ij の行列である。
この表現の有用性は、行列 M がビールベクトルであるという事実から来ている。したがって、
ある多様体 N からある多様体 G への写像 N → G が与えられた場合、多様体 N 上の計量テンソ
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図 5 Baker-Campbell-Hausdorff Inequality

ルは、リー群 G 上の計量テンソル Bmn のプルバックとして書くことができる。

gij = W m
i W n

j Bmn.

計量テンソル Bmn はリー群上のカルタン計量、キリング形式である。そして、N が（擬）リーマ
ン多様体である場合、計量は（擬）リーマン計量である。

5 ハウスドルフ・ヤングの不等式

図 6 Hausdorff-Young Inequality

ハウスドルフ・ヤングの不等式は、フーリエ解析の数学的分野における基礎的な結果である。
フーリエ級数に関する声明として、1913 年にウィリアム・ヘンリー・ヤングによって発見され、
1923 年にハウスドルフによって拡張された。現在では、1910 年に見つかったプランシェレルの定
理と、1927年にマルセル・リースによって最初に発見されたリース・トーリンの定理との組み合わ
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せによる、むしろ直接的な系として理解されている。この解析手法を使うことで、多次元フーリエ
級数や実数線上のフーリエ変換、ユークリッド空間、さらにはより一般的な空間へのいくつかの一
般化が容易に行える。これらの拡張により、それはフーリエ解析の最もよく知られた結果の一つ
となり、この分野のほぼすべての入門的な大学院レベルの教科書では定番であるので触れておき
たい。
罰則付き回帰の事例に関して触れる。まずはハウスドルフ・ヤングの不等式に関してである。実
数線のフーリエ変換（または、周期関数の場合はフーリエ級数）は、Lp(R) を Lq(R) に（または
Lp(T ) を `q に）それぞれ写像する。ここで、1 ≤ p ≤ 2 かつ 1

p + 1
q = 1 である。これはリース・

トーリン補間定理の帰結であり、ハウスドルフ・ヤングの不等式によって明確にされる。

5.1 p = 0 の場合

図 7 p = 0, Norms of a Function and its Fourier Transform:Hausdorff-Young Inequality

一つの `0 ノルムと、別の「`0 ノルム」と呼ばれる関数がある。
`0 ノルムの数学的定義はバナッハの線形作用素の理論によって確立された。シーケンスの空間
には、Fノルムによって提供される完全な距離位相がある。

(xn) 7→
∑

n

2−n|xn|
1 + |xn|

,

これはステファン・ロレヴィッツによる距離線形空間で議論されている。`0-ノルム空間は、関
数解析、確率理論、および調和解析で研究されている
別の関数は、デイビッド・ドノホーによって「`0ノルム」と呼ばれていますが、引用符はこの関
数が適切なノルムではないことを警告している。それはベクトル x の非ゼロのエントリの数であ
る。多くの著者は、引用符を省略することで用語を誤用している。00 = 0 と定義すると、x のゼロ
「ノルム」は次のようになる。

‖x‖0 = |x1|0 + |x2|0 + . . . + |xn|0.
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これは均一性がないため、ノルムではない。例えば、ベクトル x を正の定数でスケーリングし
ても「ノルム」は変わらない。数学的なノルムとしての欠陥にもかかわらず、非ゼロ数え上げ「ノ
ルム」は、科学計算、情報理論、統計学において有用であり、特に信号処理および計算調和解析に
おける圧縮センシングで注目されている。ノルムではないにもかかわらず、関連する距離であるハ
ミング距離は有効な距離であり、距離には均一性が必要ないためである。

5.2 0 < p < 1 の場合

図 8 0 < p < 1 , Norms of a Function and its Fourier Transform:Hausdorff-Young Inequality

Rn において n > 1 の場合、次の式

‖x‖p = (|x1|p + |x2|p + . . . + |xn|p)1/p

は、0 < p < 1 に対して絶対的に均一な関数を定義する。しかし、この結果として得られる関
数は、副加法性を持たないため、ノルムを定義しない。一方で、式

|x1|p + |x2|p + . . . + |xn|p

は、絶対的均一性を失う代償として副加法性のある関数を定義する。それは、度数 pの均一な
Fノルムを定義する。したがって、関数

dp(x, y) =
n∑

i=1
|xi − yi|p

は距離を定義する。距離空間 (Rn, dp) は `n
p と表される。この距離における原点周りの p -単

位球 Bn
p は「凹面」ですが、Rn 上に Bp によって定義されるトポロジーは、Rn の通常のベク

トル空間トポロジーである。したがって、`n
p は局所凸位相ベクトル空間である。この質的な

記述を越えて、`n
p の凸性の欠如を定量的に測定する方法は、Bn

p の凸包が Bn
1 に等しいため、

p-単位球のスカラー倍 CBn
p が Bn

p を含む最小の定数 C を Cp(n) で表す。固定された p < 1
に対して

lim
n→∞

Cp(n) = ∞,
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であることは、以下で定義される無限次元列空間 `p がもはや局所凸ではないことを示してい
る。図 9でも確認ができるように n = 5 のサイズを持つランダムなベクトル x と y を生成し
た場合の結果である。 0 < p < 1 の範囲でランダムな p の値を生成しました。 この p 値を
用いて、ベクトル x の p-ノルムと Fノルム また、ベクトル x と y の間の距離 dp 最後に、
p-単位球とベクトル x、y この結果は、`n

p 空間の凸性の欠如を視覚的に示しています。つま
り、無限次元列空間 `p がもはや局所凸ではないことを示している。

5.3 ハウスドルフ・ヤングの不等式:フーリエ係数

図 9 Hausdorff-Young inequality

ハウスドルフ・ヤングの不等式の本質は、リーマン積分と無限級数だけを前提として理解するこ
とができる。連続関数 f : (0, 1) → R が与えられたとき、その「フーリエ係数」を

cn =
∫ 1

0
e−2πinxf(x) dx

として各整数 n に対して定義する。ハウスドルフ・ヤングの不等式は、( ∞∑
n=−∞

|cn|3
)1/3

≤
(∫ 1

0
|f(t)|3/2 dt

)2/3

.

とする。これは関数 f の「大きさ」が、上記の不等式の右側によって表され、そのフーリエ係数の
列の「大きさ」を、左側によって制御すると解釈することができる。
しかしこれは、一般定理の非常に特定のケースに過ぎない。定理の通常の定式化は以下に示され
ており、Lp 空間とルベーグ積分の手法を使用するのが通常である。

6 Lie群、ヒルベルト空間の場合

ハウスドルフ・ヤングの不等式のおさらい、整理を行い、理論応用を検討する。

13



図 10 Norms of a Function and its Fourier Transform:Hausdorff-Young Inequality

6.1 罰則付き回帰：L1ペナルティ, L2ペナルティの事例

統計学において、中心傾向と統計的分散の尺度、例えば平均、中央値、標準偏差は、Lpメトリッ
クスに基づいて定義され、中心傾向の尺度は変分問題の解として特徴づけることができる。
罰則付き回帰において、「L1ペナルティ」と「L2ペナルティ」は、解のパラメータ値ベクトルの

L1 ノルム（つまり、その絶対値の合計）または L2 ノルム（そのユークリッド長）のいずれかを罰
則化することを指す。L1 ペナルティを使用する手法（例えば LASSO）は、多くのパラメータがゼ
ロである解を促進する。L2 ペナルティを使用する手法（例えばリッジ回帰）は、ほとんどのパラ
メータ値が小さい解を促進する。弾性ネット正則化は、パラメータベクトルの L1 ノルムと L2 ノ
ルムの組み合わせたペナルティ項を使用できる。

6.2 ヒルベルト空間の事例

ヒルベルト空間は、量子力学から確率計算まで、多くの応用において中心的な役割を果たす。空
間 L2 と `2 は両方ともヒルベルト空間である。実際、ヒルベルト基底 Ei（すなわち、L2 または任
意のヒルベルト空間の最大直交部分集合）を選ぶことにより、すべてのヒルベルト空間が `2(E)に
等距離同型であることがわかる（同じ E が上記にあるように）。

6.3 ハウスドルフ・ヤングの不等式の事例

前述の通り、実数線のフーリエ変換（または、周期関数の場合はフーリエ級数）は、Lp(R) を
Lq(R)に（または Lp(T )を `q に）それぞれ写像できる。ここで、1 ≤ p ≤ 2かつ 1

p + 1
q = 1である。

一方、p > 2 の場合、フーリエ変換は Lq に写像しない。
数学において、Lp 空間は、有限次元ベクトル空間の p ノルムの自然な一般化を使用して定義
される関数空間である。これらは時にルベーグ空間と呼ばれ、アンリ・ルベーグ（ダンフォード
シュワルツ 1958, III.3）にちなんで名付けられている。ブルバキら（ブルバキ 1987）によると、最
初にフリギエシュ・リース（リース 1910）によって導入されている。

Lp 空間は、関数解析における重要なバナッハ空間のクラスであり、位相ベクトル空間の一種で
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ある。この Lp 空間は物理学、統計学、経済学、財政学、工学、およびその他の分野の問題につい
ての理論的な議論でも使用される。
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