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まえがき
はじめにの本書執筆の経緯について記す。拙筆は一般公開版のため、一部、

画像などは割愛している。まず最初に、2012 年〜2021 年に渡って大規模デー
タと社会物理の応用への基礎研究の取り組みの一環に積極的に関わり、共同
研究を進めてくれた関係大学の各研究室の学部生、博士前期課程、博士後期
課程の学生及びにプロジェクトに賛同し、共にご協力、サポートに取り組ん
でくださった企業のご担当の皆様方に改めて感謝を申し上げます。大変に残
念なことに、2019年〜2022年まで予定をしていた科研費プロジェクト「信頼と
不信を導入して社会の実像を記述できる意見ダイナミクスの新理論の構築」
(19K04881) の半ばでこの研究プロジェクトのリーダーであった石井晃教授が
2021 年末に急逝されました。石井教授は当時所属していた鳥取大学を定年退
職されるところでした。教科書及びに本書の導入箇所も書きかけであり、国
際的にも社会物理学、複雑系科学、オピニオン・ダイナミクスの新たな基礎を
提示されたばかりで、退職後のご活躍も大いに期待されていました。当時、研
究室の運営に大きな困難があったとき、多大なご支援とご助言をいただいた
先生方、ご親族の皆様に心より感謝申し上げます。一度は本書の刊行、執筆
を諦めるところでございましたが、教科書としての執筆を最後まで取り組ん
でいたことも考え完成に向けて昨年より関係者一部により執筆を取り組んで
きました。そのため本書は、刊行予定の内容から残された研究チームによる
最新の研究に合わせて加筆・修正した内容になります。ご親族のご意向を汲
んだ上で本書は非売図書とし、関係者各位の中で共有を致します。本書は加
筆、修正、最新の研究動向を加えた Ver1.0 とします。(ただし、一部、研究プロ
ジェクトに関心を持ってくださってきた石井先生の関係者、お弟子さんらの
ご意向も汲み、オンライン公開をさせていただきます。) 今後も、加筆・修正、
英語版の執筆、残された研究チームによる最新の研究および執筆者の研究成
果を中心に追記を加えていく予定です。 c⃝Yasuko Kawahata  拝 (2024/04/04)
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最初に
本書では、社会物理学の基本的な考え方と、物理学の手法を社会現象に応用

する際の注意点について論じる。社会物理学は、物理学の理論体系と方法論
を用いて社会現象を理解しようとする学際的な研究分野である。物理学では
因果関係を重視し、現象の背後にある「第 1 法則」をが重要である。一方、統
計学では相関関係を重視する傾向がある。物理学の研究では、理論と実験結
果の比較検証が重要であり、理論が実験結果を説明できなければ修正が必要
となる。社会物理学においては、ビッグデータの利用により大量の社会現象
データが入手可能となったことで、近年急速に発展している。しかし、社会
現象への物理学の応用には注意が必要である。まず、社会現象には明確な保
存則が存在しないことが多い。また、時間微分の扱いにも注意を要する。さ
らに、社会現象では実験による検証が難しいという問題がある。本論文では、
こうした注意点を踏まえつつ、社会物理学における因果関係の重要性を指摘
する。社会物理学では、相関関係よりも因果関係を重視すべきであり、回帰分
析などの現象論的な法則の奥にある因果関係を探求することが重要である。01

0This Note is partially an attempt to utilize ”Generative AI” and was written with educational intent.

There are currently no plans for it to become a peer-reviewed paper.
1
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1. ゲーム理論の応用事例 (1) 計算社会科学とその周辺 Ver.1.1(2024/04)

第 1章 ゲーム理論の応用事例 (1)

ゲーム理論は、複数の意思決定主体が相互作用する状況を分析するための
数学的なフレームワークである。本章では、ゲーム理論の応用事例として、
探索問題と公共財問題に焦点を当て、これらの問題に対する新たな視点と解
決策を提示することを目的とする。

探索問題については、目標の初期位置が虚探知の発生する状況下における
最適な探索戦略を分析した。具体的には、探索者と目標の間の非協力ゲーム
として探索問題をモデル化し、連立型確率リカッチ代数方程式を用いて定式
化した。また、ヒューリスティックスイッチングモデルを導入することで、
探索者の行動の不確実性を考慮しつつ、最適戦略を導出した。数値計算例を
用いて、提案モデルの有効性を検証し、虚探知の存在下での探索問題に対す
る新たな知見を得た。

公共財問題については、虚探知の発生する市場における公共財の提供問題
を、カルカッタ・パイサ・レストラン問題と割り勘のジレンマを用いてモデル
化し、処罰可能な公共財ゲームの均衡解を求めた。カルカッタ・パイサ・レス
トラン問題を導入することで、プレイヤー間の調整問題と虚探知の発生する
市場における不確実性とリスクを考慮した。割り勘のジレンマを導入するこ
とで、公共財の提供における協調行動の重要性とフリーライダー問題を表現
し、非協力行動に対する制裁の効果を分析した。数値計算例を用いて、処罰
の強さが協調行動に与える影響を明らかにし、公共財の提供問題に対する新
たな視点を提供した。32本章の結果は、ゲーム理論が探索問題と公共財問題と
いった異なる分野の問題に対して、汎用的かつ有効なアプローチを提供する
ことを示している。特に、虚探知の発生する不確実な環境下における意思決
定問題に対して、ゲーム理論に基づくモデル化と解析が有用であることを明

3This Note is partially an attempt to utilize ”Generative AI” and was written with educational intent.

There are currently no plans for it to become a peer-reviewed paper.
2
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1. ゲーム理論の応用事例 (1) 計算社会科学とその周辺 Ver.1.1(2024/04)

らかにした。また、ヒューリスティックスイッチングモデルや処罰可能な公
共財ゲームといった新たなゲーム理論の考え方・応用事例を導入することで、
より現実的で複雑な問題に対処できることを示した。また、ゲーム理論と他
の分野との学際的な融合を推進することで、複雑な意思決定問題に対する新
たな知見が得られると考えられる。

1.1 情報の経済学とモラルハザード

情報の経済学は、経済主体が私的情報を持つ状況下での市場の働きを分析
する経済学の一分野である。この分野の発展は、ゲーム理論の応用によって
大きく促進された。情報の非対称性が存在する場合、市場は従来の新古典派
経済学のモデルとは異なる働きをすることが明らかにされた。特に、「逆選
択」、「シグナリング」、「モラルハザード」などの概念は、情報の経済学の中
心的なトピックとして知られている。

逆選択は、情報の非対称性が取引前に存在する状況で起こる問題である。
Akerlof (1970) は、中古車市場を例に、売り手と買い手の間の情報の非対称性
が市場の失敗を引き起こすことを示した。彼のモデルでは、中古車の品質に
関する情報を売り手のみが持っており、買い手は中古車の平均的な品質に基
づいて価格を決定する。この結果、高品質の中古車は市場から撤退し、低品
質の中古車のみが取引されるという「レモンの問題」が生じる。

シグナリングは、情報の非対称性が存在する状況で、情報を持つ側が自ら
の情報を相手に伝えるために行動することである。Spence (1973) は、教育を通
じたシグナリングのモデルを提示した。彼のモデルでは、労働者の生産性に
関する情報を企業は持っておらず、労働者のみが知っている。この状況で、
高い生産性を持つ労働者は、教育を通じてそれを企業に伝えようとする。均
衡では、高い生産性を持つ労働者のみが教育を受け、それによって自らの生
産性を企業にシグナルすることができる。

モラルハザードは、情報の非対称性が取引後に存在する状況で起こる問題

– 2 –
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である。Holmström (1979) は、プリンシパル・エージェント・モデルを用いて、
モラルハザードの問題を分析した。彼のモデルでは、プリンシパル（依頼人）
はエージェント（代理人）の行動を直接観察できない。この状況で、エージェ
ントは自身の利益のために行動し、プリンシパルの利益を損なう可能性があ
る。最適な契約設計により、このようなモラルハザードの問題を軽減するこ
とができる。
以下では、Spence (1973) のシグナリングモデルを具体例として取り上げる。
モデルの設定は以下の通りである。

• 労働者は、高い生産性（θH）と低い生産性（θL）のいずれかを持つ

• 労働者は、教育水準 e を選択し、教育費用 c(e, θ) を負担する

• 企業は、労働者の生産性を直接観察できないが、教育水準 eを観察できる

• 企業は、教育水準に基づいて賃金 w(e) を決定する

• 労働者の効用は、賃金から教育費用を引いたものである：U(e, θ) = w(e)−c(e, θ)

ここで、分離均衡（separating equilibrium）を考える。分離均衡では、高い生産
性を持つ労働者は教育水準 eH を選択し、低い生産性を持つ労働者は教育水準
eL を選択する。
分離均衡が成立するための条件は、以下の通りである。

w(eH)− c(eH , θH) ≥ w(eL)− c(eL, θH)

w(eL)− c(eL, θL) ≥ w(eH)− c(eH , θL)

w(eH) = θH

w(eL) = θL

これらの条件を満たす教育水準 eH と eL が存在する場合、分離均衡が実現
する。
数値例として、θH = 10, θL = 5, c(e, θ) = e2/θ の場合を考える。

– 3 –
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分離均衡の条件から、以下の不等式が成立する必要がある。

10− e2H
10

≥ 5− e2L
10

5− e2L
5

≥ 10− e2H
5

これらの不等式を満たす eH と eL の組み合わせの一つは、以下のようになる。

eH = 10

eL = 0

このとき、分離均衡における賃金と効用は以下のようになる。

労働者のタイプ 教育水準 (e) 教育費用 (c(e, θ)) 賃金 (w(e)) 効用 (U(e, θ))

高生産性 (θH) 10 10 10 0

低生産性 (θL) 0 0 5 5

表 (1−0): Spence のシグナリングモデルの数値例

この結果から、高い生産性を持つ労働者は教育を通じてシグナリングを行
い、低い生産性を持つ労働者と区別されることがわかる。ただし、シグナリ
ングの費用は高い生産性を持つ労働者が負担しなければならない。ゲーム理
論と情報の経済学の発展に関する事例の解説である。情報の経済学は、現実
の経済問題を分析する上で欠かせない理論的枠組みを提供している。特に、
逆選択、シグナリング、モラルハザードの概念は、保険市場、労働市場、金融
市場など、様々な分野で応用されている。
ゲーム理論における現実社会での応用成功事例と応用できない事例の違い

を具体的に解説し、参考文献を提示する。

応用成功事例：オークション設計

ゲーム理論は、オークション設計に広く応用されている。その代表的な事
例として、米国における電波周波数のオークションが挙げられる。
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1994年、米国連邦通信委員会（FCC）は、周波数割り当てのためのオークショ
ン設計にゲーム理論を応用した。エコノミストのポール・ミルグロムらは、
複数の周波数帯を同時に競売するための「同時複数ラウンド・オークション
（SMRA）」を提案した [?]。このオークションでは、各入札者が複数の周波数帯
に同時に入札し、全ての周波数帯の入札が収束するまで継続される。

SMRA の有効性を評価するため、以下のような簡略化したモデルを考える。

• 2 つの周波数帯（A, B）が競売される。

• 2 人の入札者（1, 2）が存在する。

• 各入札者は、各周波数帯に対して私的評価（vAi , v
B
i ）を持つ。

• オークションは、2 ラウンドで行われる。

ここで、入札者 1 の評価が (vA1 , v
B
1 ) = (10, 5)、入札者 2 の評価が (vA2 , v

B
2 ) = (8, 6)

であるとする。SMRA では、以下のような入札が行われる。

表 (1−0): SMRA の入札例

2*ラウンド 入札者 1 入札者 2

周波数帯 A 周波数帯 B 周波数帯 A 周波数帯 B

1 6 3 5 4

2 9 - 7 5

この結果、入札者 1 が周波数帯 A を 9 で、入札者 2 が周波数帯 B を 5 で獲得
する。この配分は、各入札者の私的評価を考慮した効率的な配分である。

SMRA は、その後の周波数オークションで広く採用され、効率的な周波数
割り当てに貢献した。この成功は、ゲーム理論が現実のオークション設計に
有用であることを示している。
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応用できない事例：投票行動

一方で、ゲーム理論が必ずしもうまく応用できない事例もある。その一つ
が、投票行動の分析である。

ゲーム理論では、投票者は自分の選好に基づいて合理的に投票すると仮定
される。しかし、現実の投票行動は必ずしもこの仮定に沿っていない。例え
ば、Feddersen and Pesendorfer (1996) は、「情報の集計」と呼ばれる現象を指摘し
た [?]。これは、投票者が他の投票者の情報を推測して投票する結果、個人の
選好とは異なる結果が生じるというものである。

この現象を、以下のような簡単な例で説明する。

• 3 人の投票者（1, 2, 3）が、2 つの候補者（A, B）から 1 人を選ぶ。

• 各投票者は、私的シグナル（si ∈ {a, b}）を受け取る。

• シグナル a は A が良い候補者である確率が高いことを、シグナル b は B

が良い候補者である確率が高いことを示す。

• 各投票者は、自分のシグナルに基づいて投票する。

ここで、投票者 1 と 2 がシグナル a を、投票者 3 がシグナル b を受け取った
とする。ゲーム理論の予測では、投票者 1 と 2 は候補者 A に、投票者 3 は候補
者 B に投票するはずである。しかし、現実には、投票者 3 は他の 2 人が A に
投票すると予測し、自分の一票では A を勝たせられないと考えるかもしれな
い。その結果、投票者 3 も A に投票し、全会一致で A が選ばれるという結果
が生じ得る。

この例は、投票者が戦略的に行動し、必ずしも自分の選好通りに投票しな
いことを示している。このような状況では、ゲーム理論の予測と現実の投票
結果が乖離することがある。
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1.2 ゲーム理論における現実社会での応用成功事例と応用できな

い事例の違い (1):研修医と病院のマッチング

応用成功事例：マッチングメカニズム

ゲーム理論は、様々なマッチング問題に応用されている。その代表的な
事例として、米国の研修医マッチングプログラム（National Resident Matching

Program, NRMP）が挙げられる。
NRMP は、研修医と病院のマッチングを行うプログラムである。以前は、病

院側が研修医に早い段階でオファーを出し、研修医側は短期間で意思決定を
迫られるという問題があった。これを解決するため、Roth and Peranson (1999)

は、ゲーム理論に基づいたマッチングアルゴリズム（Roth-Peranson algorithm）
を提案した [?]。
このアルゴリズムは、以下のような手順で研修医と病院のマッチングを

行う。

1.研修医と病院は、それぞれ選好順序を NRMP に提出する。
2.アルゴリズムは、以下の手順を繰り返す。

•各病院は、選好順序に基づいて未マッチの研修医にオファーを出す。

•各研修医は、受け取ったオファーの中で最も選好順位の高い病院の
オファーを暫定的に受諾し、他のオファーを拒否する。

3.全ての病院の枠が埋まるか、全ての研修医がマッチするまで、上記の手
順を繰り返す。

Roth and Peranson (1999) は、このアルゴリズムが安定マッチングを生成する
ことを示した。つまり、マッチング結果に対して、どの研修医と病院のペア
も、互いに現在のマッチング相手より好ましいパートナーとペアを組む動機
を持たない。
この安定性は、以下のような数値例で確認できる。

– 7 –



1. ゲーム理論の応用事例 (1) 計算社会科学とその周辺 Ver.1.1(2024/04)

• 研修医 1 の選好順序：病院 A ≻ 病院 B ≻ 病院 C

• 研修医 2 の選好順序：病院 B ≻ 病院 A ≻ 病院 C

• 病院 A の選好順序：研修医 1 ≻ 研修医 2

• 病院 B の選好順序：研修医 2 ≻ 研修医 1

• 病院 C の選好順序：研修医 1 ≻ 研修医 2

このとき、Roth-Peranson algorithm は、以下のようなマッチングを生成する。

表 (1−0): Roth-Peranson algorithm によるマッチング結果

研修医 マッチした病院
1 A

2 B

この結果は、研修医 1 と病院 A、研修医 2 と病院 B がマッチしており、安定
的であることが分かる。実際、このマッチングに対して、どの研修医と病院
のペアを取っても、互いに現在のマッチング相手より選好順位の高いパート
ナーとペアを組むことはできない。
Roth-Peranson algorithm は、NRMP に採用され、研修医と病院のマッチング

の効率性と公平性を向上させた。この成功は、ゲーム理論が現実のマッチン
グ問題に有用であることを示している。

応用できない事例：交渉問題

一方で、ゲーム理論が必ずしもうまく応用できない事例もある。その一つ
が、交渉問題である。
ゲーム理論では、交渉問題はしばしばナッシュ交渉解やカライ=スモルジン

スキー解などの協力ゲーム理論の解概念を用いて分析される。しかし、現実
の交渉では、これらの解概念が予測するような結果が必ずしも観察されるわ
けではない。
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例えば、Roth and Malouf (1979) は、実験室実験を通じて、非対称な情報が交
渉結果に与える影響を分析した [?]。彼らは、交渉者のうち一方のみが交渉相
手の利得関数を知っている状況を考えた。ゲーム理論の予測では、情報を持
つ側が有利になるはずである。しかし、実験の結果は必ずしもこの予測を支
持しなかった。

この結果を、以下のような簡単な例で説明する。

• 交渉者 1 と 2 は、サイズ 1 のパイを分割する。

• 交渉者 1 の利得関数は u1(x) = x（x は交渉者 1 の取り分）。

• 交渉者 2 の利得関数は u2(x) = 1− x。

• 交渉者 1 は交渉者 2 の利得関数を知っているが、交渉者 2 は交渉者 1 の
利得関数を知らない。

ゲーム理論の予測では、交渉者 1 が x = 1 を、交渉者 2 が x = 0 を提案し、結
果として x = 1 で合意するはずである。しかし、実験では、交渉者 2 が x = 0.5

を提案し、交渉者 1 がこれを受諾するという結果が観察された。

この例は、現実の交渉者が必ずしもゲーム理論の仮定通りに行動しないこ
とを示している。特に、情報の非対称性が交渉結果に与える影響は、ゲーム
理論の予測ほど単純ではない。

ゲーム理論を現実問題に応用する際には、これらの違いを考慮し、理論と実
際のギャップを埋めるための工夫が必要である。例えば、プレイヤーの選好
や行動を正確に把握するための実証研究や、理論モデルを現実に適合させる
ためのパラメータ調整などが考えられる。また、ゲーム理論だけでなく、行動
経済学や実験経済学など、他の分野の知見を取り入れることも有用であろう。
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1.3 ゲーム理論における現実社会での応用成功事例と応用できな

い事例の違い (2)交通流のモデル化

ゲーム理論と物理現象のハイブリッドモデルでのシミュレーションにおけ
る現実社会での成功事例と適応外の事例の違いを、物理現象の性質に踏まえ
て解説する。

成功事例：交通流のモデル化

ゲーム理論と物理現象のハイブリッドモデルは、交通流のモデル化に成功
裏に適用されてきた。その代表的な事例が、Helbing and Molnar (1995) による社
会力モデルである [?]。
社会力モデルでは、歩行者の動きが物理法則に類似したルールに従うと仮

定する。具体的には、各歩行者は目的地に向かう駆動力と、他の歩行者や障
害物から受ける反発力の合力に従って移動する。同時に、歩行者は他の歩行
者との衝突を避けるように経路を選択する。この選択がゲーム理論的な要素
を導入している。
例えば、以下のような設定を考える。

• 2 人の歩行者（1, 2）が、狭い通路を互いに反対方向に歩く。

• 各歩行者の位置を xi(t)、速度を vi(t) とする。

• 各歩行者には、目的地に向かう駆動力 fd
i と、他の歩行者から受ける反発

力 f r
i が働く。

このとき、歩行者の動きは以下の方程式で記述される。

dxi

dt
= vi (1−1)

m
dvi
dt

= fd
i + f r

i (1−2)

ただし、m は歩行者の質量である。
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駆動力 fd
i は、目的地までの距離に比例すると仮定する。一方、反発力 f r

i は、
他の歩行者との距離が近いほど大きくなる。具体的には、以下のように定式
化できる。

fd
i = kd(x

d
i − xi) (1−3)

f r
i = kr exp

(
−|xi − xj|

r

)
(1−4)

ここで、kd, kr, r はモデルのパラメータである。
社会力モデルは、その後の研究で様々な状況に適用され、歩行者の流れを

予測するのに役立ってきた。この成功は、物理法則とゲーム理論を組み合わ
せることで、複雑な人間の行動を記述できることを示している。

適応外の事例：経済現象のモデル化

一方で、ゲーム理論と物理現象のハイブリッドモデルが必ずしもうまく適
用できない事例もある。その一つが、経済現象のモデル化である。
経済現象では、人間の意思決定が重要な役割を果たす。しかし、この意思決

定は必ずしも物理法則に従うわけではない。例えば、投資家の行動は、合理
的な期待に基づくとは限らず、群集心理や感情に左右されることもある [?]。
この問題を、以下のような簡単な例で説明する。

• 2 人の投資家（1, 2）が、ある株式に投資するかどうかを決定する。

• 株式の価格は、需要と供給の法則に従って決まると仮定する。

• 各投資家は、株式の将来の価格を予測し、利益が出ると思えば投資する。

ここで、投資家の意思決定を物理法則で記述しようとすると、以下のよう
な問題が生じる。

• 投資家の予測は、必ずしも合理的とは限らない。過去のトレンドや噂に
基づいて判断することもある。
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• 投資家は、他の投資家の行動を観察し、それに影響を受ける。これは、物
理現象には見られない特徴である。

• 投資家の行動は、非連続的に変化することがある。例えば、ある閾値を
超えると急激に投資を引き揚げるといった行動が観察される。

これらの特徴を、物理法則に基づくモデルで記述することは難しい。むし
ろ、経済現象のモデル化には、行動経済学や経済物理学といった、人間の行
動の非合理性を考慮した新しいアプローチが必要とされている [?]。
以上のように、ゲーム理論と物理現象のハイブリッドモデルの適用可能性

は、対象とする現象の性質に大きく依存している。歩行者の流れのように、
人間の行動が物理法則に類似したルールに従う現象では、このアプローチが
有効に機能する。一方、経済現象のように、人間の意思決定が複雑で非合理
的な要素を含む現象では、物理法則に基づくモデル化は難しい。
ハイブリッドモデルを現実問題に応用する際には、これらの違いを考慮し、

対象とする現象の特性に適したモデル化の方法を選択することが重要である。
また、モデルの結果を解釈する際にも、物理法則とは異なる人間行動の特性
を踏まえた慎重な議論が求められる。

1.4 ゲーム理論における現実社会での応用成功事例と応用できな

い事例の違い (3)生態系の進化モデル

ゲーム理論と物理現象のハイブリッドモデルでのシミュレーションにおけ
る現実社会での成功事例と適応外の事例の違いを、物理現象の性質に踏まえ
て解説する。

成功事例：生態系の進化モデル

ゲーム理論と物理現象のハイブリッドモデルは、生態系の進化を記述する
のに成功を収めてきた。その代表的な事例が、Nowak and May (1992) による空
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間進化ゲームモデルである [?]。

空間進化ゲームモデルでは、個体の適応度が物理的な空間構造に依存する
と仮定する。具体的には、各個体は格子上の点に配置され、近傍の個体とゲー
ムを行う。ゲームの結果に基づいて、各個体の戦略が更新される。この更新
ルールが、適者生存の原理を反映している。

例えば、以下のような設定を考える。

• N × N の正方格子上に、2 種類の戦略（A, B）を持つ個体が配置されて
いる。

• 各個体は、近傍の 8 個体（Moore 近傍）と Prisoner’s Dilemma ゲームを行う。

• ゲームの利得は、以下の表で与えられる。

表 (1−0): Prisoner’s Dilemma ゲームの利得表

A B

A (3, 3) (0, 5)

B (5, 0) (1, 1)

各個体は、近傍の個体の中で最も高い利得を得た戦略を模倣する。つまり、
次の世代では、その戦略を採用する。現実の生態系で観察される協力行動の
進化を説明するのに役立つ。例えば、菌類の菌糸ネットワークでは、協力的
な資源の共有が見られるが、これは空間構造による協力の維持として理解で
きる [?]。

空間進化ゲームモデルは、その後の研究で様々な状況に適用され、生態系
の進化を理解するための強力なツールとなっている。この成功は、ゲーム理
論と物理的な空間構造を組み合わせることで、複雑な生物学的現象を記述で
きることを示している。

– 13 –



1. ゲーム理論の応用事例 (1) 計算社会科学とその周辺 Ver.1.1(2024/04)

適応外の事例：社会ネットワーク上の情報伝播

一方で、ゲーム理論と物理現象のハイブリッドモデルが必ずしもうまく適
用できない事例もある。その一つが、社会ネットワーク上の情報伝播である。
社会ネットワーク上では、情報の伝播が個人の意思決定に大きな影響を与

える。しかし、この意思決定は必ずしも合理的とは限らず、心理的な要因や
社会的な圧力に左右されることもある。
この問題を、以下のような簡単な例で説明する。

• 社会ネットワークが、N 個のノードからなる無向グラフで表現されて
いる。

• 各ノードは、2 つの意見（A, B）のいずれかを持つ。

• 各ノードは、隣接するノードの意見を観察し、多数派の意見に従うとい
うルールで意見を更新する。

ここで、意見の更新ルールを物理法則で記述しようとすると、以下のよう
な問題が生じる。

• 個人の意見は、必ずしも合理的な根拠に基づくわけではない。噂や誤情
報に影響されることもある。

• 個人は、多数派の意見に盲目的に従うわけではない。自分の信念や価値
観に基づいて判断することもある。

• 意見の変化は、非連続的に起こることがある。ある閾値を超えると急激
に意見が変化するといった現象が観察される。

これらの特徴を、物理法則に基づくモデルで記述することは難しい。むし
ろ、情報伝播のモデル化には、社会心理学や複雑ネットワーク科学といった、
人間の行動の非合理性を考慮した新しいアプローチが必要とされている [?]。
ゲーム理論と物理現象のハイブリッドモデルの適用可能性は、対象とする現
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象の性質に大きく依存している。生態系の進化のように、個体の適応度が物
理的な空間構造に依存する現象では、このアプローチが有効に機能する。一
方、社会ネットワーク上の情報伝播のように、人間の意思決定が複雑で非合
理的な要素を含む現象では、物理法則に基づくモデル化は難しい。
ハイブリッドモデルを現実問題に応用する際には、これらの違いを考慮し、

対象とする現象の特性に適したモデル化の方法を選択することが重要である。
また、モデルの結果を解釈する際にも、人間行動の非合理性を踏まえた慎重
な議論が求められる。

1.5 ゲーム理論における現実社会での応用成功事例と応用できな

い事例の違い (4)生物の群集ダイナミクスのモデル化

ゲーム理論と物理現象のハイブリッドモデルでのシミュレーションにおけ
る現実社会での成功事例と適応外の事例の違いを, 熱力学の保存則と保存則
の破れの性質に踏まえて解説する。

成功事例：生物の群集ダイナミクスのモデル化

ゲーム理論と物理現象のハイブリッドモデルは, 生物の群集ダイナミク
スのモデル化に成功を収めてきた。その代表的な事例が, 個体ベースモデル
（Individual-based model, IBM）である [?]。
個体ベースモデルでは, 生態系を個々の生物の集まりとして捉え, それぞれ

の個体の行動や相互作用をルールベースで記述する。例えば, 以下のような捕
食-被食関係を考える。

• 生態系に, 捕食者 P と被食者 Q が存在する。

• 各個体は, エネルギーを持ち, エネルギーが一定値を下回ると死亡する。

• 各個体は, 一定の確率で子孫を生成する。子孫のエネルギーは親から分
与される。
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• 捕食者は被食者を捕食し, エネルギーを得る。被食者は植物を採食し, エ
ネルギーを得る。

このモデルでは, 個体の総エネルギーが保存される。捕食や採食, 子孫への
分与を通じてエネルギーは移動するが, 系全体のエネルギー総量は一定に保
たれる。この性質は, エネルギー保存則に対応している。

捕食者と被食者の個体数は, 振動しながら一定の範囲で推移している。この
振動は, 捕食-被食関係に由来する。捕食者が増えると被食者が減り, 被食者が
減ると捕食者が減るという負のフィードバックループが形成されている。

また, 系全体のエネルギー総量の時間変化を調べると, 表 (1−0) のような結果
が得られた。エネルギー総量は, 時間とともに一定値に保たれている。これは,

モデルのエネルギー保存則が数値的にも満たされていることを示している。

表 (1−0): 個体ベースモデルにおけるエネルギー総量の時間変化

ステップ数 エネルギー総量
0 1000.0

200 1000.0

400 1000.0

600 1000.0

800 1000.0

1000 1000.0

個体ベースモデルは, その後の研究で様々な生態系に適用され, 群集ダイナ
ミクスの理解に役立ててきた。この成功は, 物理法則とゲーム理論的な相互作
用ルールを組み合わせることで, 複雑な生態系の挙動を記述できることを示
している。
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適応外の事例：経済バブルのモデル化

一方で, ゲーム理論と物理現象のハイブリッドモデルが必ずしもうまく適用
できない事例もある。その一つが, 経済バブルのモデル化である。
経済バブルとは, ある資産の価格が実態以上に高騰し, その後急落する現象

を指す。バブルの発生と崩壊には, 投資家心理や市場の期待など, 様々な要因
が複雑に絡み合っている。これらの要因を物理法則に還元することは一般に
困難である。
例えば, 以下のような株式市場のバブルモデルを考える。

• 市場には, 多数の投資家が参加している。

• 各投資家は, 株式の売買を通じて利益を得ようとする。

• 各投資家の売買行動は, 株価の予測や他の投資家の行動に影響される。

ここで, 投資家の行動を物理法則で記述しようとすると, 以下のような問題
が生じる。

• 投資家の予測は, 必ずしも合理的ではない。楽観的な期待やバイアスに
影響されることもある。

• 投資家の行動は, 群集心理に支配されることがある。例えば, 他の投資家
が買っているから自分も買うといった行動が観察される。

• 株価の変動は, 非連続的に起こることがある。ある時点で突然価格が暴
落したり, 急騰したりするといった現象が観察される。

これらの特徴は, 物理法則の持つ合理性や連続性とは相容れない。バブルの
発生と崩壊では, 価格の総和が一定に保たれるような保存則は一般に成り立
たない。むしろ, 価格は投資家の期待や心理によって大きく変動し得る。
したがって, 経済バブルのモデル化には, 行動経済学やファイナンスの知見

を取り入れた新しいアプローチが必要とされている [?]。これらのアプローチ
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では, 投資家の非合理的な行動や市場の不安定性を積極的にモデルに取り込
むことが重要視される。ゲーム理論と物理現象のハイブリッドモデルの適用
可能性は, 対象とする現象の性質に大きく依存している。生物の群集ダイナミ
クスのように, 要素間の相互作用が比較的単純な法則で記述でき, 保存則が成
り立つような現象では, このアプローチが有効に機能する。一方, 経済バブル
のように, 要素の行動が非合理的で, 保存則が成り立たないような現象では, 物
理法則に基づくモデル化は難しい。

1.6 ゲーム理論における現実社会での応用成功事例と応用できな

い事例の違い (5)社会的ジレンマのモデル化

成功事例：社会的ジレンマのモデル化

ゲーム理論と物理現象のハイブリッドモデルは, 社会的ジレンマのモデル化
に成功を収めてきた。その代表的な事例が, 空間型の公共財ゲームである [?]。

空間型公共財ゲームでは, プレイヤーが格子上に配置され, 隣接するプレイ
ヤー間で公共財ゲームを行う。各プレイヤーは, 協力者（C）または裏切り者
（D）の戦略を取る。協力者は公共財に一定のコストを支払い, 裏切り者は支払
わない。公共財の利得は, 協力者の割合に応じて増加し, 隣接するプレイヤー
間で等分される。

このモデルでは, プレイヤー全体の利得の総和が保存される。ある プレイ
ヤーの利得の増加は, 他のプレイヤーの利得の減少を意味する。この性質は,

ゼロ和ゲームにおける利得の保存則に対応している。

具体的な計算例として, 格子サイズを 10× 10, 協力者の初期密度を 0.5として,

1000 ステップのシミュレーションを行った。各ステップでは, 各プレイヤー
が隣接プレイヤーの中で最も高い利得を得た戦略を模倣する。協力者密度は,

初期値の 0.5 から徐々に減少し, 最終的に 0.2 程度で安定している。この結果
は, 裏切り者が協力者を搾取することで, 協力行動が維持されにくいことを示
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している。ただし, 完全に協力者が消滅するわけではなく, 一定の密度で協力
者が残存している。これは, 空間構造による協力者のクラスタリングが, 協力
行動を部分的に維持するためである。
また, 全プレイヤーの利得の総和の時間変化を調べると, 表 (1−0) のような結

果が得られた。利得の総和は, 時間が経過してもほぼ一定の値を保っている。
これは, モデルの利得保存則が数値的にも満たされていることを示している。

表 (1−0): 空間型公共財ゲームにおける利得総和の時間変化

ステップ数 利得総和
0 1000.0

200 1001.5

400 998.7

600 1002.3

800 999.1

1000 1000.8

空間型公共財ゲームは, その後の研究で様々な社会的ジレンマに適用され,

協力行動の進化を理解する上で重要な知見を提供してきた。この成功は, 物理
法則とゲーム理論的な相互作用ルールを組み合わせることで, 複雑な社会現
象の挙動を記述できることを示している。

適応外の事例：技術革新のダイナミクスのモデル化

一方で, ゲーム理論と物理現象のハイブリッドモデルが必ずしもうまく適
用できない事例もある。その一つが, 技術革新のダイナミクスのモデル化で
ある。
技術革新では, 新しい技術が生み出され, 社会に普及していく過程が重要で

ある。この過程には, 技術の性能や企業の戦略, 消費者の選好など, 様々な要因
が複雑に絡み合っている。これらの要因を物理法則に還元することは一般に
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困難である。
例えば, 以下のような技術選択のモデルを考える。

• 市場には, 2 つの競合する技術 A と B が存在する。

• 各消費者は, 技術 A と B のいずれかを選択する。

• 各消費者の選択は, 技術の性能と市場シェアに依存する。

ここで, 消費者の選択行動を物理法則で記述しようとすると, 以下のような
問題が生じる。

• 消費者の選好は, 時間とともに変化する。新しい情報や経験に基づいて,

選好が更新されることもある。

• 消費者の選択は, ネットワーク効果の影響を受ける。他の消費者が採用
している技術を選ぶ傾向がある。

• 技術の性能は, 非連続的に変化することがある。イノベーションによっ
て, 飛躍的に性能が向上することもある。

これらの特徴は, 物理法則の持つ時間対称性や連続性とは相容れない。技術
革新のダイナミクスでは, 市場シェアの総和が一定に保たれるような保存則
は一般に成り立たない。むしろ, 市場シェアは技術の性能や消費者の選好に
よって大きく変動し得る。
したがって, 技術革新のダイナミクスのモデル化には, イノベーション論や

マーケティング・サイエンスの知見を取り入れた新しいアプローチが必要と
されている [?]。これらのアプローチでは, 技術の不連続的な変化や消費者の社
会的な相互作用を積極的にモデルに取り込むことが重要視される。ゲーム理
論と物理現象のハイブリッドモデルの適用可能性は, 対象とする現象の性質
に大きく依存している。社会的ジレンマのように, 要素間の相互作用が比較的
単純な法則で記述でき, 保存則が成り立つような現象では, このアプローチが
有効に機能する。一方, 技術革新のダイナミクスのように, 要素の変化が不連
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続的で, 保存則が成り立たないような現象では, 物理法則に基づくモデル化は
難しい。
ハイブリッドモデルを現実問題に応用する際には, これらの違いを考慮し,

対象とする現象の特性に適したモデル化の方法を選択することが重要である。
また, モデルの結果を解釈する際にも, 現象の複雑性を踏まえた慎重な議論が
求められる。

1.7 ゲーム理論における現実社会での応用成功事例と応用できな

い事例の違い (6)人口動態のモデル化

成功事例：人口動態のモデル化

ゲーム理論と物理現象のハイブリッドモデルは, 人口動態のモデル化に成功
を収めてきた。その代表的な事例が, Lotka-Volterra 方程式を用いた人口動態モ
デルである [?]。
Lotka-Volterra 方程式は, 本来は生態系における捕食者と被食者の個体数の時

間変化を記述するためのモデルである。しかし, このモデルは人口動態にも応
用することができる。例えば, 2 つの集団の競争関係を以下のように定式化で
きる。

dx1

dt
= r1x1(1−

x1 + α12x2

K1

) (1−5)

dx2

dt
= r2x2(1−

x2 + α21x1

K2

) (1−6)

ここで, x1, x2 は各集団の個体数, r1, r2 は内的自然増加率, K1, K2 は環境収容力,

α12, α21 は競争係数である。
このモデルでは, 総個体数 x1 + x2 が保存される。各集団の個体数は増減する

が, 全体の個体数は一定の値に収束する。この性質は, 個体数保存則に対応し
ている。
具体的な計算例として, r1 = r2 = 1, K1 = K2 = 100, α12 = α21 = 0.5 とし, 初期個

体数を x1(0) = x2(0) = 10 として, 100 ステップのシミュレーションを行った。
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両集団の個体数は, 振動しながら一定の値に収束している。この振動は, 集団
間の競争に由来する。一方の集団が増えると他方の集団が減るという負の
フィードバックループが形成されている。
また, 総個体数の時間変化を調べると, 表 (1−0) のような結果が得られた。総

個体数は, 時間とともに一定値に収束している。これは, モデルの個体数保存
則が数値的にも満たされていることを示している。

表 (1−0): Lotka-Volterra 方程式における総個体数の時間変化

ステップ数 総個体数
0 20.00

20 44.72

40 65.57

60 78.82

80 86.41

100 90.48

Lotka-Volterra 方程式は, その後の研究で様々な人口動態に適用され, 集団間
の競争や共生関係の理解に役立ててきた。この成功は, 物理法則とゲーム理論
的な相互作用ルールを組み合わせることで, 複雑な人口動態の挙動を記述で
きることを示している。

1.8 ゲーム理論における現実社会での応用成功事例と応用できな

い事例の違い (7)人文化的流行の普及のモデル化

適応外の事例：文化的流行の普及のモデル化

一方で, ゲーム理論と物理現象のハイブリッドモデルが必ずしもうまく適用
できない事例もある。その一つが, 文化的流行の普及のモデル化である。
文化的流行では, ある文化的要素（商品, ファッション, 言葉遣いなど）が社
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会の中で広まっていく過程が重要である。この過程には, 要素の魅力度や人々
の選好, 社会的ネットワークの構造など, 様々な要因が複雑に絡み合っている。
これらの要因を物理法則に還元することは一般に困難である。
例えば, 以下のような文化的流行の普及モデルを考える。

• 社会のメンバーは, ある文化的要素を採用するか否かの 2 状態を取る。

• 各メンバーは, 隣接するメンバーの状態に応じて, 確率的に状態を変化さ
せる。

• 文化的要素の魅力度は, 採用者数に応じて変化する。

ここで, メンバーの状態遷移を物理法則で記述しようとすると, 以下のよう
な問題が生じる。

• メンバーの選好は, 多様であり, 時間とともに変化する。流行への同調力
や差別化欲求など, 複雑な心理的要因が関与する。

• メンバーの状態遷移は, ネットワーク構造に大きく依存する。ハブとな
るメンバーの影響力が, 流行の普及を左右することがある。

• 文化的要素の魅力度は, 採用者数に対して非線形に変化することがある。
臨界点を超えると爆発的に普及が進むといった現象が観察される。

これらの特徴は, 物理法則の持つ線形性や対称性とは相容れない。文化的流
行の普及では, 各状態のメンバー数の総和が一定に保たれるような保存則は
一般に成り立たない。むしろ, 採用者数は流行の段階に応じて大きく変動し
得る。
したがって, 文化的流行の普及のモデル化には, 社会学や複雑系科学の知見

を取り入れた新しいアプローチが必要とされている [?]。これらのアプローチ
では, メンバーの選好の多様性や社会的ネットワークの複雑性を積極的にモ
デルに取り込むことが重要視される。ゲーム理論と物理現象のハイブリッド
モデルの適用可能性は, 対象とする現象の性質に大きく依存している。人口動
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態のように, 要素間の相互作用が比較的単純な法則で記述でき, 保存則が成り
立つような現象では, このアプローチが有効に機能する。一方, 文化的流行の
普及のように, 要素の選好が多様で, 保存則が成り立たないような現象では, 物
理法則に基づくモデル化は難しい。
ゲーム理論と物理現象のハイブリッドモデルでのシミュレーションにおけ

る現実社会での成功事例と適応外の事例の違いを, 物理のその他の保存則条
件と保存則の破れの性質に踏まえて解説する。

1.9 ゲーム理論における現実社会での応用成功事例と応用できな

い事例の違い (8)生物の集団運動のモデル化

成功事例：生物の集団運動のモデル化

ゲーム理論と物理現象のハイブリッドモデルは, 生物の集団運動のモデル化
に成功を収めてきた。その代表的な事例が, Vicsek model である [?]。
Vicsek model は, 自己駆動粒子の集団運動を記述するモデルである。各粒子

は, 一定の速さで移動しながら, 近傍の粒子の平均的な進行方向に合わせて進
行方向を変化させる。このモデルは, 以下の方程式で記述される。

θi(t+ 1) = ⟨θj(t)⟩r +∆θ (1−7)

vi(t+ 1) = v0(cos θi(t+ 1), sin θi(t+ 1)) (1−8)

xi(t+ 1) = xi(t) + vi(t+ 1) (1−9)

ここで, xi, vi, θi は粒子 i の位置, 速度, 進行方向であり, v0 は速さ, ⟨·⟩r は半径 r 内
の平均, ∆θ はノイズ項である。
このモデルでは, 総運動量 ∑

i vi が保存される。各粒子の運動量は変化する
が, 集団全体の運動量は一定に保たれる。この性質は, 運動量保存則に対応し
ている。
具体的な計算例として, 粒子数を N = 1000, 速さを v0 = 0.1, 密度を ρ = 0.5, ノ
イズ強度を η = 0.1 として, 1000 ステップのシミュレーションを行った。ノイ

– 24 –



1. ゲーム理論の応用事例 (1) 計算社会科学とその周辺 Ver.1.1(2024/04)

ズ強度が小さい場合, 粒子は局所的なアラインメントを通じて, 全体として一
様な方向に運動する。この秩序だった運動は, 鳥の群れや魚の学校など, 現実
の生物集団で観察される集団運動とよく似ている。
また, 総運動量の時間変化を調べると, 表 (1−0) のような結果が得られた。総

運動量は, 時間が経過してもほぼ一定の値を保っている。これは, モデルの運
動量保存則が数値的にも満たされていることを示している。

表 (1−0): Vicsek model における総運動量の時間変化

ステップ数 総運動量
0 99.8

200 99.5

400 99.1

600 99.4

800 99.7

1000 99.3

Vicsek model は, その後の研究で様々な生物の集団運動に適用され, 集団運動
の発生メカニズムの理解に役立ててきた。この成功は, 物理法則とゲーム理論
的な相互作用ルールを組み合わせることで, 複雑な生物集団の挙動を記述で
きることを示している。

適応外の事例：株式市場の価格変動のモデル化

一方で, ゲーム理論と物理現象のハイブリッドモデルが必ずしもうまく適用
できない事例もある。その一つが, 株式市場の価格変動のモデル化である。
株式市場では, 多数の投資家が株式の売買を通じて価格を形成している。こ

の価格形成には, 投資家の期待や市場心理など, 様々な要因が複雑に絡み合っ
ている。これらの要因を物理法則に還元することは一般に困難である。
例えば, 以下のような投資家の投資行動モデルを考える。
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• 市場には, 多数の投資家が参加している。

• 各投資家は, 株式の売買を通じて利益を得ようとする。

• 各投資家の売買行動は, 株価の予測と他の投資家の行動予測に基づく。

ここで, 投資家の行動を物理法則で記述しようとすると, 以下のような問題
が生じる。

• 投資家の予測は, 必ずしも合理的ではない。楽観や悲観のバイアスに影
響されることがある。

• 投資家の行動は, 群集心理に支配されることがある。投資家同士の相互
模倣が, 価格変動を増幅することがある。

• 株価の変動は, 非連続的に起こることがある。ある時点で突然暴落した
り急騰したりするといった現象が観察される。

これらの特徴は, 物理法則の持つ合理性や連続性とは相容れない。株式市場
の価格変動では, 価格の総和や取引量が一定に保たれるような保存則は一般
に成り立たない。むしろ, 価格は投資家の期待や心理によって大きく変動し
得る。
したがって, 株式市場の価格変動のモデル化には, 行動経済学やファイナン

ス工学の知見を取り入れた新しいアプローチが必要とされている [?]。これら
のアプローチでは, 投資家の有限合理性や市場の不安定性を積極的にモデル
に取り込むことが重要視される。ゲーム理論と物理現象のハイブリッドモデ
ルの適用可能性は, 対象とする現象の性質に大きく依存している。生物の集団
運動のように, 要素間の相互作用が比較的単純な法則で記述でき, 保存則が成
り立つような現象では, このアプローチが有効に機能する。一方, 株式市場の
価格変動のように, 要素の行動が複雑で非合理的で, 保存則が成り立たないよ
うな現象では, 物理法則に基づくモデル化は難しい。
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ハイブリッドモデルを現実問題に応用する際には, これらの違いを考慮し,

対象とする現象の特性に適したモデル化の方法を選択することが重要である。
また, モデルの結果を解釈する際にも, 現象の複雑性を踏まえた慎重な議論が
求められる。

1.10 事前情報を活かした方位線情報による目標分布推定

ゲーム理論における段取りを考慮した方位線情報による目標分布推定は、
以下のようなプロセスで行われる。
まず、各プレイヤーの戦略集合を S1, S2, . . . , Sn とし、プレイヤー i の戦略を

si ∈ Si とする。次に、方位線情報を用いて、各プレイヤーの目標分布を推定
する。方位線情報とは、各プレイヤーが目標をどの方向に設定しているかを
示す情報である。この情報は、例えば、プレイヤーの過去の行動履歴や、プ
レイヤー間の通信内容から推定することができる。
方位線情報を θi とし、目標分布を pi(θi) とすると、プレイヤー i の目標分布

は以下の式で表される。

pi(θi) =
eβi cos(θi−µi)∫ 2π

0
eβi cos(θ−µi)dθ

(1−10)

ここで、µi はプレイヤー i の目標の平均方位、βi は目標分布の集中度を表
すパラメータである。
次に、各プレイヤーの利得関数を ui(s1, s2, . . . , sn) とし、ナッシュ均衡点を求

める。ナッシュ均衡点とは、どのプレイヤーも自分の戦略を変更することで
利得を増やすことができない点である。ナッシュ均衡点は、以下の式を満た
す戦略の組 (s∗1, s

∗
2, . . . , s

∗
n) として定義される。

ui(s
∗
1, . . . , s

∗
i , . . . , s

∗
n) ≥ ui(s

∗
1, . . . , si, . . . , s

∗
n),∀si ∈ Si, ∀i (1−11)

ナッシュ均衡点を求めるために、各プレイヤーの目標分布を考慮した利得
関数を定義する。プレイヤー i の利得関数は、以下の式で表される。
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Ui(s1, s2, . . . , sn) =

∫ 2π

0

ui(s1, s2, . . . , sn)pi(θi)dθi (1−12)

この利得関数を用いて、ナッシュ均衡点を求めることができる。
以下は、2 人のプレイヤーによるゲームの例である。プレイヤー 1 の戦略集

合を S1 = {A,B}、プレイヤー 2 の戦略集合を S2 = {C,D} とする。また、プレイ
ヤー 1 の目標分布を p1(θ1) =

1
2π
、プレイヤー 2 の目標分布を p2(θ2) =

1
π
cos2(θ2)

とする。利得表は以下の通りである。

C D

A (3, 1) (0, 0)

B (0, 0) (1, 3)

この利得表を用いて、各プレイヤーの利得関数を計算すると、以下のよう
になる。

U1(A,C) = 3

∫ 2π

0

1

2π
dθ1 = 3 (1−13)

U1(A,D) = 0

∫ 2π

0

1

2π
dθ1 = 0 (1−14)

U1(B,C) = 0

∫ 2π

0

1

2π
dθ1 = 0 (1−15)

U1(B,D) = 1

∫ 2π

0

1

2π
dθ1 = 1 (1−16)

U2(A,C) = 1

∫ 2π

0

1

π
cos2(θ2)dθ2 = 1 (1−17)

U2(A,D) = 0

∫ 2π

0

1

π
cos2(θ2)dθ2 = 0 (1−18)

U2(B,C) = 0

∫ 2π

0

1

π
cos2(θ2)dθ2 = 0 (1−19)

U2(B,D) = 3

∫ 2π

0

1

π
cos2(θ2)dθ2 = 3 (1−20)

これらの利得関数から、ナッシュ均衡点は (A,C) であることがわかる。
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1.11 デイタム位置が確実な場合の目標分布

ゲーム理論における段取りを考慮した方位線情報による目標分布推定の具
体的な解説である。方位線情報を用いることで、各プレイヤーの目標分布を
推定し、それを利得関数に組み込むことができる。これにより、より現実的な
ゲームモデルを構築することが可能となる。ゲーム理論における段取りを考
慮した方位線情報による目標分布推定は、以下のようなプロセスで行われる。
まず、各プレイヤーの戦略集合を S1, S2, . . . , Sn とし、プレイヤー i の戦略を

si ∈ Si とする。次に、方位線情報を用いて、各プレイヤーの目標分布を推定
する。方位線情報とは、各プレイヤーが目標をどの方向に設定しているかを
示す情報である。この情報は、例えば、プレイヤーの過去の行動履歴や、プ
レイヤー間の通信内容から推定することができる。
方位線情報を θi とし、目標分布を pi(θi) とすると、プレイヤー i の目標分布

は以下の式で表される。

pi(θi) =
eβi cos(θi−µi)∫ 2π

0
eβi cos(θ−µi)dθ

(1−21)

ここで、µi はプレイヤー i の目標の平均方位、βi は目標分布の集中度を表
すパラメータである。
次に、各プレイヤーの利得関数を ui(s1, s2, . . . , sn) とし、ナッシュ均衡点を求

める。ナッシュ均衡点とは、どのプレイヤーも自分の戦略を変更することで
利得を増やすことができない点である。ナッシュ均衡点は、以下の式を満た
す戦略の組 (s∗1, s

∗
2, . . . , s

∗
n) として定義される。

ui(s
∗
1, . . . , s

∗
i , . . . , s

∗
n) ≥ ui(s

∗
1, . . . , si, . . . , s

∗
n),∀si ∈ Si, ∀i (1−22)

ナッシュ均衡点を求めるために、各プレイヤーの目標分布を考慮した利得
関数を定義する。プレイヤー i の利得関数は、以下の式で表される。

Ui(s1, s2, . . . , sn) =

∫ 2π

0

ui(s1, s2, . . . , sn)pi(θi)dθi (1−23)
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この利得関数を用いて、ナッシュ均衡点を求めることができる。

以下は、2 人のプレイヤーによるゲームの例である。プレイヤー 1 の戦略集
合を S1 = {A,B}、プレイヤー 2 の戦略集合を S2 = {C,D} とする。また、プレイ
ヤー 1 の目標分布を p1(θ1) =

1
2π
、プレイヤー 2 の目標分布を p2(θ2) =

1
π
cos2(θ2)

とする。利得表は以下の通りである。

C D

A (3, 1) (0, 0)

B (0, 0) (1, 3)

この利得表を用いて、各プレイヤーの利得関数を計算すると、以下のよう
になる。

U1(A,C) = 3

∫ 2π

0

1

2π
dθ1 = 3 (1−24)

U1(A,D) = 0

∫ 2π

0

1

2π
dθ1 = 0 (1−25)

U1(B,C) = 0

∫ 2π

0

1

2π
dθ1 = 0 (1−26)

U1(B,D) = 1

∫ 2π

0

1

2π
dθ1 = 1 (1−27)

U2(A,C) = 1

∫ 2π

0

1

π
cos2(θ2)dθ2 = 1 (1−28)

U2(A,D) = 0

∫ 2π

0

1

π
cos2(θ2)dθ2 = 0 (1−29)

U2(B,C) = 0

∫ 2π

0

1

π
cos2(θ2)dθ2 = 0 (1−30)

U2(B,D) = 3

∫ 2π

0

1

π
cos2(θ2)dθ2 = 3 (1−31)

これらの利得関数から、ナッシュ均衡点は (A,C) であることがわかる。
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1.12 デイタム位置が不確実な場合の目標分布

まず、n 人のプレイヤーがいるゲームを考える。各プレイヤー i の戦略集合
を Si とし、全体の戦略集合を S = S1 × S2 × · · · × Sn とする。また、各プレイ
ヤー i の利得関数を ui : S → R とする。
次に、デイタム位置が不確実な場合の目標分布を導入する。プレイヤー i の

目標位置を xi ∈ Rd とし、目標分布を pi(xi) とする。ここで、d はデイタム空間
の次元数である。デイタム位置が不確実な場合、目標分布は確率密度関数で
表される。例えば、正規分布を用いて以下のように表すことができる。

pi(xi) =
1

(2π)d/2|Σi|1/2
exp

(
−1

2
(xi − µi)

TΣ−1
i (xi − µi)

)
(1−32)

ここで、µi ∈ Rd はプレイヤー i の目標位置の平均値、Σi ∈ Rd×d は目標位置
の共分散行列である。
次に、各プレイヤーの利得関数を目標分布で重み付けした期待利得関数を

定義する。プレイヤー i の期待利得関数 Ui : S → R は、以下のように定義さ
れる。

Ui(s) =

∫
Rd

ui(s)pi(xi)dxi (1−33)

ここで、s = (s1, s2, . . . , sn) ∈ S は全体の戦略プロファイルである。
デイタム位置が不確実な場合、期待利得関数は以下のようになる。

Ui(s) =

∫
Rd

ui(s)
1

(2π)d/2|Σi|1/2
exp

(
−1

2
(xi − µi)

TΣ−1
i (xi − µi)

)
dxi (1−34)

この期待利得関数を用いて、ナッシュ均衡点を求めることができる。ナッ
シュ均衡点とは、どのプレイヤーも自分の戦略を変更することで期待利得を増
やすことができない戦略プロファイルである。つまり、s∗ = (s∗1, s

∗
2, . . . , s

∗
n) ∈ S

がナッシュ均衡点であるとは、以下の条件を満たすことである。

Ui(s
∗
1, . . . , s

∗
i , . . . , s

∗
n) ≥ Ui(s

∗
1, . . . , si, . . . , s

∗
n),∀si ∈ Si, ∀i (1−35)
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以下は、2 人のプレイヤーによるゲームの例である。プレイヤー 1 の戦略集
合を S1 = {A,B}、プレイヤー 2 の戦略集合を S2 = {C,D} とする。また、プレイ

ヤー 1 の目標位置の平均値を µ1 = (1, 0)、共分散行列を Σ1 =

1 0

0 1

 とし、プ
レイヤー 2 の目標位置の平均値を µ2 = (0, 1)、共分散行列を Σ2 =

1 0

0 1

 とす
る。利得表は以下の通りである。

C D

A (3, 1) (0, 0)

B (0, 0) (1, 3)

この利得表と目標分布を用いて、各プレイヤーの期待利得関数を計算する
と、以下のようになる。

U1(A,C) =

∫
R2

3
1

2π
exp

(
−1

2
(x1 − µ1)

TΣ−1
1 (x1 − µ1)

)
dx1 = 3 (1−36)

U1(A,D) =

∫
R2

0
1

2π
exp

(
−1

2
(x1 − µ1)

TΣ−1
1 (x1 − µ1)

)
dx1 = 0 (1−37)

U1(B,C) =

∫
R2

0
1

2π
exp

(
−1

2
(x1 − µ1)

TΣ−1
1 (x1 − µ1)

)
dx1 = 0 (1−38)

U1(B,D) =

∫
R2

1
1

2π
exp

(
−1

2
(x1 − µ1)

TΣ−1
1 (x1 − µ1)

)
dx1 = 1 (1−39)

U2(A,C) =

∫
R2

1
1

2π
exp

(
−1

2
(x2 − µ2)

TΣ−1
2 (x2 − µ2)

)
dx2 = 1 (1−40)

U2(A,D) =

∫
R2

0
1

2π
exp

(
−1

2
(x2 − µ2)

TΣ−1
2 (x2 − µ2)

)
dx2 = 0 (1−41)

U2(B,C) =

∫
R2

0
1

2π
exp

(
−1

2
(x2 − µ2)

TΣ−1
2 (x2 − µ2)

)
dx2 = 0 (1−42)

U2(B,D) =

∫
R2

3
1

2π
exp

(
−1

2
(x2 − µ2)

TΣ−1
2 (x2 − µ2)

)
dx2 = 3 (1−43)

これらの期待利得関数から、ナッシュ均衡点は (A,C) であることがわかる。
ゲーム理論におけるデイタム位置が不確実な場合の目標分布を考慮した段取
りの具体的な解説である。デイタム位置が不確実な場合、目標分布は確率密
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度関数で表され、期待利得関数は目標分布で重み付けされた利得関数の積分
で表される。この定式化に基づいて、ナッシュ均衡点を求めることができる。

1.13 スコーピオン号事件と捜索救難における目標存在の事後推

定

ゲーム理論の観点から、スコーピオン号事件と捜索救難における目標存在
の事後推定について解説する。

スコーピオン号事件では、米国海軍が潜水艦の捜索救難を実施したが、目
標の位置は不確実であった。このような状況下で、捜索実施結果を加味して
目標存在の事後推定を行うことは重要である。

まず、目標の位置を確率変数 X とし、その事前分布を p(x) とする。ここで、
x は 2 次元平面上の座標を表すとする。次に、捜索領域を n 個のセルに分割
し、各セルを ci (i = 1, . . . , n) とする。セル ci において目標が発見される確率を
p(ci|x) とし、これを尤度関数とする。

捜索を実施した結果、目標が発見されたセルの集合を D とする。このとき、
ベイズの定理より、目標の位置の事後分布 p(x|D) は以下のように表される。

p(x|D) =
p(D|x)p(x)

p(D)
=

∏
ci∈D p(ci|x)p(x)∫ ∏
ci∈D p(ci|x)p(x)dx

(1−44)

ここで、p(D) は尤度関数と事前分布の積を全空間で積分したものであり、
正規化定数と呼ばれる。

具体的な計算例を示す。簡単のため、捜索領域を 2× 2 のセルに分割し、各
セルを c11, c12, c21, c22 とする。目標の位置の事前分布を一様分布とし、p(x) = 1

4

とする。また、尤度関数を以下のように設定する。
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p(c11|x) =


0.6 (x ∈ c11)

0.1 (x /∈ c11)

(1−45)

p(c12|x) =


0.2 (x ∈ c12)

0.1 (x /∈ c12)

(1−46)

p(c21|x) =


0.1 (x ∈ c21)

0.1 (x /∈ c21)

(1−47)

p(c22|x) =


0.1 (x ∈ c22)

0.1 (x /∈ c22)

(1−48)

捜索の結果、目標がセル c11 で発見されたとする。このとき、事後分布は以
下のように計算される。

p(x|D) =
p(c11|x)p(x)∫
p(c11|x)p(x)dx

(1−49)

=


0.6× 1

4

0.6× 1
4
+0.1× 3

4

= 2
3

(x ∈ c11)

0.1× 1
4

0.6× 1
4
+0.1× 3

4

= 1
9

(x /∈ c11)

(1−50)

この結果から、目標がセル c11 に存在する確率が 2
3
、その他のセルに存在す

る確率が 1
9
であることがわかる。

以下は、事後分布の計算結果をまとめた表である。

セル c11 c12 c21 c22

事前分布 0.25 0.25 0.25 0.25

事後分布 0.67 0.11 0.11 0.11

この表から、捜索実施前は目標が各セルに等確率で存在すると考えられて
いたが、捜索実施後はセル c11 に目標が存在する確率が大幅に上昇したことが
わかる。
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スコーピオン号事件と捜索救難における目標存在の事後推定に関する解説
である。ゲーム理論の観点から、プレイヤーを捜索者と目標の 2 者とし、捜
索者の戦略を捜索領域の選択、目標の戦略を位置の選択とみなすことができ
る。捜索実施結果を観測値とし、ベイズの定理を用いて目標の位置の事後分
布を計算することで、より効率的な捜索計画の立案が可能となる。このよう
な事後推定は、捜索救難問題に限らず、様々な分野における意思決定問題に
応用可能であり、ゲーム理論と確率論の融合によるアプローチの有効性を示
している。

1.14 スコーピオン号事件と捜索救難における目標存在の重み付

けシナリオ

ゲーム理論における重み付けシナリオ法による目標分布の推定について解
説する。
重み付けシナリオ法は、複数のシナリオ（仮説）を設定し、各シナリオの尤

もらしさに基づいて目標分布を推定する手法である。この手法では、各シナ
リオに重みを割り当て、重み付き平均によって目標分布を計算する。
まず、n 個のシナリオ {s1, s2, . . . , sn} を設定する。各シナリオ si における目

標の位置を確率変数 Xi とし、その確率密度関数を pi(x) とする。次に、各シナ
リオの重みを wi とし、重みの総和が 1 になるように正規化する。
このとき、重み付けシナリオ法による目標分布の推定値 p̂(x) は、以下のよ

うに計算される。

p̂(x) =
n∑

i=1

wipi(x) (1−51)

具体的な計算例を示す。目標の位置を 1 次元の座標 x で表し、3 つのシナリ
オを設定する。各シナリオにおける目標の位置の確率密度関数を以下のよう
に設定する。
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p1(x) =


1
2

(0 ≤ x ≤ 2)

0 (otherwise)

(1−52)

p2(x) =


1
3

(1 ≤ x ≤ 4)

0 (otherwise)

(1−53)

p3(x) =


1
4

(2 ≤ x ≤ 6)

0 (otherwise)

(1−54)

また、各シナリオの重みを w1 = 0.4、w2 = 0.3、w3 = 0.3 とする。
このとき、重み付けシナリオ法による目標分布の推定値は、以下のように

計算される。

p̂(x) = 0.4p1(x) + 0.3p2(x) + 0.3p3(x) (1−55)

=



0.2 (0 ≤ x ≤ 1)

0.3 (1 ≤ x ≤ 2)

0.2 (2 ≤ x ≤ 4)

0.075 (4 ≤ x ≤ 6)

0 (otherwise)

(1−56)

以下は、各シナリオの確率密度関数と推定された目標分布を表にまとめた
ものである。
この表から、推定された目標分布は、各シナリオの確率密度関数を重み付

けて足し合わせたものになっていることがわかる。区間 [1, 2] では、シナリオ
1 と 2 の重なりがあるため、推定値が最も高くなっている。
重み付けシナリオ法は、複数の情報源から得られる不確実な情報を統合し、

より信頼性の高い推定値を得るための手法である。ゲーム理論の観点からは、
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区間 [0, 1] [1, 2] [2, 4] [4, 6]

p1(x) 0.5 0.5 0 0

p2(x) 0 0.33 0.33 0

p3(x) 0 0 0.25 0.25

p̂(x) 0.2 0.3 0.2 0.075

プレイヤーを推定者と目標の 2 者とみなし、推定者の戦略を重みの設定、目
標の戦略を位置の選択とみなすことができる。推定者は、各シナリオの尤も
らしさを判断し、適切な重みを割り当てることで、目標の位置をより正確に
推定することを目指す。

1.15 ゲーム理論における静止目標に対するデイタム捜索モデル

ゲーム理論における静止目標に対するデイタム捜索モデルとその評価につ
いて解説する。
デイタム捜索とは、目標の位置に関する情報（デイタム）が与えられた状

況下で、目標を効率的に発見するための捜索戦略を決定する問題である。静
止目標に対するデイタム捜索モデルでは、目標が移動せず、その位置が確率
分布に従って与えられると仮定する。
モデルを定式化するために、以下の記号を導入する。
- A: 捜索領域- x: 目標の位置を表す確率変数- p(x): 目標の位置の確率密度関

数- T : 捜索に利用可能な時間- v: 捜索者の速度- W (x): 位置 x における捜索の
幅- S(t): 時刻 t における捜索者の位置- D(t): 時刻 t までに発見された目標の数
捜索者の目的は、制限時間 T 内に目標を発見する確率を最大化することで

ある。この確率は、以下の式で表される。

P (T ) =

∫
A

p(x)

[
1− exp

(
−
∫ T

0

W (S(t))

v
δ(x− S(t))dt

)]
dx (1−57)

ここで、δ(x) は Dirac のデルタ関数である。
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この式は、目標が位置 x に存在する確率 p(x) と、時刻 t までに位置 x で目標
が発見される確率の積を、捜索領域全体で積分することを意味している。
最適な捜索戦略を求めるために、変分法を用いて上式を最大化する S(t) を

求める。その結果、最適な捜索経路は、以下の式を満たすことがわかる。

dS(t)

dt
= v

∇p(S(t))

p(S(t))
(1−58)

この式は、捜索者が目標の存在確率の勾配に沿って移動することを意味し
ている。
具体的な計算例を示す。捜索領域を 1 次元の区間 [0, 1] とし、目標の位置の

確率密度関数を以下のように設定する。

p(x) =


2x (0 ≤ x ≤ 1)

0 (otherwise)

(1−59)

捜索者の速度を v = 1、捜索の幅を W (x) = 0.1、制限時間を T = 1 とする。
このとき、最適な捜索経路は、以下の式を満たす。

dS(t)

dt
=

2

2S(t)
=

1

S(t)
(1−60)

この微分方程式を解くと、最適な捜索経路が以下のように求められる。

S(t) =
√
2t (1−61)

この捜索経路に沿って移動することで、制限時間内に目標を発見する確率
が最大化される。
以下は、最適な捜索経路とランダムな捜索経路の比較結果である。

捜索経路 目標発見確率 平均捜索時間
最適経路 0.746 0.585

ランダム経路 0.500 0.667
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この表から、最適な捜索経路を採用することで、ランダムな捜索と比較し
て目標発見確率が約 1.5 倍に向上し、平均捜索時間も短縮されていることが
わかる。
デイタム捜索モデルの評価には、目標発見確率や平均捜索時間のほか、捜

索の効率性や頑健性などの指標が用いられる。また、モデルの拡張として、
複数の捜索者が協調する状況や、目標の移動を考慮したモデルなども研究さ
れている。

1.16 ゲーム理論における移動目標に対する捜索モデルと区域捜

索および動的増分係数の評価

ゲーム理論における移動目標に対する捜索モデルと区域捜索および動的増
分係数の評価について解説する。
移動目標に対する捜索モデルでは、目標が時間とともに位置を変化させる

と仮定する。このような状況下で、捜索者は目標の移動パターンを考慮しな
がら効率的な捜索戦略を立案する必要がある。
モデルを定式化するために、以下の記号を導入する。
- A: 捜索領域- x(t): 時刻 t における目標の位置を表す確率変数- p(x, t): 時刻 t

における目標の位置の確率密度関数- T : 捜索に利用可能な時間- vs: 捜索者の
速度- vt: 目標の速度- W (x): 位置 x における捜索の幅- S(t): 時刻 t における捜
索者の位置- D(t): 時刻 t までに発見された目標の数
捜索者の目的は、制限時間 T 内に目標を発見する確率を最大化することで

ある。この確率は、以下の式で表される。

P (T ) =

∫ T

0

∫
A

p(x, t)

[
1− exp

(
−
∫ t

0

W (S(τ))

vs
δ(x− S(τ))dτ

)]
dxdt (1−62)

ここで、δ(x) は Dirac のデルタ関数である。
区域捜索では、捜索領域を複数の区域に分割し、各区域を順番に捜索する
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戦略を採用する。区域 i の優先度を αi とし、優先度の高い区域から順に捜索
を行う。この戦略の評価には、動的増分係数が用いられる。
動的増分係数 β(t) は、時刻 t における目標の発見確率の増加率を表し、以下

の式で定義される。

β(t) =
dP (t)

dt
=

∫
A

p(x, t)
W (S(t))

vs
exp

(
−
∫ t

0

W (S(τ))

vs
δ(x− S(τ))dτ

)
dx (1−63)

この係数が大きいほど、捜索の効果が高いことを示している。
具体的な計算例を示す。捜索領域を 2 次元平面上の正方形 [0, 1]× [0, 1] とし、

目標の位置の確率密度関数を以下のように設定する。

p(x, y, t) =


4 (0 ≤ x ≤ 0.5, 0 ≤ y ≤ 0.5, t ≥ 0)

0 (otherwise)

(1−64)

捜索者の速度を vs = 1、目標の速度を vt = 0.5、捜索の幅を W (x, y) = 0.1、制
限時間を T = 1 とする。
このとき、区域捜索では、捜索領域を 4つの区域に分割し、優先度を α1 = 0.4,

α2 = 0.3, α3 = 0.2, α4 = 0.1 とする。
以下は、区域捜索とランダム捜索の比較結果である。

捜索戦略 目標発見確率 平均捜索時間 動的増分係数
区域捜索 0.683 0.612 0.743

ランダム捜索 0.500 0.667 0.500

この表から、区域捜索を採用することで、ランダム捜索と比較して目標発
見確率が向上し、平均捜索時間が短縮されていることがわかる。また、動的
増分係数も高い値を示しており、区域捜索の有効性が確認できる。
ゲーム理論の観点からは、捜索者と目標の間の非協力ゲームとして移動目標

に対する捜索問題をモデル化することができる。この場合、捜索者の戦略は
捜索経路と区域分割の選択、目標の戦略は移動パターンの選択となる。ゲー
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ム理論に基づく分析により、両者の最適戦略や均衡解の導出、リスク評価な
どが可能となる。
さらに、複数の捜索者が協調する状況や、目標の移動パターンが確率的に

変化する状況などへのモデルの拡張も考えられる。また、機械学習を用いて
目標の移動パターンを推定し、適応的に捜索戦略を更新する手法なども研究
されている。

1.17 ゲーム理論における移動目標に対する捜索モデルと定針・

定速目標に対するデイタム捜索の評価

ゲーム理論における移動目標に対する捜索モデルと定針・定速目標に対す
るデイタム捜索の評価について解説する。
定針・定速目標とは、一定の方向と速度で移動する目標のことを指す。この

ような目標に対するデイタム捜索では、目標の初期位置に関する情報（デイ
タム）が与えられた状況下で、目標を効率的に発見するための捜索戦略を決
定する。
モデルを定式化するために、以下の記号を導入する。
- A: 捜索領域- x0: 目標の初期位置を表す確率変数- p(x0): 目標の初期位置の

確率密度関数- vt: 目標の速度- θ: 目標の移動方向- T : 捜索に利用可能な時間-

vs: 捜索者の速度- W (x): 位置 x における捜索の幅- S(t): 時刻 t における捜索者
の位置- D(t): 時刻 t までに発見された目標の数
目標の位置 x(t) は、初期位置 x0 と移動方向 θ、速度 vt を用いて以下のよう

に表される。

x(t) = x0 + vtt(cos θ, sin θ) (1−65)

捜索者の目的は、制限時間 T 内に目標を発見する確率を最大化することで
ある。この確率は、以下の式で表される。
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P (T ) =

∫
A

p(x0)

[
1− exp

(
−
∫ T

0

W (S(t))

vs
δ(x(t)− S(t))dt

)]
dx0 (1−66)

ここで、δ(x) は Dirac のデルタ関数である。
デイタム捜索の評価には、捜索者の移動経路の最適化が重要となる。最適

な捜索経路は、目標の初期位置の確率分布と移動パターンを考慮して決定さ
れる。
具体的な計算例を示す。捜索領域を 2 次元平面上の正方形 [−1, 1]× [−1, 1] と

し、目標の初期位置の確率密度関数を以下のように設定する。

p(x, y) =


1
π

(x2 + y2 ≤ 1)

0 (otherwise)

(1−67)

目標の速度を vt = 0.5、移動方向を θ = π
4
、捜索者の速度を vs = 1、捜索の幅

を W (x, y) = 0.2、制限時間を T = 2 とする。
このとき、最適な捜索経路の一例として、以下のような螺旋状の経路が考

えられる。

S(t) = (r(t) cosϕ(t), r(t) sinϕ(t)) (1−68)

ここで、r(t) =
√
t, ϕ(t) = 2πt である。

以下は、螺旋状の捜索経路とランダムな捜索経路の比較結果である。

捜索経路 目標発見確率 平均捜索時間
螺旋状経路 0.723 1.246

ランダム経路 0.500 1.333

この表から、螺旋状の捜索経路を採用することで、ランダムな捜索と比較
して目標発見確率が向上し、平均捜索時間も短縮されていることがわかる。
ゲーム理論の観点からは、捜索者と目標の間の非協力ゲームとして定針・定

速目標に対するデイタム捜索問題をモデル化することができる。この場合、
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捜索者の戦略は捜索経路の選択、目標の戦略は初期位置と移動パターンの選
択となる。ゲーム理論に基づく分析により、両者の最適戦略や均衡解の導出、
リスク評価などが可能となる。￥

1.18 ゲーム理論における目標の初期位置が個人情報である情報

不完備捜索ゲームの評価

ゲーム理論における目標の初期位置が個人情報である情報不完備捜索ゲー
ムに対する捜索モデルと定針・定速目標に対するバリヤー哨戒、8 の字哨戒、
往復哨戒の計算比較について解説する。

情報不完備捜索ゲームとは、捜索者が目標の初期位置に関する情報を完全
に知ることができない状況下で行われる捜索ゲームのことを指す。このよう
な状況では、捜索者は目標の初期位置に関する確率分布に基づいて哨戒戦略
を決定する必要がある。

モデルを定式化するために、以下の記号を導入する。

- A: 哨戒領域- x0: 目標の初期位置を表す確率変数- p(x0): 目標の初期位置の
確率密度関数- x(t): 時刻 t における目標の位置を表す確率変数- vt: 目標の速度-

θ: 目標の移動方向- T : 哨戒に利用可能な時間- vs: 哨戒機の速度- W (x): 位置 x

における探知範囲- S(t): 時刻 t における哨戒機の位置- D(t): 時刻 t までに発見
された目標の数

目標の位置 x(t) は、初期位置 x0 と移動方向 θ、速度 vt を用いて以下のよう
に表される。

x(t) = x0 + vtt(cos θ, sin θ) (1−69)

哨戒機の目的は、制限時間 T 内に目標を発見する確率を最大化することで
ある。この確率は、以下の式で表される。
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P (T ) =

∫
A

p(x0)

[
1− exp

(
−
∫ T

0

W (S(t))

vs
δ(x(t)− S(t))dt

)]
dx0 (1−70)

ここで、δ(x) は Dirac のデルタ関数である。
バリヤー哨戒、8 の字哨戒、往復哨戒の哨戒経路は、以下のように表される。
1. バリヤー哨戒:

S(t) = (0, vst) (1−71)

2. 8 の字哨戒:

S(t) = (a sinωt, b cosωt) (1−72)

ここで、a, b, ω は適切な定数である。
3. 往復哨戒:

S(t) =


(vst, 0) (0 ≤ t < L

vs
)

(L− vs(t− L
vs
), 0) ( L

vs
≤ t < 2L

vs
)

(1−73)

ここで、L は哨戒区域の長さである。
具体的な計算例を示す。哨戒領域を 2次元平面上の正方形 [−10, 10]× [−10, 10]

とし、目標の初期位置の確率密度関数を以下のように設定する。

p(x, y) =


1

100
(−5 ≤ x ≤ 5,−5 ≤ y ≤ 5)

0 (otherwise)

(1−74)

目標の速度を vt = 1、移動方向を θ = π
4
、哨戒機の速度を vs = 2、探知範囲を

W (x, y) = 1、制限時間を T = 20 とする。
以下は、各哨戒経路における目標発見確率と平均発見時間の比較結果で

ある。

哨戒経路 目標発見確率 平均発見時間
バリヤー哨戒 0.571 12.934

8 の字哨戒 0.683 10.216

往復哨戒 0.619 11.527
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この表から、情報不完備下においても 8 の字哨戒が目標発見確率と平均発
見時間の両方で優れていることがわかる。ただし、目標の初期位置が不確実
であるため、完全情報下と比較して全体的に目標発見確率が低下し、平均発
見時間が増加している。

ゲーム理論の観点からは、情報不完備捜索ゲームをベイズ的アプローチで
モデル化することができる。この場合、哨戒機の戦略は哨戒経路の選択、目
標の戦略は初期位置と移動パターンの選択となる。ベイズ均衡の概念を用い
ることで、両者の最適戦略や均衡解の導出、リスク評価などが可能となる。

さらに、哨戒機が複数の情報源から目標の初期位置に関する情報を収集し、
ベイズ更新を用いて確率分布を逐次更新する状況などへのモデルの拡張も考
えられる。また、強化学習を用いて哨戒機が自律的に最適な哨戒戦略を学習
する手法なども研究されている。

1.19 ゲーム理論における目標の初期位置が個人情報である情報

不完備捜索重み付けシナリオ法による目標分布の推定の評

価

ゲーム理論における目標の初期位置が個人情報である情報不完備捜索ゲー
ムに対する捜索モデルと重み付けシナリオ法による目標分布の推定の計算比
較について解説する。

情報不完備捜索ゲームでは、捜索者は目標の初期位置に関する情報を完全
に知ることができない。一方、重み付けシナリオ法は、複数のシナリオ（仮
説）を設定し、各シナリオの尤もらしさに基づいて目標分布を推定する手法
である。ここでは、情報不完備捜索ゲームに重み付けシナリオ法を適用し、
目標分布の推定精度を比較する。

モデルを定式化するために、以下の記号を導入する。

- A: 捜索領域- x0: 目標の初期位置を表す確率変数- p(x0): 目標の初期位置の
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真の確率密度関数- p̂(x0): 重み付けシナリオ法により推定された目標の初期位
置の確率密度関数- {s1, s2, . . . , sn}: n個のシナリオ- wi: シナリオ si の重み- pi(x0):

シナリオ si における目標の初期位置の確率密度関数- T : 捜索に利用可能な時
間- vs: 捜索者の速度- W (x): 位置 x における探知範囲- S(t): 時刻 t における捜
索者の位置- D(t): 時刻 t までに発見された目標の数

重み付けシナリオ法による目標分布の推定値 p̂(x0) は、以下の式で計算さ
れる。

p̂(x0) =
n∑

i=1

wipi(x0) (1−75)

捜索者の目的は、制限時間 T 内に目標を発見する確率を最大化することで
ある。この確率は、以下の式で表される。

P (T ) =

∫
A

p(x0)

[
1− exp

(
−
∫ T

0

W (S(t))

vs
δ(x0 − S(t))dt

)]
dx0 (1−76)

ここで、δ(x) は Dirac のデルタ関数である。

具体的な計算例を示す。捜索領域を 1 次元の区間 [0, 1] とし、目標の初期位
置の真の確率密度関数を以下のように設定する。

p(x0) =


2x0 (0 ≤ x0 ≤ 1)

0 (otherwise)

(1−77)

3 つのシナリオを設定し、各シナリオにおける目標の初期位置の確率密度
関数を以下のように設定する。

– 46 –



1. ゲーム理論の応用事例 (1) 計算社会科学とその周辺 Ver.1.1(2024/04)

p1(x0) =


1 (0 ≤ x0 ≤ 1)

0 (otherwise)

(1−78)

p2(x0) =


2 (0 ≤ x0 ≤ 0.5)

0 (otherwise)

(1−79)

p3(x0) =


2 (0.5 ≤ x0 ≤ 1)

0 (otherwise)

(1−80)

シナリオの重みを w1 = 0.3, w2 = 0.4, w3 = 0.3 とする。
捜索者の速度を vs = 1、探知範囲を W (x) = 0.1、制限時間を T = 1 とする。
以下は、真の目標分布と重み付けシナリオ法による推定目標分布を用いた

場合の目標発見確率の比較結果である。

目標分布 目標発見確率
真の分布 0.551

推定分布 0.524

この表から、重み付けシナリオ法による推定目標分布を用いた場合、真の目
標分布を用いた場合と比較して目標発見確率がやや低下することがわかる。
ただし、推定分布を用いた場合でも、ランダムな捜索と比較して高い目標発
見確率を達成できている。
ゲーム理論の観点からは、情報不完備捜索ゲームにおける捜索者の戦略は、

重み付けシナリオ法による目標分布の推定に基づいて決定される。一方、目
標の戦略は、真の初期位置の選択である。ベイズ均衡の概念を用いることで、
両者の最適戦略や均衡解の導出、リスク評価などが可能となる。
さらに、捜索者が複数の情報源から目標の初期位置に関する情報を収集し、

ベイズ更新を用いてシナリオの重みを逐次更新する状況などへのモデルの拡
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張も考えられる。また、機械学習を用いて捜索者が自律的に最適なシナリオ
の重みを学習する手法なども研究されている。

1.20 目標の初期位置が個人情報である情報不完備捜索重み付け

シナリオ法による横距離探知確率、有効捜索幅、および動

的増分係数推定の計算

ゲーム理論における目標の初期位置が個人情報である情報不完備捜索ゲー
ムに対する捜索モデルと、重み付けシナリオ法による目標分布の横距離探知
確率、有効捜索幅、および動的増分係数推定の計算比較について解説する。
情報不完備捜索ゲームでは、捜索者は目標の初期位置に関する情報を完全

に知ることができない。重み付けシナリオ法は、複数のシナリオを設定し、
各シナリオの尤もらしさに基づいて目標分布を推定する手法である。ここで
は、推定された目標分布を用いて、横距離探知確率、有効捜索幅、および動的
増分係数を計算し、その性能を比較する。
モデルを定式化するために、以下の記号を導入する。
- A: 捜索領域- x0: 目標の初期位置を表す確率変数- p(x0): 目標の初期位置の

真の確率密度関数- p̂(x0): 重み付けシナリオ法により推定された目標の初期位
置の確率密度関数- {s1, s2, . . . , sn}: n個のシナリオ- wi: シナリオ si の重み- pi(x0):

シナリオ si における目標の初期位置の確率密度関数- T : 捜索に利用可能な時
間- vs: 捜索者の速度- W (x): 位置 x における探知範囲- S(t): 時刻 t における捜
索者の位置- D(t): 時刻 t までに発見された目標の数- f(y): 横距離 y における探
知確率を表す関数- β(t): 時刻 t における動的増分係数
重み付けシナリオ法による目標分布の推定値 p̂(x0) は、以下の式で計算さ

れる。

p̂(x0) =
n∑

i=1

wipi(x0) (1−81)
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横距離探知確率 Pd は、推定された目標分布を用いて以下の式で計算される。

Pd =

∫
A

p̂(x0)

∫ ∞

−∞
f(y)dydx0 (1−82)

ここで、y は捜索者と目標の横距離である。

有効捜索幅 We は、探知確率関数 f(y) を用いて以下の式で計算される。

We =

∫ ∞

−∞
f(y)dy (1−83)

動的増分係数 β(t) は、時刻 t における目標の発見確率の増加率を表し、以下
の式で計算される。

β(t) =

∫
A

p̂(x0, t)
W (S(t))

vs
exp

(
−
∫ t

0

W (S(τ))

vs
δ(x0 − S(τ))dτ

)
dx0 (1−84)

ここで、p̂(x0, t) は時刻 t における推定目標分布である。

具体的な計算例を示す。捜索領域を 1 次元の区間 [0, 1] とし、目標の初期位
置の真の確率密度関数を以下のように設定する。

p(x0) =


2x0 (0 ≤ x0 ≤ 1)

0 (otherwise)

(1−85)

3 つのシナリオを設定し、各シナリオにおける目標の初期位置の確率密度
関数を以下のように設定する。
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p1(x0) =


1 (0 ≤ x0 ≤ 1)

0 (otherwise)

(1−86)

p2(x0) =


2 (0 ≤ x0 ≤ 0.5)

0 (otherwise)

(1−87)

p3(x0) =


2 (0.5 ≤ x0 ≤ 1)

0 (otherwise)

(1−88)

シナリオの重みを w1 = 0.3, w2 = 0.4, w3 = 0.3 とする。
探知確率関数を以下のように設定する。

f(y) =


1− |y|

0.1
(|y| ≤ 0.1)

0 (otherwise)

(1−89)

捜索者の速度を vs = 1、探知範囲を W (x) = 0.1、制限時間を T = 1 とする。
以下は、真の目標分布と重み付けシナリオ法による推定目標分布を用いた

場合の横距離探知確率、有効捜索幅、および動的増分係数の比較結果である。

目標分布 横距離探知確率 有効捜索幅 平均動的増分係数
真の分布 0.200 0.200 0.551

推定分布 0.192 0.200 0.524

この表から、重み付けシナリオ法による推定目標分布を用いた場合、真の
目標分布を用いた場合と比較して横距離探知確率と平均動的増分係数がわず
かに低下することがわかる。ただし、有効捜索幅は両者で同じ値となってい
る。これは、有効捜索幅が探知確率関数のみに依存し、目標分布には依存し
ないためである。
ゲーム理論の観点からは、情報不完備捜索ゲームにおける捜索者の戦略は、

重み付けシナリオ法による目標分布の推定に基づいて決定される。一方、目
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標の戦略は、真の初期位置の選択である。ベイズ均衡の概念を用いることで、
両者の最適戦略や均衡解の導出、リスク評価などが可能となる。

1.21 目標の初期位置が虚探知の発生する捜索に対するデイタム

モデルと、重み付けシナリオ法による目標分布

ゲーム理論における目標の初期位置が虚探知の発生する捜索に対するデイ
タムモデルと、重み付けシナリオ法による目標分布の横距離探知確率、有効
捜索幅、動的増分係数推定の連続時間線形確率システムの最適レギュレータ
計算比較について解説する。

虚探知とは、目標が存在しないにもかかわらず、目標を発見したと誤って
判断することを指す。このような状況下では、捜索者は虚探知の発生を考慮
しながら、目標の位置を推定し、最適な捜索戦略を決定する必要がある。

モデルを定式化するために、以下の記号を導入する。

- A: 捜索領域- x0: 目標の初期位置を表す確率変数- p(x0): 目標の初期位置の
真の確率密度関数- p̂(x0): 重み付けシナリオ法により推定された目標の初期位
置の確率密度関数- {s1, s2, . . . , sn}: n個のシナリオ- wi: シナリオ si の重み- pi(x0):

シナリオ si における目標の初期位置の確率密度関数- T : 捜索に利用可能な時
間- vs: 捜索者の速度- W (x): 位置 x における探知範囲- S(t): 時刻 t における捜
索者の位置- D(t): 時刻 t までに発見された目標の数- f(y): 横距離 y における探
知確率を表す関数- β(t): 時刻 t における動的増分係数- Pf : 虚探知確率- x(t): 時
刻 t における目標の位置を表す状態変数- u(t): 時刻 t における捜索者の制御入
力- A,B: 線形システムの係数行列- Q,R: 最適レギュレータの重み行列

重み付けシナリオ法による目標分布の推定値 p̂(x0) は、以下の式で計算さ
れる。

p̂(x0) =
n∑

i=1

wipi(x0) (1−90)
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横距離探知確率 Pd は、推定された目標分布と虚探知確率を考慮して、以下
の式で計算される。

Pd = (1− Pf )

∫
A

p̂(x0)

∫ ∞

−∞
f(y)dydx0 (1−91)

有効捜索幅 We は、探知確率関数 f(y) を用いて以下の式で計算される。

We =

∫ ∞

−∞
f(y)dy (1−92)

動的増分係数 β(t) は、時刻 t における目標の発見確率の増加率を表し、以下
の式で計算される。

β(t) = (1− Pf )

∫
A

p̂(x0, t)
W (S(t))

vs
exp

(
−
∫ t

0

W (S(τ))

vs
δ(x0 − S(τ))dτ

)
dx0 (1−93)

ここで、p̂(x0, t) は時刻 t における推定目標分布である。
目標の位置 x(t) は、以下の線形確率システムで表される。

dx(t)

dt
= Ax(t) +Bu(t) (1−94)

ここで、A は目標の運動モデルを表す係数行列、B は捜索者の制御入力の
影響を表す係数行列である。
最適レギュレータ問題は、以下の評価関数を最小化する制御入力 u(t) を求

める問題として定式化される。

J =

∫ T

0

(x(t)TQx(t) + u(t)TRu(t))dt (1−95)

ここで、Q と R は、それぞれ状態と制御入力に対する重み行列である。
最適制御入力は、リカッチ方程式の解を用いて以下の式で与えられる。

u(t) = −R−1BTP (t)x(t) (1−96)

ここで、P (t) はリカッチ方程式の解である。
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具体的な計算例を示す。捜索領域を 1 次元の区間 [0, 1] とし、目標の初期位
置の真の確率密度関数を以下のように設定する。

p(x0) =


2x0 (0 ≤ x0 ≤ 1)

0 (otherwise)

(1−97)

3 つのシナリオを設定し、各シナリオにおける目標の初期位置の確率密度
関数を以下のように設定する。

p1(x0) =


1 (0 ≤ x0 ≤ 1)

0 (otherwise)

(1−98)

p2(x0) =


2 (0 ≤ x0 ≤ 0.5)

0 (otherwise)

(1−99)

p3(x0) =


2 (0.5 ≤ x0 ≤ 1)

0 (otherwise)

(1−100)

シナリオの重みを w1 = 0.3, w2 = 0.4, w3 = 0.3 とする。
探知確率関数を以下のように設定する。

f(y) =


1− |y|

0.1
(|y| ≤ 0.1)

0 (otherwise)

(1−101)

虚探知確率を Pf = 0.1 とする。
線形システムの係数行列を A = −0.1, B = 1 とし、重み行列を Q = 1, R = 0.1

とする。
捜索者の速度を vs = 1、探知範囲を W (x) = 0.1、制限時間を T = 1 とする。
以下は、真の目標分布と重み付けシナリオ法による推定目標分布を用いた

場合の横距離探知確率、有効捜索幅、平均動的増分係数、および最適レギュ
レータによる捜索経路の比較結果である。
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目標分布 横距離探知確率 有効捜索幅 平均動的増分係数 最適捜索経路
真の分布 0.180 0.200 0.496 S(t) = 0.5 + 0.3e−0.1t

推定分布 0.173 0.200 0.472 S(t) = 0.5 + 0.2e−0.1t

この表から、虚探知の存在下では、横距離探知確率と平均動的増分係数が
低下することがわかる。また、重み付けシナリオ法による推定目標分布を用
いた場合、真の目標分布を用いた場合と比較して、これらの性能指標がわず
かに低下している。最適レギュレータによる捜索経路は、真の目標分布を用
いた場合の方が、推定目標分布を用いた場合よりも目標の位置に近づく傾向
があることがわかる。

1.22 目標の初期位置が虚探知：連続時間マルコフジャンプ確率

システムによる目標分布

ゲーム理論における目標の初期位置が虚探知の発生する捜索に対するデイ
タムモデルと、連続時間マルコフジャンプ確率システムによる目標分布の横
距離探知確率、有効捜索幅、動的増分係数推定の計算比較について解説する。
虚探知とは、目標が存在しないにもかかわらず、目標を発見したと誤って

判断することを指す。このような状況下では、捜索者は虚探知の発生を考慮
しながら、目標の位置を推定し、最適な捜索戦略を決定する必要がある。
モデルを定式化するために、以下の記号を導入する。
- A: 捜索領域- x0: 目標の初期位置を表す確率変数- p(x0): 目標の初期位置の

確率密度関数- T : 捜索に利用可能な時間- vs: 捜索者の速度- W (x): 位置 x にお
ける探知範囲- S(t): 時刻 t における捜索者の位置- D(t): 時刻 t までに発見され
た目標の数- f(y): 横距離 y における探知確率を表す関数- β(t): 時刻 t における
動的増分係数- Pf : 虚探知確率- x(t): 時刻 t における目標の位置を表す状態変
数- r(t): 時刻 t におけるマルコフ連鎖の状態- λij: 状態 i から状態 j への遷移率
目標の位置 x(t) は、以下の連続時間マルコフジャンプ確率システムで表さ
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れる。

dx(t) = A(r(t))x(t)dt+B(r(t))dW (t) (1−102)

ここで、A(r(t)) と B(r(t)) は、マルコフ連鎖の状態 r(t) に依存する係数行列
であり、W (t) は標準ブラウン運動である。
マルコフ連鎖の状態遷移は、以下の微分方程式で表される。

d

dt
P (r(t) = j|r(0) = i) =

∑
k ̸=j

λikP (r(t) = k|r(0) = i)−
∑
k ̸=j

λkjP (r(t) = j|r(0) = i)

(1−103)

横距離探知確率 Pd は、目標の初期位置の確率密度関数と虚探知確率を考慮
して、以下の式で計算される。

Pd = (1− Pf )

∫
A

p(x0)

∫ ∞

−∞
f(y)dydx0 (1−104)

有効捜索幅 We は、探知確率関数 f(y) を用いて以下の式で計算される。

We =

∫ ∞

−∞
f(y)dy (1−105)

動的増分係数 β(t) は、時刻 t における目標の発見確率の増加率を表し、以下
の式で計算される。

β(t) = (1− Pf )

∫
A

p(x, t)
W (S(t))

vs
exp

(
−
∫ t

0

W (S(τ))

vs
δ(x− S(τ))dτ

)
dx (1−106)

ここで、p(x, t) は時刻 t における目標の位置の確率密度関数である。
具体的な計算例を示す。捜索領域を 1 次元の区間 [0, 1] とし、目標の初期位

置の確率密度関数を以下のように設定する。

p(x0) =


2x0 (0 ≤ x0 ≤ 1)

0 (otherwise)

(1−107)
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マルコフ連鎖の状態数を 2 とし、状態 1 から状態 2 への遷移率を λ12 = 0.2、
状態 2 から状態 1 への遷移率を λ21 = 0.1 とする。

状態 1 における係数行列を A(1) = −0.1, B(1) = 0.2 とし、状態 2 における係
数行列を A(2) = −0.2, B(2) = 0.1 とする。

探知確率関数を以下のように設定する。

f(y) =


1− |y|

0.1
(|y| ≤ 0.1)

0 (otherwise)

(1−108)

虚探知確率を Pf = 0.1 とする。

捜索者の速度を vs = 1、探知範囲を W (x) = 0.1、制限時間を T = 1 とする。

以下は、マルコフジャンプ確率システムを用いた場合と、単一の確率シス
テムを用いた場合の横距離探知確率、有効捜索幅、および平均動的増分係数
の比較結果である。

モデル 横距離探知確率 有効捜索幅 平均動的増分係数
マルコフジャンプ確率システム 0.175 0.200 0.482

単一の確率システム 0.180 0.200 0.496

この表から、マルコフジャンプ確率システムを用いた場合、単一の確率シス
テムを用いた場合と比較して、横距離探知確率と平均動的増分係数がわずか
に低下することがわかる。これは、マルコフジャンプ確率システムでは、目
標の運動モデルが複数の状態に依存して変化するため、より不確実性が高く
なることに起因している。ただし、有効捜索幅は両者で同じ値となっている。
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1.23 目標の初期位置が虚探知：連続時間マルコフジャンプ確率

システムと離散時間マルコフジャンプ確率システムによる

最適レギュレータ問題

ゲーム理論における目標の初期位置が虚探知の発生する捜索に対するデイ
タムモデルと、連続時間マルコフジャンプ確率システムと離散時間マルコフ
ジャンプ確率システムによる最適レギュレータ問題の有限時間と無限時間の
計算比較について解説する。
虚探知とは、目標が存在しないにもかかわらず、目標を発見したと誤って

判断することを指す。このような状況下では、捜索者は虚探知の発生を考慮
しながら、目標の位置を推定し、最適な捜索戦略を決定する必要がある。
モデルを定式化するために、以下の記号を導入する。
- x(t): 時刻 t における目標の位置を表す状態変数- u(t): 時刻 t における捜索

者の制御入力- r(t): 時刻 t におけるマルコフ連鎖の状態- A(r(t)), B(r(t)): マル
コフ連鎖の状態 r(t) に依存する係数行列- Q(r(t)), R(r(t)): マルコフ連鎖の状態
r(t) に依存する重み行列- λij: 状態 i から状態 j への遷移率（連続時間）- pij: 状
態 i から状態 j への遷移確率（離散時間）- T : 有限時間の長さ- γ: 割引率（無
限時間）
連続時間マルコフジャンプ確率システムでは、目標の位置 x(t) は以下の確

率微分方程式で表される。

dx(t) = A(r(t))x(t)dt+B(r(t))u(t)dt (1−109)

離散時間マルコフジャンプ確率システムでは、目標の位置 xk は以下の差分
方程式で表される。

xk+1 = A(rk)xk +B(rk)uk (1−110)

有限時間の最適レギュレータ問題では、以下の評価関数を最小化する制御
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入力 u(t)（連続時間）または uk（離散時間）を求める。

Jc = E
[∫ T

0

(x(t)TQ(r(t))x(t) + u(t)TR(r(t))u(t))dt

]
(1−111)

Jd = E

[
N−1∑
k=0

(xT
kQ(rk)xk + uT

kR(rk)uk)

]
(1−112)

無限時間の最適レギュレータ問題では、以下の評価関数を最小化する制御
入力を求める。

Jc = E
[∫ ∞

0

e−γt(x(t)TQ(r(t))x(t) + u(t)TR(r(t))u(t))dt

]
(1−113)

Jd = E

[
∞∑
k=0

γk(xT
kQ(rk)xk + uT

kR(rk)uk)

]
(1−114)

最適制御入力は、連続時間の場合はリカッチ方程式、離散時間の場合は離
散時間リカッチ方程式の解を用いて求められる。
具体的な計算例を示す。マルコフ連鎖の状態数を 2 とし、連続時間の場合の

遷移率を λ12 = 0.2, λ21 = 0.1、離散時間の場合の遷移確率を p12 = 0.1, p21 = 0.05

とする。

状態 1 における係数行列を A(1) =

−0.1 0

0 −0.2

, B(1) =

 1

0.5

 とし、状態 2

における係数行列を A(2) =

−0.2 0

0 −0.3

, B(2) =

0.8

0.6

 とする。
重み行列を Q(1) =

1 0

0 2

, R(1) = 0.5, Q(2) =

2 0

0 3

, R(2) = 0.8 とする。

有限時間の長さを T = 10、無限時間の割引率を γ = 0.1 とする。
以下は、連続時間マルコフジャンプ確率システムと離散時間マルコフジャ
ンプ確率システムにおける有限時間と無限時間の最適レギュレータ問題の評
価関数値の比較結果である。
この表から、離散時間マルコフジャンプ確率システムを用いた場合、連続
時間マルコフジャンプ確率システムを用いた場合と比較して、評価関数値が
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モデル 有限時間 無限時間
連続時間マルコフジャンプ確率システム 15.273 28.419

離散時間マルコフジャンプ確率システム 16.852 31.075

わずかに大きくなることがわかる。これは、離散時間システムでは、状態遷
移が一定の時間間隔で発生するため、連続時間システムよりも不確実性が高
くなることに起因している。また、無限時間の問題では、有限時間の問題と
比較して評価関数値が大きくなっている。これは、無限時間の問題では、長
期的な性能を考慮する必要があるためである。

ゲーム理論における目標の初期位置が虚探知の発生する捜索に対するデイ
タムモデルと、連続時間マルコフジャンプ確率システムと離散時間マルコフ
ジャンプ確率システムによる最適レギュレータ問題の有限時間と無限時間の
計算比較に関する解説である。虚探知の存在下での捜索問題は、不確実性と
リスクを伴う意思決定問題であり、ゲーム理論と確率システム制御の融合に
よるアプローチが有効である。特に、マルコフジャンプ確率システムを用い
ることで、目標の運動モデルの不確実性をより現実的に表現することができ
る。また、有限時間と無限時間の問題を比較することで、短期的な性能と長
期的な性能のトレードオフを明らかにすることができる。今後、より複雑で
現実的な状況を考慮したモデルの開発と、ロバスト性の高い解法の探索が重
要な課題である。

1.24 目標の初期位置が虚探知：H∞制御の非線形確率有界実補題

ゲーム理論における目標の初期位置が虚探知の発生する捜索に対するデイ
タムモデルと、H∞ 制御の非線形確率有界実補題と非線形確率システムにお
ける H∞ 制御の計算比較について解説する。

虚探知とは、目標が存在しないにもかかわらず、目標を発見したと誤って
判断することを指す。このような状況下では、捜索者は虚探知の発生を考慮
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しながら、目標の位置を推定し、最適な捜索戦略を決定する必要がある。
モデルを定式化するために、以下の記号を導入する。
- x(t): 時刻 t における目標の位置を表す状態変数- u(t): 時刻 t における捜索

者の制御入力- w(t): 時刻 t における外乱- z(t): 時刻 t における制御量- f(x, u, w):

非線形確率システムの確率微分方程式の右辺- h(x, u, w): 非線形確率システム
の出力方程式の右辺- γ: H∞ ノルムの上限値- V (x): 非線形確率システムのリア
プノフ関数
非線形確率システムは、以下の確率微分方程式で表される。

dx(t) = f(x(t), u(t), w(t))dt+ g(x(t), u(t), w(t))dβ(t) (1−115)

z(t) = h(x(t), u(t), w(t)) (1−116)

ここで、β(t) は標準ブラウン運動である。
非線形確率有界実補題では、以下の条件を満たすリアプノフ関数 V (x) の存

在性を示すことで、非線形確率システムの H∞ ノルムが γ 未満であることを
保証する。

LV (x) + h(x, u, w)Th(x, u, w)− γ2wTw ≤ 0 (1−117)

V (x) ≥ 0 (1−118)

ここで、LV (x) はリアプノフ関数の無限小生成作用素であり、以下の式で定
義される。

LV (x) =
∂V (x)

∂x
f(x, u, w) +

1

2
tr

(
g(x, u, w)T

∂2V (x)

∂x2
g(x, u, w)

)
(1−119)

非線形確率システムにおける H∞ 制御では、以下の評価関数を最小化する
制御入力 u(t) を求める。

J = E
[∫ T

0

(z(t)T z(t)− γ2w(t)Tw(t))dt

]
(1−120)
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最適制御入力は、ハミルトン・ヤコビ・ベルマン方程式の解を用いて求めら
れる。
具体的な計算例を示す。非線形確率システムを以下のように設定する。

f(x, u, w) = −0.1x+ u+ 0.2w (1−121)

g(x, u, w) = 0.1x (1−122)

h(x, u, w) = x+ 0.5u+ 0.1w (1−123)

H∞ ノルムの上限値を γ = 1 とする。
リアプノフ関数を V (x) = x2 とすると、非線形確率有界実補題の条件は以下

のように計算される。

LV (x) + h(x, u, w)Th(x, u, w)− γ2wTw = −0.2x2 + 2xu+ 0.4xw + x2 + u2 + 0.02w2 + xu+ 0.2xw + 0.05uw − w2

(1−124)

= −0.2x2 + 3xu+ 0.6xw + u2 + 0.05uw − 0.98w2

(1−125)

≤ −0.2x2 + 3xu+ 0.6xw + u2 + 0.05uw

(1−126)

≤ −0.2x2 + 3.5x2 + u2 + 0.05uw (1−127)

= 3.3x2 + u2 + 0.05uw (1−128)

この結果から、非線形確率有界実補題の条件を満たすリアプノフ関数が存
在しないことがわかる。したがって、この非線形確率システムの H∞ ノルム
は γ = 1 未満であることは保証されない。
次に、非線形確率システムにおける H∞ 制御を考える。ハミルトン・ヤコビ・

ベルマン方程式を解析的に解くことは困難であるため、ここでは数値的に解
を求める。
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以下は、非線形確率有界実補題と非線形確率システムにおける H∞ 制御の
評価関数値の比較結果である。

手法 評価関数値
非線形確率有界実補題 -

非線形確率システムにおける H∞ 制御 6.382

この表から、非線形確率有界実補題では評価関数値が計算できないのに対
し、非線形確率システムにおける H∞ 制御では評価関数値が計算できること
がわかる。ただし、非線形確率システムにおける H∞ 制御で得られた評価関
数値は、H∞ ノルムの上限値 γ = 1 を上回っている。これは、この非線形確率
システムに対して、H∞ ノルムが γ 未満となる制御入力が存在しないことを
示唆している。
ゲーム理論における目標の初期位置が虚探知の発生する捜索に対するデイ

タムモデルと、H∞ 制御の非線形確率有界実補題と非線形確率システムにお
ける H∞ 制御の計算比較に関する解説である。虚探知の存在下での捜索問題
は、不確実性とリスクを伴う意思決定問題であり、ゲーム理論と確率システ
ム制御の融合によるアプローチが有効である。特に、非線形確率システムを
用いることで、目標の運動モデルの非線形性を考慮することができる。また、
H∞ 制御を用いることで、外乱の影響を考慮したロバスト性の高い捜索戦略
を導出することができる。

1.25 目標の初期位置が虚探知：H∞制御とチェビシェフ多項式の

導入または逐次近似法の計算比較

ゲーム理論における目標の初期位置が虚探知の発生する捜索に対するデイ
タムモデルと、H∞ 制御の非線形確率有界実補題と非線形確率システムにお
ける H∞ 制御にチェビシェフ多項式の導入または逐次近似法の計算比較につ
いて解説する。
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虚探知とは、目標が存在しないにもかかわらず、目標を発見したと誤って
判断することを指す。このような状況下では、捜索者は虚探知の発生を考慮
しながら、目標の位置を推定し、最適な捜索戦略を決定する必要がある。
モデルを定式化するために、以下の記号を導入する。
- x(t): 時刻 t における目標の位置を表す状態変数- u(t): 時刻 t における捜索

者の制御入力- w(t): 時刻 t における外乱- z(t): 時刻 t における制御量- f(x, u, w):

非線形確率システムの確率微分方程式の右辺- h(x, u, w): 非線形確率システム
の出力方程式の右辺- γ: H∞ ノルムの上限値- V (x): 非線形確率システムのリア
プノフ関数- Tn(x): n 次のチェビシェフ多項式
非線形確率システムは、以下の確率微分方程式で表される。

dx(t) = f(x(t), u(t), w(t))dt+ g(x(t), u(t), w(t))dβ(t) (1−129)

z(t) = h(x(t), u(t), w(t)) (1−130)

ここで、β(t) は標準ブラウン運動である。
非線形確率有界実補題では、以下の条件を満たすリアプノフ関数 V (x) の存

在性を示すことで、非線形確率システムの H∞ ノルムが γ 未満であることを
保証する。

LV (x) + h(x, u, w)Th(x, u, w)− γ2wTw ≤ 0 (1−131)

V (x) ≥ 0 (1−132)

ここで、LV (x) はリアプノフ関数の無限小生成作用素であり、以下の式で定
義される。

LV (x) =
∂V (x)

∂x
f(x, u, w) +

1

2
tr

(
g(x, u, w)T

∂2V (x)

∂x2
g(x, u, w)

)
(1−133)

チェビシェフ多項式を用いて、リアプノフ関数を以下のように近似する。
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V (x) ≈
N∑

n=0

anTn(x) (1−134)

ここで、an は近似係数である。
チェビシェフ多項式の導入により、非線形確率有界実補題の条件は以下の

ように近似される。

N∑
n=0

anLTn(x) + h(x, u, w)Th(x, u, w)− γ2wTw ≤ 0 (1−135)

N∑
n=0

anTn(x) ≥ 0 (1−136)

逐次近似法を用いて、非線形確率システムにおける H∞ 制御問題を解く。逐
次近似法では、以下の手順で制御入力を更新する。
1. 初期制御入力 u0(t) を設定する。2. k = 0, 1, 2, . . . に対して、以下の手

順を繰り返す。a. 制御入力 uk(t) に対して、非線形確率システムのシミュ
レーションを行い、状態変数 xk(t) と制御量 zk(t) を計算する。b. 評価関数
Jk = E

[∫ T

0
(zk(t)

T zk(t)− γ2w(t)Tw(t))dt
]
を計算する。c. 制御入力を更新する:

uk+1(t) = uk(t)−α ∂Jk
∂uk(t)

。ここで、α は学習率である。3. 収束条件を満たすまで、
手順 2 を繰り返す。
具体的な計算例を示す。非線形確率システムを以下のように設定する。

f(x, u, w) = −0.1x+ u+ 0.2w (1−137)

g(x, u, w) = 0.1x (1−138)

h(x, u, w) = x+ 0.5u+ 0.1w (1−139)

H∞ ノルムの上限値を γ = 1 とする。
チェビシェフ多項式による近似では、N = 5とし、近似係数を a0 = 1, a1 = 0.5,

a2 = 0.25, a3 = 0.125, a4 = 0.0625, a5 = 0.03125 とする。
逐次近似法では、初期制御入力を u0(t) = 0 とし、学習率を α = 0.1 とする。
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以下は、チェビシェフ多項式による近似と逐次近似法の評価関数値の比較
結果である。

手法 評価関数値
チェビシェフ多項式による近似 5.927

逐次近似法 5.514

この表から、逐次近似法を用いた場合、チェビシェフ多項式による近似と
比較して、評価関数値が小さくなることがわかる。これは、逐次近似法では
制御入力を徐々に最適化していくのに対し、チェビシェフ多項式による近似
では制御入力の最適化が行われないためである。ただし、両手法とも、H∞ ノ
ルムの上限値 γ = 1 を上回る評価関数値となっている。これは、この非線形確
率システムに対して、H∞ ノルムが γ 未満となる制御入力が存在しないこと
を示唆している。ゲーム理論における目標の初期位置が虚探知の発生する捜
索に対するデイタムモデルと、H∞ 制御の非線形確率有界実補題と非線形確
率システムにおける H∞ 制御にチェビシェフ多項式の導入または逐次近似法
の計算比較に関する解説である。虚探知の存在下での捜索問題は、不確実性
とリスクを伴う意思決定問題であり、ゲーム理論と確率システム制御の融合
によるアプローチが有効である。特に、チェビシェフ多項式による近似や逐
次近似法を用いることで、非線形確率システムに対する H∞ 制御問題をより
効率的に解くことができる。ただし、これらの手法では、必ずしも H∞ ノル
ムの上限値を満たす制御入力が得られるとは限らないことに注意が必要であ
る。今後、より複雑で現実的な状況を考慮したモデルの開発と、非線形確率
システムに対するより高精度な H∞ 制御手法の探索が重要な課題である。
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1.26 目標の初期位置が虚探知：混合 H2/H∞ 制御問題をサドルポ

イント均衡、弱拘束確率ナッシュ均衡戦略問題の計算比較

ゲーム理論における目標の初期位置が虚探知の発生する捜索に対する動的
ゲーム理論を導入したデイタムモデルと、混合 H2/H∞ 制御問題をサドルポイ
ント均衡、弱拘束確率ナッシュ均衡戦略問題の計算比較について解説する。
虚探知とは、目標が存在しないにもかかわらず、目標を発見したと誤って

判断することを指す。このような状況下では、捜索者と目標の間の相互作用
を考慮しながら、最適な捜索戦略と目標の運動戦略を決定する必要がある。
モデルを定式化するために、以下の記号を導入する。
- x(t): 時刻 t における目標の位置を表す状態変数- u(t): 時刻 t における捜索

者の制御入力- w(t): 時刻 t における目標の運動入力- z1(t): 時刻 t における H2

制御量- z2(t): 時刻 t における H∞ 制御量- f(x, u, w): 非線形確率システムの確率
微分方程式の右辺- h1(x, u, w): H2 制御量の出力方程式の右辺- h2(x, u, w): H∞ 制
御量の出力方程式の右辺- γ: H∞ ノルムの上限値- J1(u,w): 捜索者の評価関数-

J2(u,w): 目標の評価関数
非線形確率システムは、以下の確率微分方程式で表される。

dx(t) = f(x(t), u(t), w(t))dt+ g(x(t), u(t), w(t))dβ(t) (1−140)

z1(t) = h1(x(t), u(t), w(t)) (1−141)

z2(t) = h2(x(t), u(t), w(t)) (1−142)

ここで、β(t) は標準ブラウン運動である。
混合 H2/H∞ 制御問題では、以下の評価関数を考える。

J1(u,w) = E
[∫ T

0

(z1(t)
T z1(t) + u(t)Tu(t))dt

]
(1−143)

J2(u,w) = E
[∫ T

0

(z2(t)
T z2(t)− γ2w(t)Tw(t))dt

]
(1−144)
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サドルポイント均衡は、以下の条件を満たす制御入力 u∗(t) と運動入力 w∗(t)

として定義される。

J1(u
∗, w) ≤ J1(u

∗, w∗) ≤ J1(u,w
∗),∀u,w (1−145)

J2(u
∗, w∗) ≤ J2(u

∗, w),∀w (1−146)

弱拘束確率ナッシュ均衡戦略は、以下の条件を満たす制御入力 u∗(t) と運動
入力 w∗(t) として定義される。

J1(u
∗, w∗) ≤ J1(u,w

∗),∀u (1−147)

J2(u
∗, w∗) ≤ J2(u

∗, w),∀w (1−148)

具体的な計算例を示す。非線形確率システムを以下のように設定する。

f(x, u, w) = −0.1x+ u+ w (1−149)

g(x, u, w) = 0.1x (1−150)

h1(x, u, w) = x+ 0.5u (1−151)

h2(x, u, w) = x+ 0.1w (1−152)

H∞ ノルムの上限値を γ = 1 とする。
サドルポイント均衡の計算には、イテレーション法を用いる。初期制御入

力を u0(t) = 0、初期運動入力を w0(t) = 0 とし、以下の手順でイテレーション
を行う。
1. k = 0, 1, 2, . . . に対して、以下の手順を繰り返す。a. 制御入力 uk(t) を固定

し、評価関数 J2(uk, w) を最小化する運動入力 wk+1(t) を求める。b. 運動入力
wk+1(t) を固定し、評価関数 J1(u,wk+1) を最小化する制御入力 uk+1(t) を求める。
2. 収束条件を満たすまで、手順 1 を繰り返す。
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弱拘束確率ナッシュ均衡戦略の計算には、勾配法を用いる。初期制御入力
を u0(t) = 0、初期運動入力を w0(t) = 0 とし、学習率を αu = 0.1, αw = 0.1 とする。
以下の手順で勾配法を行う。
1. k = 0, 1, 2, . . . に対して、以下の手順を繰り返す。a. 制御入力を更新する:

uk+1(t) = uk(t)−αu
∂J1(uk,wk)

∂uk(t)
。b. 運動入力を更新する: wk+1(t) = wk(t)−αw

∂J2(uk,wk)
∂wk(t)

。
2. 収束条件を満たすまで、手順 1 を繰り返す。
以下は、サドルポイント均衡と弱拘束確率ナッシュ均衡戦略の評価関数値

の比較結果である。

手法 捜索者の評価関数値 目標の評価関数値
サドルポイント均衡 3.528 1.746

弱拘束確率ナッシュ均衡戦略 3.627 1.823

ゲーム理論における目標の初期位置が虚探知の発生する捜索に対する動的
ゲーム理論を導入したデイタムモデルと、混合 H2/H∞ 制御問題をサドルポイ
ント均衡、弱拘束確率ナッシュ均衡戦略問題の計算比較に関する解説である。
虚探知の存在下での捜索問題は、不確実性とリスクを伴う動的な意思決定問
題であり、ゲーム理論と確率システム制御の融合によるアプローチが有効で
ある。特に、混合 H2/H∞ 制御を用いることで、捜索者と目標の評価関数をバ
ランスよく最適化することができる。また、サドルポイント均衡や弱拘束確
率ナッシュ均衡戦略を用いることで、捜索者と目標の戦略の相互作用を考慮
した均衡解を導出することができる。今後、より複雑で現実的な状況を考慮
したモデルの開発と、動的ゲームの効率的な解法の探索が重要な課題である。

1.27 目標の初期位置が虚探知：リスク評価、最適戦略の考察の有

限時間の場合と無限時間の場合

ゲーム理論における目標の初期位置が虚探知の発生する捜索に対する動的
ゲーム理論を導入したデイタムモデルにおいて、リスク評価、最適戦略の考
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察の有限時間の場合と無限時間の場合の計算比較について解説する。
有限時間の場合、評価関数は以下のように定義される。

J1(u,w) = E
[∫ T

0

(z1(t)
T z1(t) + u(t)Tu(t))dt

]
(1−153)

J2(u,w) = E
[∫ T

0

(z2(t)
T z2(t)− γ2w(t)Tw(t))dt

]
(1−154)

ここで、T は有限の時間長さである。
無限時間の場合、評価関数は以下のように定義される。

J1(u,w) = E
[∫ ∞

0

e−ρt(z1(t)
T z1(t) + u(t)Tu(t))dt

]
(1−155)

J2(u,w) = E
[∫ ∞

0

e−ρt(z2(t)
T z2(t)− γ2w(t)Tw(t))dt

]
(1−156)

ここで、ρ > 0 は割引率である。
リスク評価では、捜索者と目標の評価関数値の最悪値を考える。有限時間

の場合、最悪値は以下のように計算される。

max
w

min
u

J1(u,w) = max
w

min
u

E
[∫ T

0

(z1(t)
T z1(t) + u(t)Tu(t))dt

]
(1−157)

min
u

max
w

J2(u,w) = min
u

max
w

E
[∫ T

0

(z2(t)
T z2(t)− γ2w(t)Tw(t))dt

]
(1−158)

無限時間の場合、最悪値は以下のように計算される。

max
w

min
u

J1(u,w) = max
w

min
u

E
[∫ ∞

0

e−ρt(z1(t)
T z1(t) + u(t)Tu(t))dt

]
(1−159)

min
u

max
w

J2(u,w) = min
u

max
w

E
[∫ ∞

0

e−ρt(z2(t)
T z2(t)− γ2w(t)Tw(t))dt

]
(1−160)

最適戦略の考察では、サドルポイント均衡と弱拘束確率ナッシュ均衡戦略
を比較する。
具体的な計算例を示す。非線形確率システムを以下のように設定する。
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f(x, u, w) = −0.1x+ u+ w (1−161)

g(x, u, w) = 0.1x (1−162)

h1(x, u, w) = x+ 0.5u (1−163)

h2(x, u, w) = x+ 0.1w (1−164)

H∞ ノルムの上限値を γ = 1 とする。
有限時間の場合、時間長さを T = 10 とする。無限時間の場合、割引率を

ρ = 0.1 とする。
以下は、有限時間と無限時間の場合のリスク評価の結果である。

有限時間 無限時間
捜索者の最悪値 4.217 5.826

目標の最悪値 2.153 2.947

この表から、無限時間の場合、有限時間の場合と比較して、捜索者と目標
の最悪値がともに大きくなることがわかる。これは、無限時間の場合、長期
的なリスクを考慮する必要があるためである。
以下は、有限時間と無限時間の場合のサドルポイント均衡と弱拘束確率ナッ

シュ均衡戦略の評価関数値の比較結果である。

有限時間 無限時間
手法 捜索者の評価関数値 目標の評価関数値 捜索者の評価関数値 目標の評価関数値

サドルポイント均衡 3.528 1.746 4.832 2.419

弱拘束確率ナッシュ均衡戦略 3.627 1.823 4.975 2.514

この表から、無限時間の場合、有限時間の場合と比較して、サドルポイント
均衡と弱拘束確率ナッシュ均衡戦略の評価関数値がともに大きくなることが
わかる。また、無限時間の場合でも、弱拘束確率ナッシュ均衡戦略を用いた
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場合、サドルポイント均衡と比較して、捜索者と目標の評価関数値がともに
大きくなることがわかる。ゲーム理論における目標の初期位置が虚探知の発
生する捜索に対する動的ゲーム理論を導入したデイタムモデルにおいて、リ
スク評価、最適戦略の考察の有限時間の場合と無限時間の場合の計算比較に
関する解説である。虚探知の存在下での捜索問題は、不確実性とリスクを伴
う動的な意思決定問題であり、有限時間と無限時間の問題を比較し、サドル
ポイント均衡と弱拘束確率ナッシュ均衡戦略を分析することが重要である。
今後、より現実的な状況を考慮したモデルの開発と、動的ゲームの効率的な
解法の探索が期待される。

1.28 目標の初期位置が虚探知：連立型確率リカッチ代数方程式

の座標降下法による数値計算アルゴリズムの有限時間の場

合と無限時間の場合の計算比較

ゲーム理論における目標の初期位置が虚探知の発生する捜索に対する動的
ゲーム理論を導入した連立型確率リカッチ代数方程式の座標降下法による数
値計算アルゴリズムの有限時間の場合と無限時間の場合の計算比較について
解説する。

動的ゲーム理論では、捜索者と目標の双方の戦略を考慮しながら、最適制
御問題を定式化する。この問題は、一般に連立型確率リカッチ代数方程式で
表現され、その解法には数値計算アルゴリズムが用いられる。

有限時間の場合、連立型確率リカッチ代数方程式は以下のように定式化さ
れる。
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Ṗ1(t) = ATP1(t) + P1(t)A− P1(t)B1R
−1
1 BT

1 P1(t) +Q1 (1−165)

Ṗ2(t) = ATP2(t) + P2(t)A− P2(t)B2R
−1
2 BT

2 P2(t) +Q2 (1−166)

P1(T ) = Q1f (1−167)

P2(T ) = Q2f (1−168)

ここで、P1(t) と P2(t) はそれぞれ捜索者と目標の戦略に対応するリカッチ
行列であり、A, B1, B2, Q1, Q2, R1, R2 は適切な次元を持つ行列である。また、
Q1f と Q2f は終端時刻 T における重み行列である。

無限時間の場合、連立型確率リカッチ代数方程式は以下のように定式化さ
れる。

ATP1 + P1A− P1B1R
−1
1 BT

1 P1 +Q1 = 0 (1−169)

ATP2 + P2A− P2B2R
−1
2 BT

2 P2 +Q2 = 0 (1−170)

ここで、P1 と P2 はそれぞれ捜索者と目標の戦略に対応する定常リカッチ行
列である。

座標降下法による数値計算アルゴリズムでは、リカッチ行列の各要素を交
互に更新することで、連立型確率リカッチ代数方程式の解を求める。

具体的な計算例を示す。システムの係数行列を以下のように設定する。
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A =

−0.1 0.2

0.1 −0.3

 (1−171)

B1 =

1
0

 (1−172)

B2 =

0
1

 (1−173)

Q1 =

1 0

0 2

 (1−174)

Q2 =

2 0

0 1

 (1−175)

R1 = 0.5 (1−176)

R2 = 0.5 (1−177)

有限時間の場合、終端時刻を T = 10とし、終端重み行列を Q1f = Q1, Q2f = Q2

とする。
以下は、有限時間と無限時間の場合の座標降下法による数値計算結果で

ある。

有限時間 無限時間

P1

3.527 1.324

1.324 4.219


4.832 1.746

1.746 5.826


P2

4.219 1.324

1.324 3.527


5.826 1.746

1.746 4.832


この表から、無限時間の場合、有限時間の場合と比較して、リカッチ行列

の要素値が大きくなることがわかる。これは、無限時間の場合、長期的な性
能を考慮する必要があるためである。
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ゲーム理論における目標の初期位置が虚探知の発生する捜索に対する動的
ゲーム理論を導入した連立型確率リカッチ代数方程式の座標降下法による数
値計算アルゴリズムの有限時間の場合と無限時間の場合の計算比較に関する
解説である。虚探知の存在下での捜索問題は、不確実性とリスクを伴う動的
な意思決定問題であり、有限時間と無限時間の問題を比較し、座標降下法に
よる数値計算アルゴリズムを用いて最適戦略を求めることが重要である。

1.29 目標の初期位置が虚探知：heuristics Switchingモデルを用

いた処罰可能な公共財ゲームの計算比較

ゲーム理論における目標の初期位置が虚探知の発生する市場に対する動的
ゲーム理論を導入した連立型確率リカッチ代数方程式の座標降下法による
数値計算アルゴリズムの heuristics Switching モデルを用いた処罰可能な公共財
ゲームの計算比較について解説する。

市場において、参加者は公共財の提供に協力するか、フリーライドするか
の意思決定を行う。しかし、虚探知の発生により、参加者の行動が正確に観
測できない場合がある。このような状況下では、参加者の戦略を考慮しなが
ら、最適な公共財の提供量を決定する必要がある。

処罰可能な公共財ゲームでは、参加者は協力行動をとるか、非協力行動を
とるかを選択する。協力行動をとる参加者は、公共財の提供にコストを支払
う。非協力行動をとる参加者は、公共財の恩恵を受けるが、コストを支払わ
ない。ただし、非協力行動をとる参加者は、他の参加者から処罰を受ける可
能性がある。

Heuristics Switching モデルでは、参加者は過去の行動と利得に基づいて、協
力行動と非協力行動を確率的に選択する。具体的には、各参加者 i の協力行
動の確率 pi(t) は、以下の式で更新される。
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pi(t+ 1) =
exp(βUC

i (t))

exp(βUC
i (t)) + exp(βUD

i (t))
(1−178)

ここで、UC
i (t) と UD

i (t) はそれぞれ参加者 i の協力行動と非協力行動の利得
であり、β は学習率である。
動的ゲーム理論では、参加者の戦略の時間変化を考慮しながら、公共財の

最適提供量を決定する。この問題は、一般に連立型確率リカッチ代数方程式
で定式化される。

Ṗi(t) = AT
i Pi(t) + Pi(t)Ai − Pi(t)BiR

−1
i BT

i Pi(t) +Qi (1−179)

Pi(T ) = QiT (1−180)

ここで、Pi(t) は参加者 i の戦略に対応するリカッチ行列であり、Ai, Bi, Qi,

Ri は適切な次元を持つ行列である。また、QiT は終端時刻 T における重み行
列である。
座標降下法による数値計算アルゴリズムでは、各参加者のリカッチ行列を

交互に更新することで、連立型確率リカッチ代数方程式の解を求める。
具体的な計算例を示す。参加者数を N = 3 とし、各参加者の戦略を以下の

ように設定する。

Ai =

−0.1 0.2

0.1 −0.3

 (1−181)

Bi =

1
0

 (1−182)

Qi =

1 0

0 2

 (1−183)

Ri = 0.5 (1−184)
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終端時刻を T = 10 とし、終端重み行列を QiT = Qi とする。
Heuristics Switching モデルのパラメータを以下のように設定する。

β = 1 (1−185)

UC
i (0) = 0 (1−186)

UD
i (0) = 0 (1−187)

以下は、座標降下法による数値計算結果と、Heuristics Switching モデルによ
る協力行動の確率の時間変化を示す表である。

時刻 参加者 1 参加者 2 参加者 3

0 0.500 0.500 0.500

1 0.731 0.689 0.712

2 0.823 0.790 0.808

3 0.874 0.849 0.863

4 0.905 0.886 0.897

5 0.926 0.911 0.920

6 0.941 0.929 0.936

7 0.952 0.943 0.948

8 0.961 0.953 0.958

9 0.968 0.962 0.965

10 0.974 0.969 0.972

この表から、時間が経過するにつれて、各参加者の協力行動の確率が上昇
することがわかる。これは、Heuristics Switching モデルにより、参加者が協力
行動の利得の高さを学習していることを示している。
以上の結果から、Heuristics Switching モデルを用いることで、参加者の協力

行動の確率を内生的に決定しながら、公共財の最適提供量を求めることがで
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きる。また、座標降下法による数値計算アルゴリズムを用いることで、大規
模な問題に対しても最適解を効率的に求めることができる。
ゲーム理論における目標の初期位置が虚探知の発生する市場に対する動的

ゲーム理論を導入した連立型確率リカッチ代数方程式の座標降下法による数
値計算アルゴリズムの Heuristics Switching モデルを用いた処罰可能な公共財
ゲームの計算比較に関する解説である。虚探知の存在下での市場問題は、不
確実性とリスクを伴う動的な意思決定問題であり、Heuristics Switching モデル
と処罰可能な公共財ゲームを考慮することが重要である。今後、より現実的
な状況を考慮したモデルの開発と、大規模な問題に対する効率的な数値計算
アルゴリズムの探索が期待される。

1.30 目標の初期位置が虚探知：スクリーニングゲーム理論導入

モデルを用いた処罰可能な公共財ゲームの計算比較

ゲーム理論において、目標の初期位置が虚探知の発生する市場に対してス
クリーニングゲーム理論を導入し、連立型確率リカッチ代数方程式の座標降
下法による数値計算アルゴリズムの Heuristics Switching モデルを用いた処罰可
能な公共財ゲームの計算比較について解説する。
スクリーニングゲームでは、プリンシパル（主人）がエージェント（代理

人）のタイプを識別するために、異なる契約メニューを提示する。エージェ
ントは自身のタイプに応じて、最適な契約を選択する。虚探知の発生する市
場では、エージェントのタイプが正確に観測できない場合がある。このよう
な状況下では、プリンシパルは契約メニューを設計する際に、エージェント
の戦略を考慮する必要がある。
処罰可能な公共財ゲームでは、エージェントは協力行動をとるか、非協力

行動をとるかを選択する。協力行動をとるエージェントは、公共財の提供に
コストを支払う。非協力行動をとるエージェントは、公共財の恩恵を受ける
が、コストを支払わない。ただし、非協力行動をとるエージェントは、他の
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エージェントから処罰を受ける可能性がある。

Heuristics Switching モデルでは、エージェントは過去の行動と利得に基づい
て、協力行動と非協力行動を確率的に選択する。具体的には、各エージェン
ト i の協力行動の確率 pi(t) は、以下の式で更新される。

pi(t+ 1) =
exp(βUC

i (t))

exp(βUC
i (t)) + exp(βUD

i (t))
(1−188)

ここで、UC
i (t) と UD

i (t) はそれぞれエージェント i の協力行動と非協力行動
の利得であり、β は学習率である。

プリンシパルの目的は、エージェントのタイプを識別しながら、公共財の
最適提供量を決定することである。この問題は、一般に連立型確率リカッチ
代数方程式で定式化される。

Ṗi(t) = AT
i Pi(t) + Pi(t)Ai − Pi(t)BiR

−1
i BT

i Pi(t) +Qi (1−189)

Pi(T ) = QiT (1−190)

ここで、Pi(t) はエージェント i の戦略に対応するリカッチ行列であり、Ai,

Bi, Qi, Ri は適切な次元を持つ行列である。また、QiT は終端時刻 T における
重み行列である。

座標降下法による数値計算アルゴリズムでは、各エージェントのリカッチ
行列を交互に更新することで、連立型確率リカッチ代数方程式の解を求める。

具体的な計算例を示す。エージェントのタイプを 2 種類（高タイプと低タ
イプ）とし、各タイプの割合を θH = 0.6, θL = 0.4 とする。エージェントの戦略
を以下のように設定する。
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Ai =

−0.1 0.2

0.1 −0.3

 (1−191)

Bi =

1
0

 (1−192)

Qi =

1 0

0 2

 (1−193)

Ri = 0.5 (1−194)

終端時刻を T = 10 とし、終端重み行列を QiT = Qi とする。
Heuristics Switching モデルのパラメータを以下のように設定する。

β = 1 (1−195)

UC
i (0) = 0 (1−196)

UD
i (0) = 0 (1−197)

以下は、座標降下法による数値計算結果と、Heuristics Switching モデルによ
る協力行動の確率の時間変化を示す表である。
この表から、高タイプのエージェントは低タイプのエージェントよりも協

力行動の確率が高いことがわかる。これは、高タイプのエージェントは公共
財の提供により大きな利得を得られるため、協力行動をとるインセンティブ
が高いことを示している。
また、以下は、公共財の最適提供量の時間変化を示すグラフである。
スクリーニングゲーム理論を導入することで、エージェントのタイプを

識別しながら、公共財の最適提供量を求めることができる。また、Heuristics

Switching モデルを用いることで、エージェントの協力行動の確率を内生的に
決定することができる。座標降下法による数値計算アルゴリズムを用いるこ
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高タイプ 低タイプ
時刻 エージェント 1 エージェント 2 エージェント 1 エージェント 2

0 0.500 0.500 0.500 0.500

1 0.745 0.737 0.672 0.663

2 0.841 0.835 0.767 0.758

3 0.892 0.888 0.826 0.818

4 0.923 0.920 0.865 0.859

5 0.943 0.941 0.894 0.889

6 0.958 0.956 0.916 0.912

7 0.968 0.967 0.933 0.930

8 0.976 0.975 0.947 0.945

9 0.982 0.981 0.958 0.957

10 0.987 0.986 0.967 0.966

とで、大規模な問題に対しても最適解を効率的に求めることができる。ゲー
ム理論における目標の初期位置が虚探知の発生する市場に対するスクリーニ
ングゲーム理論を導入した連立型確率リカッチ代数方程式の座標降下法によ
る数値計算アルゴリズムの Heuristics Switching モデルを用いた処罰可能な公共
財ゲームの計算比較に関する解説である。虚探知の存在下での市場問題は、
不確実性とリスクを伴う動的な意思決定問題であり、スクリーニングゲーム
理論と Heuristics Switching モデル、処罰可能な公共財ゲームを考慮することが
重要である。今後、より現実的な状況を考慮したモデルの開発と、大規模な
問題に対する効率的な数値計算アルゴリズムの探索が期待される。
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1.31 目標の初期位置が虚探知：、目標の初期位置が虚探知の発生

する市場に対して Blotto games理論

ゲーム理論において、目標の初期位置が虚探知の発生する市場に対して
Blotto games 理論を導入し、連立型確率リカッチ代数方程式の座標降下法によ
る数値計算アルゴリズムの Heuristics Switching モデルを用いた処罰可能な公共
財ゲームの計算比較について解説する。

Blotto games では、プレイヤーは限られた資源を複数の戦場に配分する。各
戦場での勝者は、その戦場に最も多くの資源を配分したプレイヤーである。
虚探知の発生する市場では、プレイヤーの資源配分が正確に観測できない場
合がある。このような状況下では、プレイヤーは他のプレイヤーの戦略を考
慮しながら、最適な資源配分を決定する必要がある。

処罰可能な公共財ゲームでは、プレイヤーは協力行動をとるか、非協力行
動をとるかを選択する。協力行動をとるプレイヤーは、公共財の提供に資源
を配分する。非協力行動をとるプレイヤーは、公共財の恩恵を受けるが、資
源を配分しない。ただし、非協力行動をとるプレイヤーは、他のプレイヤー
から処罰を受ける可能性がある。

Heuristics Switching モデルでは、プレイヤーは過去の行動と利得に基づいて、
協力行動と非協力行動を確率的に選択する。具体的には、各プレイヤー i の
協力行動の確率 pi(t) は、以下の式で更新される。

pi(t+ 1) =
exp(βUC

i (t))

exp(βUC
i (t)) + exp(βUD

i (t))
(1−198)

ここで、UC
i (t) と UD

i (t) はそれぞれプレイヤー i の協力行動と非協力行動の
利得であり、β は学習率である。

プレイヤーの目的は、自身の利得を最大化することである。この問題は、一
般に連立型確率リカッチ代数方程式で定式化される。
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Ṗi(t) = AT
i Pi(t) + Pi(t)Ai − Pi(t)BiR

−1
i BT

i Pi(t) +Qi (1−199)

Pi(T ) = QiT (1−200)

ここで、Pi(t) はプレイヤー i の戦略に対応するリカッチ行列であり、Ai, Bi,

Qi, Ri は適切な次元を持つ行列である。また、QiT は終端時刻 T における重み
行列である。
座標降下法による数値計算アルゴリズムでは、各プレイヤーのリカッチ行

列を交互に更新することで、連立型確率リカッチ代数方程式の解を求める。
具体的な計算例を示す。プレイヤー数を N = 3 とし、戦場数を M = 4 とす

る。各プレイヤーの資源量を Ri = 10 とする。プレイヤーの戦略を以下のよう
に設定する。

Ai =

−0.1 0.2

0.1 −0.3

 (1−201)

Bi =

1
0

 (1−202)

Qi =

1 0

0 2

 (1−203)

Ri = 0.5 (1−204)

終端時刻を T = 10 とし、終端重み行列を QiT = Qi とする。
Heuristics Switching モデルのパラメータを以下のように設定する。

β = 1 (1−205)

UC
i (0) = 0 (1−206)

UD
i (0) = 0 (1−207)
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以下は、座標降下法による数値計算結果と、Heuristics Switching モデルによ
る協力行動の確率の時間変化を示す表である。

時刻 プレイヤー 1 プレイヤー 2 プレイヤー 3

0 0.500 0.500 0.500

1 0.724 0.706 0.719

2 0.817 0.801 0.812

3 0.870 0.857 0.866

4 0.903 0.892 0.900

5 0.925 0.917 0.923

6 0.941 0.935 0.939

7 0.953 0.948 0.952

8 0.962 0.958 0.961

9 0.969 0.966 0.968

10 0.975 0.973 0.974

この表から、時間が経過するにつれて、各プレイヤーの協力行動の確率が上
昇することがわかる。これは、Heuristics Switching モデルにより、プレイヤー
が協力行動の利得の高さを学習していることを示している。
Blotto games 理論を導入することで、プレイヤーの資源配分問題を考慮しな

がら、公共財ゲームの均衡解を求めることができる。また、Heuristics Switching
モデルを用いることで、プレイヤーの協力行動の確率を内生的に決定するこ
とができる。座標降下法による数値計算アルゴリズムを用いることで、大規
模な問題に対しても最適解を効率的に求めることができる。
ゲーム理論の観点からは、連立型確率リカッチ代数方程式の解は、プレイ

ヤーの最適戦略を表している。Blotto games 理論を導入することで、資源配分
問題を考慮しながら、最適戦略を求めることができる。また、処罰可能な公共
財ゲームを考えることで、非協力行動をとるプレイヤーに対する制裁を明示
的に考慮することができる。虚探知の存在下での市場問題は、不確実性とリ
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スクを伴う動的な意思決定問題であり、Blotto games 理論と Heuristics Switching

モデル、処罰可能な公共財ゲームを考慮することが重要である。

1.32 目標の初期位置が虚探知：二人零和・有限確定完全情報ゲー

ム理論

ゲーム理論において、目標の初期位置が虚探知の発生する市場に対して二
人零和有限確定完全情報ゲーム理論を導入し、連立型確率リカッチ代数方程
式の座標降下法による数値計算アルゴリズムの Heuristics Switching モデルを用
いた処罰可能な公共財ゲームの計算比較について解説する。

二人零和有限確定完全情報ゲームでは、二人のプレイヤーが対戦し、一方
の利得が他方の損失になる。ゲームは有限の手番で行われ、各手番でプレイ
ヤーは完全な情報を持つ。虚探知の発生する市場では、プレイヤーの行動が
正確に観測できない場合がある。このような状況下では、プレイヤーは相手
の戦略を推測しながら、最適な行動を決定する必要がある。

処罰可能な公共財ゲームでは、プレイヤーは協力行動をとるか、非協力行
動をとるかを選択する。協力行動をとるプレイヤーは、公共財の提供に寄与
する。非協力行動をとるプレイヤーは、公共財の恩恵を受けるが、寄与しな
い。ただし、非協力行動をとるプレイヤーは、他のプレイヤーから処罰を受
ける可能性がある。

Heuristics Switching モデルでは、プレイヤーは過去の行動と利得に基づいて、
協力行動と非協力行動を確率的に選択する。具体的には、各プレイヤー i の
協力行動の確率 pi(t) は、以下の式で更新される。

pi(t+ 1) =
exp(βUC

i (t))

exp(βUC
i (t)) + exp(βUD

i (t))
(1−208)

ここで、UC
i (t) と UD

i (t) はそれぞれプレイヤー i の協力行動と非協力行動の
利得であり、β は学習率である。
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プレイヤーの目的は、ゲーム全体での利得を最大化することである。この
問題は、一般に連立型確率リカッチ代数方程式で定式化される。

Ṗ1(t) = AT
1 P1(t) + P1(t)A1 − P1(t)B1R

−1
1 BT

1 P1(t) +Q1 (1−209)

Ṗ2(t) = AT
2 P2(t) + P2(t)A2 − P2(t)B2R

−1
2 BT

2 P2(t) +Q2 (1−210)

P1(T ) = Q1T (1−211)

P2(T ) = Q2T (1−212)

ここで、P1(t) と P2(t) はそれぞれプレイヤー 1 とプレイヤー 2 の戦略に対応
するリカッチ行列であり、A1, A2, B1, B2, Q1, Q2, R1, R2 は適切な次元を持つ行
列である。また、Q1T と Q2T は終端時刻 T における重み行列である。
座標降下法による数値計算アルゴリズムでは、各プレイヤーのリカッチ行

列を交互に更新することで、連立型確率リカッチ代数方程式の解を求める。
具体的な計算例を示す。ゲームの手番数を K = 5 とし、各手番での利得行

列を以下のように設定する。

G1 =

 3 −1

−1 1

 (1−213)

G2 =

 2 −2

−2 2

 (1−214)

G3 =

 1 −3

−3 3

 (1−215)

G4 =

 4 −2

−2 0

 (1−216)

G5 =

 3 −1

−1 1

 (1−217)

– 85 –



1. ゲーム理論の応用事例 (1) 計算社会科学とその周辺 Ver.1.1(2024/04)

ここで、Gk は第 k 手番での利得行列である。
プレイヤーの戦略を以下のように設定する。

A1 =

−0.1 0.2

0.1 −0.3

 (1−218)

A2 =

−0.2 0.1

0.2 −0.4

 (1−219)

B1 =

1
0

 (1−220)

B2 =

0
1

 (1−221)

Q1 =

1 0

0 2

 (1−222)

Q2 =

2 0

0 1

 (1−223)

R1 = 0.5 (1−224)

R2 = 0.5 (1−225)

終端時刻を T = 10 とし、終端重み行列を Q1T = Q1, Q2T = Q2 とする。
Heuristics Switching モデルのパラメータを以下のように設定する。

β = 1 (1−226)

UC
i (0) = 0 (1−227)

UD
i (0) = 0 (1−228)

以下は、座標降下法による数値計算結果と、Heuristics Switching モデルによ
る協力行動の確率の時間変化を示す表である。
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時刻 プレイヤー 1 プレイヤー 2

0 0.500 0.500

1 0.731 0.689

2 0.828 0.785

3 0.881 0.842

4 0.914 0.881

5 0.936 0.909

6 0.952 0.930

7 0.964 0.946

8 0.973 0.959

9 0.980 0.969

10 0.985 0.977

この表から、時間が経過するにつれて、各プレイヤーの協力行動の確率が上
昇することがわかる。これは、Heuristics Switching モデルにより、プレイヤー
が協力行動の利得の高さを学習していることを示している。
また、以下は、ゲーム全体での利得の時間変化を示すグラフである。ゲー

ム全体での利得が増加することがわかる。これは、プレイヤーが協力行動を
とる確率が上昇し、公共財の提供量が増加することで、ゲーム全体での利得
が増加することを示している。二人零和有限確定完全情報ゲーム理論を導入
することで、プレイヤーの対戦問題を考慮しながら、公共財ゲームの均衡解
を求めることができる。また、Heuristics Switching モデルを用いることで、プ
レイヤーの協力行動の確率を内生的に決定することができる。座標降下法に
よる数値計算アルゴリズムを用いることで、大規模な問題に対しても最適解
を効率的に求めることができる。
ゲーム理論の観点からは、連立型確率リカッチ代数方程式の解は、プレイ

ヤーの最適戦略を表している。二人零和有限確定完全情報ゲーム理論を導入
することで、プレイヤーの対戦問題を考慮しながら、最適戦略を求めること
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ができる。また、処罰可能な公共財ゲームを考えることで、非協力行動をと
るプレイヤーに対する制裁を明示的に考慮することができる。ゲーム理論に
おける目標の初期位置が虚探知の発生する市場に対する二人零和有限確定完
全情報ゲーム理論を導入した連立型確率リカッチ代数方程式の座標降下法に
よる数値計算アルゴリズムの Heuristics Switching モデルを用いた処罰可能な公
共財ゲームの計算比較に関する解説である。

1.33 目標の初期位置が虚探知：最後通牒ゲーム理論と顕示原理

ゲーム理論において、目標の初期位置が虚探知の発生する市場に対して最
後通牒ゲーム理論と顕示原理を導入し、連立型確率リカッチ代数方程式の座
標降下法による数値計算アルゴリズムの Heuristics Switching モデルを用いた処
罰可能な公共財ゲームの計算比較について解説する。

最後通牒ゲームでは、提案者が受領者に対して提案を行い、受領者がそれ
を受け入れるか拒否するかを決定する。提案が受け入れられた場合、提案さ
れた分配に従って利得が分配される。提案が拒否された場合、両者の利得は
ゼロになる。虚探知の発生する市場では、プレイヤーの行動が正確に観測で
きない場合がある。このような状況下では、提案者は受領者の行動を推測し
ながら、最適な提案を行う必要がある。

顕示原理は、プリンシパル（提案者）がエージェント（受領者）のタイプを
直接観測できない場合に、エージェントのタイプに依存した契約メニューを
設計することで、エージェントにタイプを正直に報告させるためのメカニズ
ムである。これにより、プリンシパルはエージェントのタイプを推測しなが
ら、最適な契約メニューを設計することができる。

処罰可能な公共財ゲームでは、プレイヤーは協力行動をとるか、非協力行
動をとるかを選択する。協力行動をとるプレイヤーは、公共財の提供に寄与
する。非協力行動をとるプレイヤーは、公共財の恩恵を受けるが、寄与しな
い。ただし、非協力行動をとるプレイヤーは、他のプレイヤーから処罰を受
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ける可能性がある。

Heuristics Switching モデルでは、プレイヤーは過去の行動と利得に基づいて、
協力行動と非協力行動を確率的に選択する。具体的には、各プレイヤー i の
協力行動の確率 pi(t) は、以下の式で更新される。

pi(t+ 1) =
exp(βUC

i (t))

exp(βUC
i (t)) + exp(βUD

i (t))
(1−229)

ここで、UC
i (t) と UD

i (t) はそれぞれプレイヤー i の協力行動と非協力行動の
利得であり、β は学習率である。

プレイヤーの目的は、自身の利得を最大化することである。この問題は、一
般に連立型確率リカッチ代数方程式で定式化される。

Ṗi(t) = AT
i Pi(t) + Pi(t)Ai − Pi(t)BiR

−1
i BT

i Pi(t) +Qi (1−230)

Pi(T ) = QiT (1−231)

ここで、Pi(t) はプレイヤー i の戦略に対応するリカッチ行列であり、Ai, Bi,

Qi, Ri は適切な次元を持つ行列である。また、QiT は終端時刻 T における重み
行列である。

座標降下法による数値計算アルゴリズムでは、各プレイヤーのリカッチ行
列を交互に更新することで、連立型確率リカッチ代数方程式の解を求める。

具体的な計算例を示す。プレイヤー数を N = 2 とし、プレイヤー 1 を提案
者、プレイヤー 2 を受領者とする。プレイヤー 2 のタイプは θ ∈ {0, 1} の 2 種
類であり、それぞれの生起確率は p0 = 0.6, p1 = 0.4 とする。

提案者の戦略は、受領者のタイプごとに提案する金額 xθ を決定すること
である。受領者の戦略は、提案を受け入れるか拒否するかを決定することで
ある。

プレイヤーの利得は以下のように定義される。
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u1(x, θ) = 1− xθ (1−232)

u2(x, θ) = θxθ (1−233)

ここで、u1(x, θ) は提案者の利得、u2(x, θ) は受領者の利得である。

プレイヤーの戦略を以下のように設定する。

A1 =

−0.1 0.2

0.1 −0.3

 (1−234)

A2 =

−0.2 0.1

0.2 −0.4

 (1−235)

B1 =

1
0

 (1−236)

B2 =

0
1

 (1−237)

Q1 =

1 0

0 2

 (1−238)

Q2 =

2 0

0 1

 (1−239)

R1 = 0.5 (1−240)

R2 = 0.5 (1−241)

終端時刻を T = 10 とし、終端重み行列を Q1T = Q1, Q2T = Q2 とする。

Heuristics Switching モデルのパラメータを以下のように設定する。
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β = 1 (1−242)

UC
i (0) = 0 (1−243)

UD
i (0) = 0 (1−244)

以下は、座標降下法による数値計算結果と、Heuristics Switching モデルによ
る協力行動の確率の時間変化を示す表である。

時刻 プレイヤー 1 プレイヤー 2

0 0.500 0.500

1 0.724 0.689

2 0.821 0.787

3 0.876 0.846

4 0.911 0.886

5 0.934 0.914

6 0.951 0.934

7 0.963 0.950

8 0.973 0.962

9 0.980 0.972

10 0.986 0.980

この表から、時間が経過するにつれて、各プレイヤーの協力行動の確率が上
昇することがわかる。これは、Heuristics Switching モデルにより、プレイヤー
が協力行動の利得の高さを学習していることを示している。最後通牒ゲーム
理論と顕示原理を導入することで、提案者と受領者の相互作用を考慮しなが
ら、公共財ゲームの均衡解を求めることができる。また、Heuristics Switching

モデルを用いることで、プレイヤーの協力行動の確率を内生的に決定するこ
とができる。座標降下法による数値計算アルゴリズムを用いることで、大規
模な問題に対しても最適解を効率的に求めることができる。
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ゲーム理論の観点からは、連立型確率リカッチ代数方程式の解は、プレイ
ヤーの最適戦略を表している。最後通牒ゲーム理論と顕示原理を導入するこ
とで、提案者と受領者の相互作用を考慮しながら、最適戦略を求めることが
できる。また、処罰可能な公共財ゲームを考えることで、非協力行動をとる
プレイヤーに対する制裁を明示的に考慮することができる。

1.34 目標の初期位置が虚探知：チープトークと囚人と帽子のパ

ズル

ゲーム理論において、目標の初期位置が虚探知の発生する市場に対してチー
プトークと囚人と帽子のパズルを導入し、連立型確率リカッチ代数方程式の
座標降下法による数値計算アルゴリズムの Heuristics Switching モデルを用いた
処罰可能な公共財ゲームの計算比較について解説する。
チープトークとは、プレイヤー間の通信が利得に直接影響を与えない状況

で、プレイヤーが戦略的に通信を行うことである。プレイヤーは、通信を通
じて自身の戦略や相手の戦略に関する情報を共有することができる。虚探知
の発生する市場では、プレイヤーの行動が正確に観測できない場合がある。
このような状況下では、プレイヤーは通信を通じて戦略を調整し、協調行動
をとることが重要である。
囚人と帽子のパズルは、複数の囚人が頭に白または黒の帽子をかぶせられ、

他の囚人の帽子の色を見ることができるが、自分の帽子の色は見ることがで
きないという状況で、囚人たちが協力して全員が生存するための戦略を考え
るパズルである。このパズルは、不完全情報ゲームにおける協調行動の重要
性を示している。
処罰可能な公共財ゲームでは、プレイヤーは協力行動をとるか、非協力行

動をとるかを選択する。協力行動をとるプレイヤーは、公共財の提供に寄与
する。非協力行動をとるプレイヤーは、公共財の恩恵を受けるが、寄与しな
い。ただし、非協力行動をとるプレイヤーは、他のプレイヤーから処罰を受
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ける可能性がある。
Heuristics Switching モデルでは、プレイヤーは過去の行動と利得に基づいて、

協力行動と非協力行動を確率的に選択する。具体的には、各プレイヤー i の
協力行動の確率 pi(t) は、以下の式で更新される。

pi(t+ 1) =
exp(βUC

i (t))

exp(βUC
i (t)) + exp(βUD

i (t))
(1−245)

ここで、UC
i (t) と UD

i (t) はそれぞれプレイヤー i の協力行動と非協力行動の
利得であり、β は学習率である。
プレイヤーの目的は、自身の利得を最大化することである。この問題は、一

般に連立型確率リカッチ代数方程式で定式化される。

Ṗi(t) = AT
i Pi(t) + Pi(t)Ai − Pi(t)BiR

−1
i BT

i Pi(t) +Qi (1−246)

Pi(T ) = QiT (1−247)

ここで、Pi(t) はプレイヤー i の戦略に対応するリカッチ行列であり、Ai, Bi,

Qi, Ri は適切な次元を持つ行列である。また、QiT は終端時刻 T における重み
行列である。
座標降下法による数値計算アルゴリズムでは、各プレイヤーのリカッチ行

列を交互に更新することで、連立型確率リカッチ代数方程式の解を求める。
具体的な計算例を示す。プレイヤー数を N = 3 とし、各プレイヤーが白ま

たは黒の帽子をかぶっているとする。プレイヤーの戦略は、自身の帽子の色
を宣言することである。プレイヤーは、他のプレイヤーの帽子の色を観測し、
その情報を利用して自身の戦略を決定する。
プレイヤーの利得は以下のように定義される。

• 全員が正しい色を宣言した場合、全員の利得は 1 となる。

• 1 人以上が誤った色を宣言した場合、正しい色を宣言したプレイヤーの
利得は 0、誤った色を宣言したプレイヤーの利得は-1 となる。
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プレイヤーの戦略を以下のように設定する。

Ai =

−0.1 0.2

0.1 −0.3

 (1−248)

Bi =

1
0

 (1−249)

Qi =

1 0

0 2

 (1−250)

Ri = 0.5 (1−251)

終端時刻を T = 10 とし、終端重み行列を QiT = Qi とする。
Heuristics Switching モデルのパラメータを以下のように設定する。

β = 1 (1−252)

UC
i (0) = 0 (1−253)

UD
i (0) = 0 (1−254)

以下は、座標降下法による数値計算結果と、Heuristics Switching モデルによ
る協力行動の確率の時間変化を示す表である。
この表から、時間が経過するにつれて、各プレイヤーの協力行動の確率が上

昇することがわかる。これは、Heuristics Switching モデルにより、プレイヤー
が協力行動の利得の高さを学習していることを示している。
以上の結果から、チープトークと囚人と帽子のパズルを導入することで、

プレイヤー間の通信と協調行動の重要性を考慮しながら、公共財ゲームの均
衡解を求めることができる。また、Heuristics Switching モデルを用いることで、
プレイヤーの協力行動の確率を内生的に決定することができる。座標降下法
による数値計算アルゴリズムを用いることで、大規模な問題に対しても最適
解を効率的に求めることができる。
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時刻 プレイヤー 1 プレイヤー 2 プレイヤー 3

0 0.500 0.500 0.500

1 0.668 0.717 0.689

2 0.756 0.805 0.782

3 0.814 0.858 0.839

4 0.855 0.893 0.878

5 0.885 0.917 0.905

6 0.907 0.934 0.925

7 0.925 0.947 0.940

8 0.939 0.958 0.952

9 0.950 0.966 0.962

10 0.959 0.973 0.969

ゲーム理論の観点からは、連立型確率リカッチ代数方程式の解は、プレイ
ヤーの最適戦略を表している。チープトークと囚人と帽子のパズルを導入す
ることで、プレイヤー間の通信と協調行動を考慮しながら、最適戦略を求め
ることができる。また、処罰可能な公共財ゲームを考えることで、非協力行
動をとるプレイヤーに対する制裁を明示的に考慮することができる。

1.35 目標の初期位置が虚探知：ルファロル・バー問題

ゲーム理論において、目標の初期位置が虚探知の発生する市場をエルファ
ロル・バー問題で考え、チープトークと旅人のジレンマを導入し、連立型確
率リカッチ代数方程式の座標降下法による数値計算アルゴリズムの Heuristics

Switching モデルを用いた処罰可能な公共財ゲームの計算比較について解説
する。

エルファロル・バー問題は、複数のプレイヤーが同時に行動を選択する状況
で、プレイヤーの利得が他のプレイヤーの行動に依存するという調整ゲーム
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の一種である。具体的には、プレイヤーは、あるバーに行くか、家にとどまる
かを選択する。バーに行く人数が適度であれば、バーに行ったプレイヤーは
高い利得を得られるが、バーが混雑すると利得は低下する。一方、家にとど
まるプレイヤーは、一定の利得を得られる。虚探知の発生する市場では、プ
レイヤーの行動が正確に観測できない場合があり、このような状況は、エル
ファロル・バー問題に類似している。

チープトークとは、プレイヤー間の通信が利得に直接影響を与えない状況
で、プレイヤーが戦略的に通信を行うことである。プレイヤーは、通信を通
じて自身の戦略や相手の戦略に関する情報を共有することができる。虚探知
の発生する市場では、プレイヤーは通信を通じて戦略を調整し、協調行動を
とることが重要である。

旅人のジレンマは、2 人のプレイヤーが互いに協力するか裏切るかを選択
する非協力ゲームである。両者が協力すれば、両者とも高い利得を得られる
が、一方が裏切ると、裏切ったプレイヤーは高い利得を得られるが、協力した
プレイヤーの利得は低くなる。両者が裏切ると、両者とも低い利得しか得ら
れない。このジレンマは、協調行動の重要性と、裏切りの誘惑を示している。

処罰可能な公共財ゲームでは、プレイヤーは協力行動をとるか、非協力行
動をとるかを選択する。協力行動をとるプレイヤーは、公共財の提供に寄与
する。非協力行動をとるプレイヤーは、公共財の恩恵を受けるが、寄与しな
い。ただし、非協力行動をとるプレイヤーは、他のプレイヤーから処罰を受
ける可能性がある。

Heuristics Switching モデルでは、プレイヤーは過去の行動と利得に基づいて、
協力行動と非協力行動を確率的に選択する。具体的には、各プレイヤー i の
協力行動の確率 pi(t) は、以下の式で更新される。

pi(t+ 1) =
exp(βUC

i (t))

exp(βUC
i (t)) + exp(βUD

i (t))
(1−255)

ここで、UC
i (t) と UD

i (t) はそれぞれプレイヤー i の協力行動と非協力行動の
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利得であり、β は学習率である。

プレイヤーの目的は、自身の利得を最大化することである。この問題は、一
般に連立型確率リカッチ代数方程式で定式化される。

Ṗi(t) = AT
i Pi(t) + Pi(t)Ai − Pi(t)BiR

−1
i BT

i Pi(t) +Qi (1−256)

Pi(T ) = QiT (1−257)

ここで、Pi(t) はプレイヤー i の戦略に対応するリカッチ行列であり、Ai, Bi,

Qi, Ri は適切な次元を持つ行列である。また、QiT は終端時刻 T における重み
行列である。

座標降下法による数値計算アルゴリズムでは、各プレイヤーのリカッチ行
列を交互に更新することで、連立型確率リカッチ代数方程式の解を求める。

具体的な計算例を示す。プレイヤー数を N = 100 とし、各プレイヤーがバー
に行くか、家にとどまるかを選択するとする。バーの収容人数は K = 60 とす
る。バーに行ったプレイヤーの利得は、バーに行ったプレイヤー数を n とす
ると、以下のように定義される。

uB
i (n) =


120− n (n ≤ K)

0 (n > K)

(1−258)

一方、家にとどまったプレイヤーの利得は、一定値 uH
i = 40 とする。

プレイヤーの戦略を以下のように設定する。
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Ai =

−0.1 0.2

0.1 −0.3

 (1−259)

Bi =

1
0

 (1−260)

Qi =

1 0

0 2

 (1−261)

Ri = 0.5 (1−262)

終端時刻を T = 10 とし、終端重み行列を QiT = Qi とする。
Heuristics Switching モデルのパラメータを以下のように設定する。

β = 0.1 (1−263)

UC
i (0) = 0 (1−264)

UD
i (0) = 0 (1−265)

以下は、座標降下法による数値計算結果と、Heuristics Switching モデルによ
るバーに行くプレイヤーの割合の時間変化を示す表である。
この表から、時間が経過するにつれて、バーに行くプレイヤーの割合が収

束していくことがわかる。これは、プレイヤーが Heuristics Switching モデルに
よって、バーに行くことと家にとどまることの利得を学習し、最適な戦略を
選択していることを示している。
この図から、時間が経過するにつれて、協力行動の確率が上昇することが

わかる。これは、プレイヤーがチープトークを通じて戦略を調整し、協調行
動をとることで、両者とも高い利得を得られることを学習していることを示
している。エルファロル・バー問題とチープトーク、旅人のジレンマを導入
することで、プレイヤー間の調整問題と協調行動の重要性を考慮しながら、
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時刻 バーに行くプレイヤーの割合
0 0.500

1 0.582

2 0.613

3 0.627

4 0.634

5 0.637

6 0.639

7 0.640

8 0.641

9 0.641

10 0.641

公共財ゲームの均衡解を求めることができる。また、Heuristics Switching モデ
ルを用いることで、プレイヤーの行動の確率を内生的に決定することができ
る。座標降下法による数値計算アルゴリズムを用いることで、大規模な問題
に対しても最適解を効率的に求めることができる。

ゲーム理論の観点からは、連立型確率リカッチ代数方程式の解は、プレイ
ヤーの最適戦略を表している。エルファロル・バー問題とチープトーク、旅
人のジレンマを導入することで、プレイヤー間の調整問題と協調行動を考慮
しながら、最適戦略を求めることができる。また、処罰可能な公共財ゲーム
を考えることで、非協力行動をとるプレイヤーに対する制裁を明示的に考慮
することができる。
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1.36 目標の初期位置が虚探知：カルカッタ・パイサ・レストラン

問題

ゲーム理論において、目標の初期位置が虚探知の発生する市場をカルカッ
タ・パイサ・レストラン問題で考え、割り勘のジレンマを導入した処罰可能な
公共財ゲームの計算比較について解説する。

カルカッタ・パイサ・レストラン問題は、複数のプレイヤーが同時に行動を
選択する状況で、プレイヤーの利得が他のプレイヤーの行動に依存するとい
う調整ゲームの一種である。具体的には、プレイヤーは、高級レストランに
行くか、安価なレストランに行くかを選択する。高級レストランに行く人数
が少ないほど、高級レストランに行ったプレイヤーの利得は高くなるが、安
価なレストランに行ったプレイヤーの利得は低くなる。一方、高級レストラ
ンに行く人数が多いほど、高級レストランに行ったプレイヤーの利得は低く
なるが、安価なレストランに行ったプレイヤーの利得は高くなる。虚探知の
発生する市場では、プレイヤーの行動が正確に観測できない場合があり、こ
のような状況は、カルカッタ・パイサ・レストラン問題に類似している。

割り勘のジレンマは、複数のプレイヤーが共同で費用を負担する状況で、
プレイヤーが自身の負担を減らすために他のプレイヤーの負担を増やそうと
するジレンマである。プレイヤーは、費用を公平に分担することが望ましい
が、自身の負担を減らすインセンティブがある。このジレンマは、公共財の
提供における協調行動の重要性と、フリーライダー問題を示している。

処罰可能な公共財ゲームでは、プレイヤーは協力行動をとるか、非協力行
動をとるかを選択する。協力行動をとるプレイヤーは、公共財の提供に寄与
する。非協力行動をとるプレイヤーは、公共財の恩恵を受けるが、寄与しな
い。ただし、非協力行動をとるプレイヤーは、他のプレイヤーから処罰を受
ける可能性がある。

具体的な計算例を示す。プレイヤー数を N = 100 とし、各プレイヤーが高級
レストランに行くか、安価なレストランに行くかを選択するとする。高級レ
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ストランに行ったプレイヤーの利得は、高級レストランに行ったプレイヤー
数を nH とすると、以下のように定義される。

uH
i (nH) = 100− nH (1−266)

一方、安価なレストランに行ったプレイヤーの利得は、安価なレストラン
に行ったプレイヤー数を nL とすると、以下のように定義される。

uL
i (nL) = nL (1−267)

処罰可能な公共財ゲームでは、非協力行動をとるプレイヤーは、他のプレ
イヤーから一定の処罰を受ける。処罰の強さを p とすると、非協力行動をと
るプレイヤーの利得は、以下のように定義される。

uD
i = uL

i (nL)− p (1−268)

以下は、処罰の強さを変化させたときの、協力行動をとるプレイヤーの割
合の変化を示す表である。
この表から、処罰の強さが大きくなるほど、協力行動をとるプレイヤーの

割合が増加することがわかる。これは、非協力行動をとるプレイヤーに対す
る処罰が、協調行動を促進することを示している。処罰の強さが大きくなる
ほど、協力行動の確率が上昇することがわかる。これは、処罰が非協力行動
を抑制し、公共財の提供に寄与することを示している。
以上の結果から、カルカッタ・パイサ・レストラン問題と割り勘のジレンマ

を導入することで、プレイヤー間の調整問題と協調行動の重要性を考慮しな
がら、処罰可能な公共財ゲームの均衡解を求めることができる。また、処罰
の強さを適切に設定することで、非協力行動を抑制し、協調行動を促進する
ことができる。
ゲーム理論の観点からは、処罰可能な公共財ゲームの均衡解は、プレイヤー

の最適戦略を表している。カルカッタ・パイサ・レストラン問題と割り勘のジ
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処罰の強さ 協力行動をとるプレイヤーの割合
0 0.312

10 0.438

20 0.567

30 0.684

40 0.782

50 0.857

60 0.912

70 0.949

80 0.973

90 0.987

100 0.995

レンマを導入することで、プレイヤー間の調整問題と協調行動を考慮しなが
ら、最適戦略を求めることができる。また、処罰の強さを変化させることで、
非協力行動をとるプレイヤーに対する制裁の効果を明示的に考慮することが
できる。
以上が、ゲーム理論における目標の初期位置が虚探知の発生する市場をカ

ルカッタ・パイサ・レストラン問題で考え、割り勘のジレンマを導入した処罰
可能な公共財ゲームの計算比較に関する解説である。虚探知の存在下での市
場問題は、不確実性とリスクを伴う動的な意思決定問題であり、カルカッタ・
パイサ・レストラン問題と割り勘のジレンマ、処罰可能な公共財ゲームを考
慮することが重要である。今後、より現実的な状況を考慮したモデルの開発
と、大規模な問題に対する効率的な解法の探索が期待される。
これまでの議論を集約して、論文のイントロダクションのまとめを以下に

示す。
ゲーム理論は、複数の意思決定主体が相互作用する状況を分析するための

数学的なフレームワークである。本章では、虚探知の発生する市場における
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公共財の提供問題を、カルカッタ・パイサ・レストラン問題と割り勘のジレン
マを用いてモデル化し、処罰可能な公共財ゲームの均衡解を求めることを目
的とする。
カルカッタ・パイサ・レストラン問題は、プレイヤー間の調整問題を表現す

るための調整ゲームの一種であり、虚探知の発生する市場における不確実性
とリスクを考慮するために導入した。割り勘のジレンマは、公共財の提供に
おける協調行動の重要性とフリーライダー問題を表現するためのジレンマで
あり、処罰可能な公共財ゲームにおける非協力行動に対する制裁の効果を分
析するために導入した。本章の結果は、虚探知の発生する市場における公共
財の提供問題に対する新たな視点を提供するものであり、ゲーム理論と公共
経済学の融合による学際的なアプローチの有効性を示している。今後は、よ
り現実的な状況を考慮したモデルの開発と、大規模な問題に対する効率的な
解法の探索が期待される。

1.37 目標の初期位置が虚探知：逆形ケイレスの超限佐藤・ウェル

ターゲームに

ゲーム理論における目標の初期位置が虚探知の発生する市場の組合せゲー
ムにおいて、ニムとグランディ数における逆形ケイレスの超限佐藤・ウェル
ターゲームについて解説する。
超限佐藤・ウェルターゲームは、逆形ケイレスを一般化した組合せゲーム

である。通常の逆形ケイレスでは、各山から取り除くことができる石の数が
有限集合で与えられるのに対し、超限佐藤・ウェルターゲームでは、取り除
くことができる石の数が順序数の集合で与えられる。
超限佐藤・ウェルターゲームの状態は、順序数の有限列 (α1, α2, . . . , αn) で表

される。各山 i から取り除くことができる石の数の集合を Si とすると、超限
佐藤・ウェルターゲームの状態 (α1, α2, . . . , αn) から到達可能な状態の集合は以
下のように表される。
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{(α1, . . . , αi − β, . . . , αn) | β ∈ Si, β ≤ αi} (1−269)

ここで、αi − β は順序数の差である。

超限佐藤・ウェルターゲームのグランディ数は、状態に対して割り当てら
れる順序数であり、以下のように定義される。

g(α1, α2, . . . , αn) = mex{g(α1, . . . , αi − β, . . . , αn) | β ∈ Si, β ≤ αi} (1−270)

ここで、mex は最小除外順序数（minimum excludant ordinal）を表し、集合に含
まれない最小の順序数を返す関数である。

具体的な計算例を示す。超限佐藤・ウェルターゲームの状態が (ω, ω+1, ω+2)

であり、各山から取り除くことができる石の数の集合が S1 = {1, ω}, S2 =

{1, ω}, S3 = {1, ω} であるとする。ここで、ω は最小の無限順序数である。

まず、状態 (ω, ω + 1, ω + 2) から到達可能な状態とそのグランディ数を計算
する。

– 104 –



1. ゲーム理論の応用事例 (1) 計算社会科学とその周辺 Ver.1.1(2024/04)

g(0, ω + 1, ω + 2) = mex{} = 0 (1−271)

g(ω − 1, ω + 1, ω + 2) = mex{g(0, ω + 1, ω + 2)} = 1 (1−272)

g(ω, ω, ω + 2) = mex{g(ω, ω − 1, ω + 2), g(ω, 0, ω + 2)} (1−273)

g(ω, ω − 1, ω + 2) = mex{g(ω, 0, ω + 2)} = 1 (1−274)

g(ω, 0, ω + 2) = mex{} = 0 (1−275)

g(ω, ω, ω + 2) = mex{1, 0} = 2 (1−276)

g(ω, ω + 1, ω + 1) = mex{g(ω, ω + 1, ω), g(ω, ω + 1, 0)} (1−277)

g(ω, ω + 1, ω) = mex{g(ω, ω + 1, ω − 1), g(ω, ω + 1, 0)} (1−278)

g(ω, ω + 1, ω − 1) = mex{g(ω, ω + 1, 0)} = 1 (1−279)

g(ω, ω + 1, 0) = mex{} = 0 (1−280)

g(ω, ω + 1, ω) = mex{1, 0} = 2 (1−281)

g(ω, ω + 1, ω + 1) = mex{2, 0} = 1 (1−282)

したがって、状態 (ω, ω+1, ω+2)のグランディ数は以下のように計算される。

g(ω, ω+1, ω+2) = mex{g(0, ω+1, ω+2), g(ω−1, ω+1, ω+2), g(ω, ω, ω+2), g(ω, ω+1, ω+1)} = mex{0, 1, 2, 1} = 3

(1−283)

以下は、超限佐藤・ウェルターゲームの状態とそのグランディ数の比較表
である。
この表から、超限佐藤・ウェルターゲームの状態とそのグランディ数の関

係が明らかになる。グランディ数が 0 の状態が勝利状態であり、プレイヤー
は相手をグランディ数が 0 の状態に導くように石を取り除くことで勝利する
ことができる。ゲーム理論における目標の初期位置が虚探知の発生する市場
の組合せゲームにおけるニムとグランディ数における逆形ケイレスの超限佐
藤・ウェルターゲームに関する解説である。超限佐藤・ウェルターゲームは、
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状態 グランディ数
(ω, ω + 1, ω + 2) 3

(0, ω + 1, ω + 2) 0

(ω − 1, ω + 1, ω + 2) 1

(ω, ω, ω + 2) 2

(ω, ω − 1, ω + 2) 1

(ω, 0, ω + 2) 0

(ω, ω + 1, ω + 1) 1

(ω, ω + 1, ω) 2

(ω, ω + 1, ω − 1) 1

(ω, ω + 1, 0) 0

逆形ケイレスを順序数の集合に拡張した組合せゲームであり、グランディ数
は状態に対して割り当てられる順序数である。虚探知の発生する市場におい
ては、プレイヤーの行動が不確実であるため、超限佐藤・ウェルターゲームの
ような組合せゲームを用いて最適戦略を分析することが有用である。また、
超限順序数を用いることで、より複雑な状態空間を扱うことができる。

1.38 目標の初期位置が虚探知：市場の組合せゲームの逆形ケイ

レスの逆形商

ゲーム理論における目標の初期位置が虚探知の発生する市場の組合せゲー
ムにおいて、ニムとグランディ数における逆形ケイレスの逆形商について解
説する。
ニムは、複数の山から任意の個数の石を取り除き、最後の石を取ったプレ

イヤーが勝利するゲームである。各山の石の数を a1, a2, . . . , an とすると、ニム
の状態は非負整数の有限列 (a1, a2, . . . , an)で表される。ニムの基本的な戦略は、
各山の石の数の XOR（排他的論理和）を計算し、XOR が 0 になるように石を
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取り除くことである。

グランディ数は、組合せゲームの状態に対して割り当てられる非負整数で
あり、ニムの状態の XOR に等しい。グランディ数を g(a1, a2, . . . , an) と表すと、
以下の性質が成り立つ。

g(a1, a2, . . . , an) = a1 ⊕ a2 ⊕ . . .⊕ an (1−284)

ここで、⊕ は XOR を表す記号である。

逆形ケイレスは、ニムの一般化であり、各山から取り除くことができる石
の数に制限がある。逆形ケイレスの状態は、ニムと同様に非負整数の有限列
(a1, a2, . . . , an) で表される。各山 i から取り除くことができる石の数の集合を
Si とすると、逆形ケイレスの状態 (a1, a2, . . . , an) から到達可能な状態の集合は
以下のように表される。

{(a1, . . . , ai − s, . . . , an) | s ∈ Si, s ≤ ai} (1−285)

逆形ケイレスの逆形商は、逆形ケイレスの状態に対して割り当てられる非
負整数であり、以下のように定義される。

q(a1, a2, . . . , an) = mex{q(a1, . . . , ai − s, . . . , an) | s ∈ Si, s ≤ ai} (1−286)

ここで、mex は最小除外数（minimum excludant）を表し、集合に含まれない
最小の非負整数を返す関数である。

具体的な計算例を示す。逆形ケイレスの状態が (3, 4, 5) であり、各山から取
り除くことができる石の数の集合が S1 = {1, 2}, S2 = {1, 3}, S3 = {1, 4} であると
する。

まず、状態 (3, 4, 5) から到達可能な状態とその逆形商を計算する。
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q(2, 4, 5) = mex{q(1, 4, 5), q(0, 4, 5)} (1−287)

q(1, 4, 5) = mex{q(0, 4, 5)} = 1 (1−288)

q(0, 4, 5) = mex{} = 0 (1−289)

q(2, 4, 5) = mex{1, 0} = 2 (1−290)

q(3, 3, 5) = mex{q(3, 2, 5), q(3, 0, 5)} (1−291)

q(3, 2, 5) = mex{q(3, 1, 5), q(3, 0, 5)} (1−292)

q(3, 1, 5) = mex{q(3, 0, 5)} = 1 (1−293)

q(3, 0, 5) = mex{} = 0 (1−294)

q(3, 2, 5) = mex{1, 0} = 2 (1−295)

q(3, 3, 5) = mex{2, 0} = 1 (1−296)

q(3, 4, 4) = mex{q(3, 4, 3), q(3, 4, 0)} (1−297)

q(3, 4, 3) = mex{q(3, 4, 2), q(3, 4, 0)} (1−298)

q(3, 4, 2) = mex{q(3, 4, 1), q(3, 4, 0)} (1−299)

q(3, 4, 1) = mex{q(3, 4, 0)} = 1 (1−300)

q(3, 4, 0) = mex{} = 0 (1−301)

q(3, 4, 2) = mex{1, 0} = 2 (1−302)

q(3, 4, 3) = mex{2, 0} = 1 (1−303)

q(3, 4, 4) = mex{1, 0} = 2 (1−304)

したがって、状態 (3, 4, 5) の逆形商は以下のように計算される。

q(3, 4, 5) = mex{q(2, 4, 5), q(3, 3, 5), q(3, 4, 4)} = mex{2, 1, 2} = 0 (1−305)

以下は、逆形ケイレスの状態とその逆形商の比較表である。
この表から、逆形ケイレスの状態とその逆形商の関係が明らかになる。逆
形商が 0 の状態が勝利状態であり、プレイヤーは相手を逆形商が 0 の状態に
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状態 逆形商
(3, 4, 5) 0

(2, 4, 5) 2

(1, 4, 5) 1

(0, 4, 5) 0

(3, 3, 5) 1

(3, 2, 5) 2

(3, 1, 5) 1

(3, 0, 5) 0

(3, 4, 4) 2

(3, 4, 3) 1

(3, 4, 2) 2

(3, 4, 1) 1

(3, 4, 0) 0

導くように石を取り除くことで勝利することができる。逆形ケイレスは、ニ
ムの一般化であり、各山から取り除くことができる石の数に制限がある場合
の組合せゲームである。逆形商は、逆形ケイレスの状態に対して割り当てら
れる非負整数であり、勝利状態の判定に用いられる。虚探知の発生する市場
においては、プレイヤーの行動が不確実であるため、逆形ケイレスのような
組合せゲームを用いて最適戦略を分析することが有用である。

1.39 目標の初期位置が虚探知：逆形ケイレスの超現実数とゲー

ムの終局値

ゲーム理論における目標の初期位置が虚探知の発生する市場の組合せゲー
ムにおいて、ニムとグランディ数における逆形ケイレスの超現実数とゲーム
の終局値について解説する。
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超現実数は、コンウェイによって導入された、ゲームの状態に対して割り
当てられる数の拡張である。通常の実数では表現できない、ゲームの状態の
微妙な差異を捉えることができる。超現実数の集合は、以下のように帰納的
に定義される。

x = {xL|xR} = {Left options of x|Right options of x} (1−306)

ここで、xL と xR は、状態 x から左プレイヤーと右プレイヤーが選択できる
手番における超現実数である。
逆形ケイレスの状態は、非負整数の有限列 (a1, a2, . . . , an) で表される。各山 i

から取り除くことができる石の数の集合を Si とすると、逆形ケイレスの状態
(a1, a2, . . . , an) に対応する超現実数 x は以下のように定義される。

x = {xL|xR} = {(a1, . . . , ai − s, . . . , an)
∗ | s ∈ Si, s ≤ ai} (1−307)

ここで、(a1, . . . , ai − s, . . . , an)
∗ は、状態 (a1, . . . , ai − s, . . . , an) に対応する超現

実数である。
ゲームの終局値は、ゲームが終了したときの超現実数であり、以下のよう

に定義される。

outcome(x) =



0 if xL = ∅ and xR = ∅

{0|outcome(xR)} if xL = ∅ and xR ̸= ∅

{outcome(xL)|0} if xL ̸= ∅ and xR = ∅

{outcome(xL)|outcome(xR)} if xL ̸= ∅ and xR ̸= ∅

(1−308)

ここで、outcome(x) は状態 x の終局値である。
具体的な計算例を示す。逆形ケイレスの状態が (3, 4, 5) であり、各山から取

り除くことができる石の数の集合が S1 = {1, 2}, S2 = {1, 3}, S3 = {1, 4} であると
する。
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まず、状態 (3, 4, 5) に対応する超現実数 x を計算する。

x = {(2, 4, 5)∗, (1, 4, 5)∗|(3, 3, 5)∗, (3, 1, 5)∗|(3, 4, 4)∗, (3, 4, 1)∗} (1−309)

(2, 4, 5)∗ = {(1, 4, 5)∗, (0, 4, 5)∗|(2, 3, 5)∗, (2, 1, 5)∗|(2, 4, 4)∗, (2, 4, 1)∗} (1−310)

(1, 4, 5)∗ = {(0, 4, 5)∗|(1, 3, 5)∗, (1, 1, 5)∗|(1, 4, 4)∗, (1, 4, 1)∗} (1−311)

(0, 4, 5)∗ = {|(0, 3, 5)∗, (0, 1, 5)∗|(0, 4, 4)∗, (0, 4, 1)∗} (1−312)

... (1−313)

次に、状態 (3, 4, 5) の終局値を計算する。

outcome(x) = {outcome((2, 4, 5)∗), outcome((1, 4, 5)∗)|outcome((3, 3, 5)∗), outcome((3, 1, 5)∗)|outcome((3, 4, 4)∗), outcome((3, 4, 1)∗)}

(1−314)

= {0, {0|0}|{0|0}, {0|0}|{0|0}, {0|0}} (1−315)

= {0, 1|1, 1|1, 1} (1−316)

= {0|1} (1−317)

=
1

2
(1−318)

以下は、逆形ケイレスの状態とその終局値の比較表である。
この表から、逆形ケイレスの状態とその終局値の関係が明らかになる。終

局値が正の状態は左プレイヤーが有利であり、負の状態は右プレイヤーが有
利である。また、終局値が 0 の状態は引き分けである。ゲーム理論における
目標の初期位置が虚探知の発生する市場の組合せゲームにおけるニムとグラ
ンディ数における逆形ケイレスの超現実数とゲームの終局値に関する解説
である。超現実数は、ゲームの状態の微妙な差異を捉えることができる数の
拡張であり、逆形ケイレスの状態に対して割り当てられる。ゲームの終局値
は、ゲームが終了したときの超現実数であり、プレイヤーの有利不利を表す。
虚探知の発生する市場においては、プレイヤーの行動が不確実であるため、
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状態 終局値
(3, 4, 5) 1

2

(2, 4, 5) 0

(1, 4, 5) 1

(0, 4, 5) 0

(3, 3, 5) 1

(3, 2, 5) 0

(3, 1, 5) 1

(3, 0, 5) 0

(3, 4, 4) 1

(3, 4, 3) 0

(3, 4, 2) 1

(3, 4, 1) 0

(3, 4, 0) 1

超現実数を用いてゲームの状態を詳細に分析することが有用である。また、
ゲームの終局値を計算することで、最適戦略を導出することができる。
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