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複数の交絡変数がある場合のプロキシバイアスに関する考察 

 

樊怡舟（広島大学）・中尾走（広島市立大学） 

 

 

1 序論 

本研究は，直接，測定不可能な交絡変数が複数に存在する場合に，それらを一つの代理指

標にまとめて統制することの是非を，因果推論のバイアスという視点から検討するもので

ある． 

社会科学の研究では，構成概念を取り扱う場合が多く，その際に概念そのものがそもそも

完璧に測定できないものとなっており，何らかの操作的定義に従い，代理指標を用いてあく

まで間接的に分析を行なっている。つまり，代理指標と構成概念の間に隔たりが存在してお

り，何らかの測定誤差が入っていると考えられる。従来，誤差を抑制し，より精度の高い代

理指標を使用することが精緻な推論につながるとされており，代理指標を評価する際にも

主に「測りたいものが適切に測れているか」という妥当性の議論が心理学を中心に展開され

てきた（Streiner et al., 2015=2016）。 

一方，構成概念と代理指標の不一致を受け入れながら，測定誤差が発生している代理指標

の使用がどのようなバイアスを伴っているかという感度分析（Sensitivity Analysis）の視点か

ら，分析結果の信頼性について改めて検討する必要があると考えられる． 

加えて，中尾ほか（2022）は，交絡変数の代理指標（proxy）が従属変数の誤差項と従属非

差異な関係（Dependence nondifferential）（VanderWeele & Hernán 2012）を持つ場合に，交絡

変数の部分的統制（partial control）のほか，合流点バイアスも同時に引き起こすことを指摘

した。そのうえで，交絡変数が 1 つというモデルに限定し，代理指標の測定誤差の抑制が必

ずしも正確な因果効果の推定につながっていないことを明らかにした。 

しかしながら，現実の観察データを用いた因果推論では，交絡変数が複数あることが一般

的であろう．以下では具体的に，交絡変数が複数であり，かつプロキシの合流点バイアス問

題も生じるケースを考えていく．ここでは一例として，通塾と大学進学との関係を取り上げ

てみよう．この例の場合，以下の図 1 のよう有向非巡回グラフ（Directed Acyclic Graph：DAG）

が想定される。このように，通塾が大学進学にもたらす効果を推定する際に，これまでの社

会学や経済学の研究成果一般を踏まえると，常識的には交絡変数として少なくとも経済資

本と文化資本など，社会経済的地位（Social economics status：SES）に相当する変数が複数

想定できる．しかも二つの交絡変数間もまた独立しておらず，互いに関係性が生じていると

考えられる（図１ではとりあえず経済資本から文化資本に矢印を引いている）． 

この場合，通塾の因果効果を求める際に，文化資本と経済資本を同時に統制する必要があ

る。しかし，文化資本も経済資本も完全には測定できない構成概念であるため，「本の数」

や「暮らしむき」などをアンケート調査で収集し，代理指標として交絡要因の部分的統制
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（partial control）図ることが一般的である（そのほかに，代理指標として，「親の職業」，「親

の年収」「親の学歴」なども考えられる）．但し，親の年収・学歴など SES に関連する何ら

かの代理指標を調査する場合，本来なら直接的に測ることが必要なのだが，日本の調査では，

親の情報を本人に間接的に尋ねるという代理回答が多かった．そのため，系統誤差 u が混入

している可能性が指摘されており（白川 2021），その要因として虚偽・誤回答，記憶の曖昧

さ，社会的望ましさバイアスなどが考えられる．さらにそれら系統誤差 u を引き起こす要因

は，同時に従属変数の誤差項にも影響を及ぼす可能性もあり，測定誤差間の従属非差異な関

係（Dependence nondifferential）が想定される（VanderWeele & Hernán 2012）． 

 

 

図 1 想定される DAG の事例 

 

もし u が存在していなければ，代理指標の「暮らしむき」を統制することで，本来なら測

定不可能だった交絡要因に対して部分的統制（partial control）が果たされ，不完全とはいえ

処置効果の推定値が真の因果効果に近づいていくと期待される．しかしながら，図１の場合，

u の存在によって，暮らしむきを統制することで，u→暮らしむき←文化資本というバック

ドアパスが開き，即ち合流点バイアス（collider bias）が発生する（林・黒木 2016）．つまり，

「暮らしむき」の統制をめぐってジレンマが生じている。この場合，一概に代理指標を統制

したほうが良いとは限らない。中尾ほか（2022）が指摘しているように，極端な条件下では，

交絡変数の未統制よりも，代理指標による合流点バイアスの方が問題になる場合もある。 

これまで，中尾ほか（2022）を含め，交絡変数の部分的統制の問題は，Ogburn and 

VanderWeele（2012），Miao et al.（2017），Elwert and Pfeffer（2019）などが取り上げている．

しかしながら，いずれも交絡変数が一つの場合を想定しており，上記の事例に対応しきれな

い部分もある。本稿は，中尾ほか（2022）のモデルを拡張し，複数の交絡変数を一つの代理

指標にまとめて統制する場合のバイアス（以下，p-bias）の定式化とともに，代理指標の精

度による p-bias の挙動ついて検討していく。 

 

2 未観測交絡の局所独立性（Local Independence）と脱落変数バイアス 
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複数の交絡変数が想定されるモデルの難点の一つは，交絡変数間の因果関係も想定され

る点である．このことによって，交絡変数と処置変数との相関の計算はかなり複雑になる．

そこで，本稿は局所独立性，即ち，未観測交絡間は互いに独立しているという仮定を置くこ

ととする。 

実は局所独立性の仮定は，複雑に影響し合う交絡変数の主成分を操作的に真の交絡要因

として認識すること（即ち交絡変数の分散共分散行列に対する固有値分解を行うこと）に相

当しており，ゆえにこの仮定の下でも本稿のモデルの一般性が依然として保たれる。図 2 で

示しているように，本稿では，局所独立性を仮定したモデルにおける交絡変数の行列を Q

（Ｎ*Ｒの行列：N はサンプルサイズで，R は交絡変数の数）で表記することとする。また，

第 j の交絡変数𝑄𝑗がそれぞれ処置変数 A と従属変数 Y へのパスの係数を𝑏𝐴𝑗と𝑏𝑌𝑗で表記す

る。それらの係数を並べると，Q から A への係数ベクトル𝑏𝐴と Q から Y へのパスベクトル

𝑏𝑌が出来上がる。 

 

 

図 2 固有値分解による局所独立性 

 

図 2 の下部の DAG から読めるように，直接 Y と A の単回帰を行うと，A の回帰係数は

真の因果効果（𝛽とする）にならずに，いわゆる脱落変数バイアスが生じる。その値を a-bias

と表記すると，次のようのように計算できる． 

𝑎 − 𝑏𝑖𝑎𝑠 =
𝑐𝑜𝑣(𝐴, 𝑌)

𝑣𝑎𝑟(𝐴)
− 𝛽 =

𝑐𝑜𝑣(𝐴, 𝑄𝑏𝑌 + 𝐴𝛽 + 𝑈)

𝑣𝑎𝑟(𝐴)
− 𝛽 
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        =
𝑐𝑜𝑣(𝑄𝑏𝐴, 𝑄𝑏𝑌)

𝑣𝑎𝑟(𝐴)
=
∑ 𝑏𝐴𝑗𝑏𝑌𝑗𝑗

𝑣𝑎𝑟(𝐴)
 

 なお，モデルの解釈を簡単化するため，次節から，a-bias が正であると仮定したうえで議

論を展開していく。a-bias がマイナスなら，本稿の解釈は正負逆転すればそのまま対応でき

るので，本稿の一般性が保たれる。 

 

3 代理指標（プロキシ）の生成とプロキシバイアスの定式化 

DAG に従い，プロキシ P を Q とUから生成する．T は，第 j の交絡変数𝑄𝑗から代理指標 P

へのパス係数𝑇𝑗を並べた，R*1 の生成係数ベクトルである． 

𝑃 = 𝑄𝑇 + 𝑈 

線形回帰モデルで P を統制した時の推定結果を𝛽∗とすると，その値は式①から求められ

る． 

𝛽∗ =
𝑐𝑜𝑟𝑟(𝐴, 𝑌) − 𝑐𝑜𝑟𝑟(𝐴, 𝑃) ∙ 𝑐𝑜𝑟𝑟(𝑃, 𝑌)

1 − 𝑐𝑜𝑟𝑟(𝐴, 𝑃)2
𝑠𝑡𝑑(𝑌)

𝑠𝑡𝑑(𝐴)
   ① 

また，式①における𝑐𝑜𝑟𝑟(𝐴, 𝑃)，𝑐𝑜𝑟𝑟(𝑌, 𝑃)は次になる． 

𝑐𝑜𝑟𝑟(𝐴, 𝑃) =∑
𝑏𝐴𝑗𝑇𝑗

𝑠𝑡𝑑(𝑃)𝑠𝑡𝑑(𝐴)
𝑗

=∑
𝑏𝐴𝑗𝑐𝑜𝑟𝑟(𝑝, 𝑄𝑗)

𝑠𝑡𝑑(𝐴)
𝑗

 

𝑐𝑜𝑟𝑟(𝑌, 𝑃) =∑
(𝑏𝑌𝑗 + 𝑏𝐴𝑗𝛽)𝑇𝑗

𝑠𝑡𝑑(𝑃)𝑠𝑡𝑑(𝑌)
𝑗

+
𝑣𝑎𝑟(𝑈)

𝑠𝑡𝑑(𝑃)𝑠𝑡𝑑(𝑌)

=∑
𝑏𝑌𝑗𝑐𝑜𝑟𝑟(𝑃, 𝑄𝑗)

𝑠𝑡𝑑(𝑌)
𝑗

+ 𝛽 ∙ 𝑐𝑜𝑟𝑟(𝐴, 𝑃)
𝑠𝑡𝑑(𝐴)

𝑠𝑡𝑑(𝑌)
+

𝑣𝑎𝑟(𝑈)

𝑠𝑡𝑑(𝑃)𝑠𝑡𝑑(𝑌)
 

上記の計算を踏まえると，𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠は次のように整理できる． 

𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠 = 𝛽∗ − 𝛽

=

∑ 𝑏𝐴𝑗𝑏𝑌𝑗𝑗

𝑠𝑡𝑑(𝐴)𝑠𝑡𝑑(𝑌)
− (∑

𝑏𝐴𝑗𝑐𝑜𝑟𝑟(𝑃, 𝑄𝑗)

𝑠𝑡𝑑(𝐴)𝑗 ) ∙ (∑
𝑏𝑌𝑗𝑐𝑜𝑟𝑟(𝑃, 𝑄𝑗)

𝑠𝑡𝑑(𝑌)𝑗 +
𝑣𝑎𝑟(𝑈)

𝑠𝑡𝑑(𝑃)𝑠𝑡𝑑(𝑌)
)

1 − (∑
𝑏𝐴𝑗𝑐𝑜𝑟𝑟(𝑃, 𝑄𝑗)

𝑠𝑡𝑑(𝐴)𝑗 )
2

𝑠𝑡𝑑(𝑌)

𝑠𝑡𝑑(𝐴)
 

ここで，表記を簡単化するために，部分決定係数の考え方を用いて，𝜌という記号を導入

する．具体的には，以下の通りである． 

𝑏𝐴𝑗𝑠𝑡𝑑(𝑄𝑗)

𝑠𝑡𝑑(𝐴)
= √𝜌𝐴𝑗 

𝑠𝑡𝑑(𝑈𝐴)

𝑠𝑡𝑑(𝐴)
= √𝜌𝐴𝑈 

𝑏𝑌𝑗𝑠𝑡𝑑(𝑄𝑗)

𝑠𝑡𝑑(𝑌)
= √𝜌𝑌𝑗 

𝑠𝑡𝑑(𝑈𝑌)

𝑠𝑡𝑑(𝑌)
= √𝜌𝑌𝑈 
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𝛽
𝑠𝑡𝑑(𝐴)

𝑠𝑡𝑑(𝑌)
= √𝜌𝑌𝐴 

𝑇𝑗𝑠𝑡𝑑(𝑄𝑗)

𝑠𝑡𝑑(𝑃)
= √𝜌𝑃𝑗 

𝑠𝑡𝑑(𝑈𝑌)

𝑠𝑡𝑑(𝑃)
= √𝜌𝑃𝑈 

以上を踏まえると，𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠は，𝜌という記号を用いて式②のように表記できる． 

𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠 =
∑ √𝜌𝐴𝑗𝜌𝑌𝑗𝑗 − ∑ √𝜌𝐴𝑗𝜌𝑃𝑗𝑗 ∙ ∑ √𝜌𝑌𝑗𝜌𝑃𝑗𝑗 − ∑ √𝜌𝐴𝑗𝜌𝑃𝑗𝜌𝑌𝑈𝜌𝑃𝑈𝑗

1 − (∑ √𝜌𝐴𝑗𝜌𝑃𝑗𝑗 )
2 ∙

𝑠𝑡𝑑(𝑌)

𝑠𝑡𝑑(𝐴)
    ② 

 

4 プロキシバイアスの構成要素 

ここで，式②は，以下に示すとおり 4 つの部分に分解することが可能である． 

𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠 =
(𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠1) − (𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠2) − (𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠3)

(𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠4)
   ③ 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠1 =∑√𝜌𝐴𝑗𝜌𝑌𝑗

𝑗

∙
𝑠𝑡𝑑(𝑌)

𝑠𝑡𝑑(𝐴)

𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠2 =∑√𝜌𝐴𝑗𝜌𝑃𝑗
𝑗

∙∑√𝜌𝑌𝑗𝜌𝑃𝑗
𝑗

∙
𝑠𝑡𝑑(𝑌)

𝑠𝑡𝑑(𝐴)

𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠3 =∑√𝜌𝐴𝑗𝜌𝑃𝑗𝜌𝑌𝑈𝜌𝑃𝑈
𝑗

∙
𝑠𝑡𝑑(𝑌)

𝑠𝑡𝑑(𝐴)

𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠4 = 1 − (∑√𝜌𝐴𝑗𝜌𝑃𝑗
𝑗

)

2

   

そして，それぞれの構成要素は，次のような意味合いを有する． 

まず，𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠1は，統制変数を何も投入していない場合の，結果変数 Y に対する A の回

帰係数に含まれる脱落変数バイアス（a-bias）である． 

次に，𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠2は，交絡変数行列 Q が P によって集約した際に，各 A←𝑄𝑗→Y のバック

ドアパスが疑似的に A←P→Y に集約して統制された部分を表している．𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠1と

𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠2の差分は代理指標 P が統制されてもなお残っている a-bias の一部と解釈できる． 

三つ目の𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠3は，P を統制する際のQ → P ← 𝑈のバックドアパスによって生じる合流

点バイアスである．𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠3は上記の部分的統制をされてもなお残っている部分，即ち

𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠1と𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠2の差分を相殺していき，場合によってはその差分より𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠3が大き

い場合𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠の符号をマイナスの方向へもっていく． 

最後に，𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠4は，代理指標 P によって A の分散の内，説明されていない部分の割合

を意味している．そして，実は
1

𝑝−𝑏𝑖𝑎𝑠4
は P を統制した時の A の分散拡大係数（variance inflation 
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factor : VIF）である。 

 

5 プロキシの精度 

ここまで複数の交絡変数を一つの代理指標にまとめて統制する場合のプロキシバイアス

を定式化した。それでは，ある代理指標に含まれる誤差を抑えることによって因果効果の推

定が必ずうまくいくのか，即ち，プロキシの精度の向上が必ず p-bias の軽減につながるだろ

うか。 

本節から，T（プロキシの生成係数ベクトル）の方向が一定という前提のもとで，誤差項

U が P に対する部分決定係数𝜌𝑃𝑈の増減に対し，𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠がいかに挙動するかについて検討

していく。 

𝜌𝑃𝑈の範囲は[0,1]なので，変動をより鮮明に把握するために，本稿は，𝑞 = √
1−𝜌𝑃𝑈

𝜌𝑃𝑈
を使用

して，𝜌𝑃𝑈の増減を検討していく．𝑞が無限に近づいていくにつれて，𝜌𝑃𝑈が 0 となり，𝑞が

0 の時に，𝜌𝑃𝑈が 1 となる．𝑞が大きいほど，プロキシとしての精度が高いといえる． 

p-bias（式②）の内，𝑞と関連しているのは，𝜌𝑃𝑈と𝜌𝑃𝑗の部分である． 

𝜌𝑃𝑈を𝑞の数式で書き換えると，式④のようになる． 

𝜌𝑃𝑈 =
1

𝑞2 + 1
    ④ 

また，𝜌𝑃𝑈と𝜌𝑃𝑗の部分決定係数の性質から次の関係式が分かる． 

{
 
 

 
 ∑𝜌𝑃𝑗

𝑗

= 1 − 𝜌𝑃𝑈 =
𝑞2

𝑞2 + 1

𝜌𝑃𝑗 =
𝑇𝑗
2𝑣𝑎𝑟(𝑄𝑗)

𝑣𝑎𝑟(𝑃)
=

𝑇𝑗
2𝑣𝑎𝑟(𝑄𝑗)

∑ 𝑇𝑗
2𝑣𝑎𝑟(𝑄𝑗)𝑗 + 𝑣𝑎𝑟(𝑈)

 

⟹
𝑞2

𝑞2 + 1
=

∑ 𝑇𝑗
2𝑣𝑎𝑟(𝑄𝑗)𝑗

∑ 𝑇𝑗
2𝑣𝑎𝑟(𝑄𝑗)𝑗 + 𝑣𝑎𝑟(𝑈)

   ⑤ 

式⑤において，∑ 𝑇𝑗
2𝑣𝑎𝑟(𝑄𝑗)𝑗 は代理指標 P における誤差以外の部分の分散を意味してお

り，しかも代理指標の精度𝑞と共変し，∑ 𝑇𝑗
2𝑣𝑎𝑟(𝑄𝑗)𝑗 が大きいほど，𝜌𝑃𝑈が抑制される。 

T（プロキシの生成係数ベクトル）の方向が一定という本節の設定を踏まえ，そこで，

𝑇𝑗
2𝑣𝑎𝑟(𝑄𝑗)を式⑥のように分解する． 

𝑇𝑗
2𝑣𝑎𝑟(𝑄𝑗) = 𝑡𝑗

2 ∙ 𝑓(𝑞)2    ⑥ 

𝑡𝑗は T（プロキシの生成係数ベクトル）と同方向の 1 ベクトル t の各次元である。即ち， 

∑𝑡𝑗
2

𝑗

= 1 

本節は，t が T の方向によって一義的に決まるので，𝑡𝑗は𝜌𝑃𝑈の増減によらずに一定であ

る。そして，𝜌𝑃𝑈の増減（即ち精度𝑞の変化）に反応するのは，𝑓(𝑞)の部分である．以上のこ

とを踏まえ，式⑤が次のように整理できる。 
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𝑞2

𝑞2 + 1
=

𝑓(𝑞)2∑ 𝑡𝑗
2

𝑗

𝑓(𝑞)2∑ 𝑡𝑗
2

𝑗 + 𝑣𝑎𝑟(𝑈)
=

𝑓(𝑞)2

𝑓(𝑞)2 + 𝑣𝑎𝑟(𝑈)
 

そうすると，𝜌𝑃𝑗を式⑦のように，𝑞の数式に書き換えられるようになる．即ち， 

⇒ 𝜌𝑃𝑗 =
𝑇𝑗
2𝑣𝑎𝑟(𝑄𝑗)

∑ 𝑇𝑗
2𝑣𝑎𝑟(𝑄𝑗)𝑗 + 𝑣𝑎𝑟(𝑈)

=
𝑓(𝑞)2

𝑓(𝑞)2 + 𝑣𝑎𝑟(𝑈)
𝑡𝑗
2 =

𝑞2

𝑞2 + 1
𝑡𝑗
2    ⑦ 

式④と式⑦を p-bias の各構成要素（式③）に代入すると，次のようになる． 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠1 =∑√𝜌𝐴𝑗𝜌𝑌𝑗

𝑗

∙
𝑠𝑡𝑑(𝑌)

𝑠𝑡𝑑(𝐴)

𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠2 =
𝑞2

𝑞2 + 1
∙∑√𝜌𝐴𝑗𝑡𝑗

2

𝑗

∙∑√𝜌𝑌𝑗𝑡𝑗
2

𝑗

∙
𝑠𝑡𝑑(𝑌)

𝑠𝑡𝑑(𝐴)

𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠3 =
𝑞

𝑞2 + 1
∙ √𝜌𝑌𝑈 ∙∑√𝜌𝐴𝑗𝑡𝑗

2

𝑗

∙
𝑠𝑡𝑑(𝑌)

𝑠𝑡𝑑(𝐴)

𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠4 = 1 −
𝑞2

𝑞2 + 1
∙ (∑√𝜌𝐴𝑗𝑡𝑗

2

𝑗

)

2

       ⑧ 

式⑧において，プロキシの精度𝑞（即ち𝜌𝑃𝑈の増減）に影響されるのは四角に囲われる部分

のみである． 

 

6 p-bias の各構成部分の変動 

 𝑞に対する p-bias の各部分の微分をもとめて，それぞれの変動について確認する。なお

𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠1は即ち a-bias のことで，代理指標の精度𝑞と関係ない。 

 

1)，𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠2の変動 

𝜕𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠2
𝜕𝑞

=

𝜕
𝑞2

𝑞2 + 1
∙ ∑ √𝜌𝐴𝑗𝑡𝑗

2
𝑗 ∙ ∑ √𝜌𝑌𝑗𝑡𝑗

2
𝑗 ∙

𝑠𝑡𝑑(𝑌)
𝑠𝑡𝑑(𝐴)

𝜕𝑞
 

=∑√𝜌𝐴𝑗𝑡𝑗
2

𝑗

∙∑√𝜌𝑌𝑗𝑡𝑗
2

𝑗

∙
𝑠𝑡𝑑(𝑌)

𝑠𝑡𝑑(𝐴)
∙
𝜕

𝑞2

𝑞2 + 1

𝜕𝑞
 

=∑√𝜌𝐴𝑗𝑡𝑗
2

𝑗

∙∑√𝜌𝑌𝑗𝑡𝑗
2

𝑗

∙
𝑠𝑡𝑑(𝑌)

𝑠𝑡𝑑(𝐴)
∙

2𝑞

(𝑞2 + 1)2
> 0 

上記の計算から，𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠2，即ち A←P→Y という仮想的な交絡統制という部分は，𝑞の増

加，即ち P に対する𝑈の影響力の減少により大きくなっていくことが分かる。 

 

2)，𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠3の変動 
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𝜕𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠3
𝜕𝑞

=

𝜕
𝑞

𝑞2 + 1
∙ √𝜌𝑌𝑈 ∙ ∑ √𝜌𝐴𝑗𝑡𝑗

2
𝑗 ∙

𝑠𝑡𝑑(𝑌)
𝑠𝑡𝑑(𝐴)

𝜕𝑞
 

= √𝜌𝑌𝑈 ∙∑√𝜌𝐴𝑗𝑡𝑗
2

𝑗

∙
𝑠𝑡𝑑(𝑌)

𝑠𝑡𝑑(𝐴)
∙
𝜕

𝑞
𝑞2 + 1

𝜕𝑞
 

= √𝜌𝑌𝑈 ∙∑√𝜌𝐴𝑗𝑡𝑗
2

𝑗

∙
𝑠𝑡𝑑(𝑌)

𝑠𝑡𝑑(𝐴)
∙
1 − 𝑞2

(1 + 𝑞2)2
 

上記の式の符号は1 − 𝑞2によって決まる。 

𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠3，即ち Pを統制することによって引き起こされる合流点バイアスは𝑞の増加，即

ち P に対する𝑈の影響力の増加により，まずは小さくなって，その後また大きくなっていく。

𝑞＝1，即ち𝑈がちょうど Pの分散の 50％を決めるときに，𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠3が最大になる。 

 

3)，𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠4の変動 

𝜕𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠4
𝜕𝑞𝑈

=

𝜕 [1 −
𝑞2

𝑞2 + 1
∙ (∑ √𝜌𝐴𝑗𝑡𝑗

2
𝑗 )

2

]

𝜕𝑞𝑈
 

= −(∑√𝜌𝐴𝑗𝑡𝑗
2

𝑗

)

2

∙
2𝑞

(𝑞2 + 1)2
< 0 

𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠4，即ち A の分散の内，代理指標 P によって説明されていない部分の割合である。

上記の計算から，代理指標の精度𝑞の増加とともに，𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠4は小さくなっていくことが分

る。𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠4はプロキシバイアスの分母に位置している。𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠4の減少はプロキシバイア

スの拡大を意味する。このことについて，次のような解釈ができる。 

すでに説明したように，𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠4は，A の分散拡大係数の逆数である。つまり，𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠4

が極端に小さい場合に起きる現象は，即ち A と P の多重共線性である。それによって，A

の係数の推定が不安定になることが推察される。多重共線性は一般的に，推定値の標準誤差

を拡大させる要因として知られており，推定の有効性が疑われるが，推定値𝑏1の不偏性に支

障は出ないものとされている．しかし，本稿のモデル設定においては，プロキシバイアスは

分散拡大係数に比例して拡大していることが確認できる。 

 

7 p-bias の挙動 

 代理指標の精度𝑞が大きくなっていくにつれ，p-bias がいかに変化するだろうか。式⑧を

p-bias の計算式（式③）に代入して整理すると，次のようになる。 
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𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠 =

(∑ √𝜌𝐴𝑗𝜌𝑌𝑗𝑗 − ∑ √𝜌𝐴𝑗𝑡𝑗
2

𝑗 ∑ √𝜌𝑌𝑗𝑡𝑗
2

𝑗 ) ∙ 𝑞2 −√𝜌𝑌𝑈∑ √𝜌𝐴𝑗𝑡𝑗
2

𝑗 ∙ 𝑞 + ∑ √𝜌𝐴𝑗𝜌𝑌𝑗𝑗

𝑞2 [1 − (∑ √𝜌𝐴𝑗𝑡𝑗
2

𝑗 )

2

] + 1

∙
𝑠𝑡𝑑(𝑌)

𝑠𝑡𝑑(𝐴)
 ⑨ 

 
𝜕(𝑝−𝑏𝑖𝑎𝑠)

𝜕𝑞
の符号は次のものによって決まる。 

(2(∑√𝜌𝐴𝑗𝜌𝑌𝑗
𝑗

−∑√𝜌𝐴𝑗𝑡𝑗
2

𝑗

∑√𝜌𝑌𝑗𝑡𝑗
2

𝑗

)𝑞 −√𝜌𝑌𝑈∑√𝜌𝐴𝑗𝑡𝑗
2

𝑗

)(𝑞2 [1 − (∑√𝜌𝐴𝑗𝑡𝑗
2

𝑗

)

2

] + 1)

− 2((∑√𝜌𝐴𝑗𝜌𝑌𝑗
𝑗

−∑√𝜌𝐴𝑗𝑡𝑗
2

𝑗

∑√𝜌𝑌𝑗𝑡𝑗
2

𝑗

) ∙ 𝑞2 − √𝜌𝑌𝑈∑√𝜌𝐴𝑗𝑡𝑗
2

𝑗

∙ 𝑞

+∑√𝜌𝐴𝑗𝜌𝑌𝑗
𝑗

) [1 − (∑√𝜌𝐴𝑗𝑡𝑗
2

𝑗

)

2

] 𝑞 

= (2(∑√𝜌𝐴𝑗𝜌𝑌𝑗
𝑗

−∑√𝜌𝐴𝑗𝑡𝑗
2

𝑗

∑√𝜌𝑌𝑗𝑡𝑗
2

𝑗

)𝑞 − √𝜌𝑌𝑈∑√𝜌𝐴𝑗𝑡𝑗
2

𝑗

)

+ (2(∑√𝜌𝐴𝑗𝜌𝑌𝑗
𝑗

−∑√𝜌𝐴𝑗𝑡𝑗
2

𝑗

∑√𝜌𝑌𝑗𝑡𝑗
2

𝑗

)𝑞3 −√𝜌𝑌𝑈∑√𝜌𝐴𝑗𝑡𝑗
2

𝑗

𝑞2) [1

− (∑√𝜌𝐴𝑗𝑡𝑗
2

𝑗

)

2

]

− (2(∑√𝜌𝐴𝑗𝜌𝑌𝑗
𝑗

−∑√𝜌𝐴𝑗𝑡𝑗
2

𝑗

∑√𝜌𝑌𝑗𝑡𝑗
2

𝑗

)𝑞3 − 2√𝜌𝑌𝑈∑√𝜌𝐴𝑗𝑡𝑗
2

𝑗

𝑞2

+ 2∑√𝜌𝐴𝑗𝜌𝑌𝑗
𝑗

𝑞) [1 − (∑√𝜌𝐴𝑗𝑡𝑗
2

𝑗

)

2

] 

= (2(∑√𝜌𝐴𝑗𝜌𝑌𝑗
𝑗

−∑√𝜌𝐴𝑗𝑡𝑗
2

𝑗

∑√𝜌𝑌𝑗𝑡𝑗
2

𝑗

)𝑞 − √𝜌𝑌𝑈∑√𝜌𝐴𝑗𝑡𝑗
2

𝑗

)

+ (√𝜌𝑌𝑈∑√𝜌𝐴𝑗𝑡𝑗
2

𝑗

𝑞2 − 2∑√𝜌𝐴𝑗𝜌𝑌𝑗
𝑗

𝑞) [1 − (∑√𝜌𝐴𝑗𝑡𝑗
2

𝑗

)

2

] 
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= −√𝜌𝑌𝑈∑√𝜌𝐴𝑗𝑡𝑗
2

𝑗

+ √𝜌𝑌𝑈∑√𝜌𝐴𝑗𝑡𝑗
2

𝑗

[1 − (∑√𝜌𝐴𝑗𝑡𝑗
2

𝑗

)

2

] 𝑞2

+ 2(−∑√𝜌𝐴𝑗𝑡𝑗
2

𝑗

∑√𝜌𝑌𝑗𝑡𝑗
2

𝑗

+∑√𝜌𝐴𝑗𝜌𝑌𝑗
𝑗

(∑√𝜌𝐴𝑗𝑡𝑗
2

𝑗

)

2

)𝑞 

 上記の式展開からわかるように，𝑞の三次項が消去され，実質𝑞に関する二次関数である。

そして，𝑞の二次項の係数√𝜌𝑌𝑈 ∑ √𝜌𝐴𝑗𝑡𝑗
2

𝑗 [1 − (∑ √𝜌𝐴𝑗𝑡𝑗
2

𝑗 )

2

]が正で，切片−√𝜌𝑌𝑈 ∑ √𝜌𝐴𝑗𝑡𝑗
2

𝑗

が負であることから以下のような考察ができる。 

𝑞が 0 の場合，代理指標 P は完全に誤差項 U によって構成されており，その時の p-bias は

脱落変数バイアス a-bias そのものである。𝑞が 0 から大きくなるにつれ，
𝜕(𝑝−𝑏𝑖𝑎𝑠)

𝜕𝑞
の符号が最

初は負だったので，最初の部分は p-bias が小さくなっていく（場合によってマイナスにな

る）。その後，
𝜕(𝑝−𝑏𝑖𝑎𝑠)

𝜕𝑞
の符号が「0」を経て，徐々に正になっていき，p-bias の値は，一旦最

小値をとった後徐々に上昇していくという挙動をする。このプロセスにおいて，𝑞が無限大

に向かっていくにつれ，p-bias は式⑩に漸近していく。 

lim
𝑞→∞

(𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠) =

∑ √𝜌𝐴𝑗𝜌𝑌𝑗𝑗 −∑ √𝜌𝐴𝑗𝑡𝑗
2

𝑗 ∑ √𝜌𝑌𝑗𝑡𝑗
2

𝑗

1 − (∑ √𝜌𝐴𝑗𝑡𝑗
2

𝑗 )
2 ∙

𝑠𝑡𝑑(𝑌)

𝑠𝑡𝑑(𝐴)
 ⑩ 

 

8 p-bias の最大値・最小値 

前節では代理指標の精度𝑞の改善による p-bias の挙動の形を明らかにした。次に，p-bias の

範囲を求める。 

さらに表記を簡単化するために，本節より，∑ √𝜌𝐴𝑗𝑡𝑗
2

𝑗 を X，∑ √𝜌𝑌𝑗𝑡𝑗
2

𝑗 を Y，√𝜌𝑌𝑈を√𝑈，

そして，∑ √𝜌𝐴𝑗𝜌𝑌𝑗𝑗 を Z と表記する。すると，p-bias の定式は式⑪のようになる。 

𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠 =
(𝑍 − 𝑋𝑌) ∙ 𝑞2 − √𝑈𝑋 ∙ 𝑞 + 𝑍

𝑞2 ∙ (1 − 𝑋2) + 1
∙
𝑠𝑡𝑑(𝑌)

𝑠𝑡𝑑(𝐴)
  ⑪ 

p-bias の挙動の範囲は式⑫である（計算の詳細は，appendix を参照）。 

(2𝑍 − 𝑋𝑌 − 𝑋2𝑍) − 𝑋√𝑈(1 − 𝑋2) + (𝑋𝑍 − 𝑌)2

2(1 − 𝑋2)

𝑠𝑡𝑑(𝑌)

𝑠𝑡𝑑(𝐴)
≤ 𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠

≤ 𝑚𝑎𝑥 {
𝑍 − 𝑋𝑌

1 − 𝑋2
𝑠𝑡𝑑(𝑌)

𝑠𝑡𝑑(𝐴)
, 𝑍
𝑠𝑡𝑑(𝑌)

𝑠𝑡𝑑(𝐴)
}    ⑫ 
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式⑫からわかるように，p-biasの上限値max {
𝑍−𝑋𝑌

1−𝑋2
𝑠𝑡𝑑(𝑌)

𝑠𝑡𝑑(𝐴)
, 𝑍

𝑠𝑡𝑑(𝑌)

𝑠𝑡𝑑(𝐴)
}の2項目は実はそれぞれ，

𝑞が無限大に向かっていくときの p-bias の漸近値と，𝑞が 0 の場合の p-bias（即ち脱落変数バ

イアス a-bias）である。このことは前節で検討した p-bias の挙動の形と整合的であって，つ

まり，𝑞の増大に伴い，p-bias はいったん小さくなってから大きくなっていくものであり，

その最大値は初期値（𝑞 = 0）と漸近値（𝑞 →∞）によって決まる。 

 

9 考察：p-bias と代理指標の是非 

ここまでで，p-bias の挙動の範囲が分かった。それでは，p-bias は常に a-bias より抑えら

れているのか，即ち，代理指標 P はとりあえず統制すればよいものなのだろうか。それらを

考察する上で，p-bias が a-bias を超えるのは以下の 2 つの場合に限定されると考えられる。

①p-bias の漸近値が a-bias よりも大きい場合，そして，②p-bias の下限値が −(a-bias)よりも

小さい場合である。この二つの場合に限って，代理指標の統制が逆に大きなバイアスを導入

していることを意味する。ここで，双方の場合の p-bias の挙動を図 3 に示す。 

 

図 3  p-bias が a-bias を超える場合 

（左：漸近値が a-bias よりも大きい場合，右：p-bias の下限値が −(a-bias)以下） 

この二つの場合はそれぞれどのような条件の下で起きるのだろうか。 

p-bias の漸近値が a-bias よりも大きい場合，式⑬が満たされる。 

𝑍 − 𝑋𝑌

1 − 𝑋2
> 𝑍 

⇒
𝑌

𝑋
< 𝑍  ⑬ 

p-bias の下限値が −(a-bias)よりも小さい場合，式⑭が満たされる。 
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(2𝑍 − 𝑋𝑌 − 𝑋2𝑍) − 𝑋√𝑈(1 − 𝑋2) + (𝑋𝑍 − 𝑌)2

2(1 − 𝑋2)
< −𝑍 

4𝑍 − 𝑋𝑌 − 3𝑋2𝑍 < 𝑋√𝑈(1 − 𝑋2) + (𝑋𝑍 − 𝑌)2 

(4𝑍 − 𝑋𝑌 − 3𝑋2𝑍)2 < 𝑋2[𝑈(1 − 𝑋2) + (𝑋𝑍 − 𝑌)2] 

16𝑍2 + 𝑋2𝑌2 + 9𝑋4𝑍2 − 24𝑋2𝑍2 − 8𝑋𝑌𝑍 + 6𝑋3𝑌𝑍 < 𝑋2[𝑈(1 − 𝑋2) + 𝑋2𝑍2 − 2𝑋𝑌𝑍 + 𝑌2] 

16𝑍2 + 8𝑋4𝑍2 − 24𝑋2𝑍2 − 8𝑋𝑌𝑍 + 8𝑋3𝑌𝑍 < 𝑈(1 − 𝑋2)𝑋2 

8(1 − 𝑋2)(2 − 𝑋2)𝑍2 − 8𝑋𝑌𝑍(1 − 𝑋2) < 𝑈(1 − 𝑋2)𝑋2 

8(2 − 𝑋2)𝑍2 − 8𝑋𝑌𝑍 − 𝑈𝑋2 < 0 

8𝑋𝑌 − √64𝑋2𝑌2 + 32(2 − 𝑋2)𝑈𝑋2

16(2 − 𝑋2)
< 0 < 𝑍 <

8𝑋𝑌 + √64𝑋2𝑌2 + 32(2 − 𝑋2)𝑈𝑋2

16(2 − 𝑋2)
 

⇒ 𝑍 <
2𝑌 + √4𝑌2 + 2(2 − 𝑋2)𝑈

4(2 − 𝑋2)
𝑋   ⑭ 

式⑬及び式⑭のいずれかを成立させるという XYZ の組み合わせは，𝑞の値によって p-bias

が a-bias を超えることもあり，代理指標を統制することによってより正確な推定結果が必ず

しも期待できるものではない。 

逆に，式⑬及び式⑭の両方を同時に成立させない XYZ の組み合わせであれば，代理指標

の精度に依らず，統制することが望ましいといえる。その際に XYZ は以下の関係にある。 

2𝑌 +√4𝑌2 + 2(2 − 𝑋2)𝑈

4(2 − 𝑋2)
𝑋 < 𝑍 <

𝑌

𝑋
 

 

10 補論：漸近値の符号と X，Y，Z の意味合い――球面三角法からのヒント 

本稿で提起した，複数の交絡変数が存在するモデルにおける p-bias の挙動は，中尾ほか

（2022）で計算した交絡変数が一つの場合と似たような形である．ただ，中尾ほか（2022）

は，交絡変数が一つのモデルにおいて，代理指標の精度が無限に高くなれば p-bias の漸近値

は必ず 0 になることが確認できた。一方，すでに論じていたように，複数の交絡変数が想定

される場合，一つの代理指標のみ統制する際の p-bias は精度を無限に高くしたとしても漸

近値が必ずしも 0 になるわけではない。 

これまでは，代理指標の改善としてまず誤差を除去することが考えられてきたが，精度が

無限に高いときの p-bias の漸近値は代理指標の性質を理解するのに最も重要な議論ともい

えよう。前節で挙げた例からもわかるように，複数の交絡が存在する際に，そもそも漸近値

そのものが a-bias を超えている可能性もあり，いくら誤差項を除去したところで，推定値が

真値から遠ざかっていくことも考えられる。 

p-bias の漸近値の符号は式⑪からわかるように，𝑍 − 𝑋𝑌によって決まる。本節では，幾何

学からのヒントをもとに XYZ の意味合いとともに，漸近値の符号を決める条件について解

釈してみることとする。 



 

13 

 

本稿では，∑ √𝜌𝐴𝑗𝑡𝑗
2

𝑗 を X，∑ √𝜌𝑌𝑗𝑡𝑗
2

𝑗 を Y，∑ √𝜌𝐴𝑗𝜌𝑌𝑗𝑗 を Z としており，この定義から，

X は即ち√𝜌𝐴𝑗を並べたベクトルと𝑡𝑗を並べたベクトルの内積であり，Y は即ち√𝜌𝑌𝑗を並べた

ベクトルと𝑡𝑗を並べたベクトルの内積であり，Z は即ち√𝜌𝐴𝑗を並べたベクトルと√𝜌𝑌𝑗を並べ

たベクトルの内積であることが分かる。 

また，√𝜌𝐴𝑗，𝑡𝑗と√𝜌𝑌𝑗の意味合いはそれぞれ次のようになる。𝜌𝐴𝑗とは A に対する𝑄𝑗の部

分決定係数であり，即ち第 j の交絡変数が処置変数に与える影響の相対的強さである。𝑡𝑗は

T（プロキシの生成係数ベクトル）と同方向の 1 ベクトル t の各次元で，即ち第 j の交絡変

数が代理指標に対する影響を表している。𝜌𝑌𝑗とは Y に対する𝑄𝑗の部分決定係数であり，即

ち第 j の交絡変数が従属変数に与える影響の相対的強さである。つまり，三本のベクトルは

それぞれ，処置変数 A，代理指標 P，従属変数 Y を生成する際の各交絡変数の影響力の配分

を示している。 

このことを踏まえると，三本のベクトル間の内積とは，構成要件の「近さ」ととらえられ

る。内積の値が大きければ大きいほど，両ベクトル・両変数の構成が相似しているといえる。

例えば，X が大きければ，A と P の生成式における各次元の交絡変数の影響の大きさが互

いに似ており，結果として A と P の相関も高くなる。𝑍 − 𝑋𝑌の符号は，本質的に上記三本

のベクトルの方向関係によって決められる。言い換えると，いかに P を経由してＱ→Ａと

Ｑ→Ｙの関係が記述されるかによって決まる。 

では，p-bias の漸近値がちょうどゼロになるのはどういう状況だろうか。この場合，𝑍 −

𝑋𝑌 = 0となる。このことは幾何学の観点から以下のように解釈される（図 4）。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 4 𝑍 − 𝑋𝑌がちょうど 0となる際の三本のベクトルの位置関係 

 

球面三角法より，AOC が決まる平面と BOC が決まる平面が垂直であれば，以下の余弦値

間の関係を満たすことが知られている。 

cos(𝐴𝑂𝐵) = cos (𝐴𝑂𝐶)cos (𝐵𝑂𝐶) 

 以上の関係式に基づいて，OA を√𝜌𝐴𝑗を並べたベクトル，OC を𝑡𝑗を並べたベクトル，そ

して OB を√𝜌𝑌𝑗を並べたベクトルに見立てるとする。そして，𝑍 − 𝑋𝑌 = 0という条件は即
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ち，√𝜌𝐴𝑗を並べたベクトルと𝑡𝑗を並べたベクトルがなす平面と，√𝜌𝑌𝑗を並べたベクトルと𝑡𝑗

を並べたベクトルがなす平面とがちょうど垂直することを意味している。 

 三本のベクトルの意味合いをさらに鑑みて，このことは，p-bias の漸近値がちょうど 0 に

なるような代理指標を作り上げるためには，一方的に交絡変数から A への影響のみ，もし

くは Y への影響のみを考慮する（即ち X または Y を一方的に高める）だけでは不十分で，

両者を同時に「いいバランス」のもとで組み入れて𝑡𝑗を決定する必要がある。また，ここで

いう「良いバランス」とは，√𝜌𝐴𝑗を並べたベクトルと𝑡𝑗を並べたベクトルがなす平面と，√𝜌𝑌𝑗

を並べたベクトルと𝑡𝑗を並べたベクトルがなす平面とがちょうど垂直というような位置関

係である。 

 以上，幾何学の視点から p-bias の漸近値について解釈を試みたが，現段階ではまだ初歩的

な考察にとどまる。しかし，本稿の検討は以下の示唆と含意を有する。本稿の取り組みは幾

何学の観点から交絡変数の代理指標の性質を理解するアプローチの可能性を示している。

また，本稿の知見に基づき，代理指標の測定誤差の観点を鑑みれば，傾向スコアなど Q か

ら A の影響に基づいた交絡統制が，Q から Y の影響を考慮できていない点からすると，p-

bias が 0 に漸近していない場合も考えられる。 

代理指標を通して間接的に分析を行うという社会科学の実証分析の基本的特性を念頭に，

代理指標の性質および因果推論において使用することの是非についてさらなる深い理解を

目指し，以下の取り組みを今後の課題とする。 

一つ目に，本稿は複数の交絡変数を有するモデルに一つのプロキシを投入する際の是非

について検討したが，実際の研究では複数の代理指標を投入することが普通である．これか

ら FWL 定理などに基づき，複数のプロキシを投入する場合の p-bias について検討していく。

次に，傾向スコアなど確率的や非線形的に生成した代理指標に対応するように本稿のモデ

ルをさらに拡張していく。三つ目に，本稿の知見に基づいて，代理指標の使用の是非に関す

る感度分析の枠組みを開発し，実際の分析で用いることができるように，また代理指標の実

査に活用できるような取り組みに繋げていくことも重要であろう。またそのうえで，実際の

分析に使用されている代理指標の性質を経験的に理解することを進めていく。 
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Appendix 

 

p-bias の範囲は以下のように計算される。 

𝑝 − 𝑏𝑖𝑎𝑠 = 𝐾 ∙
𝑠𝑡𝑑(𝑌)

𝑠𝑡𝑑(𝐴)
とすると，次の式が成立する。 

(𝑍 − 𝑋𝑌) ∙ 𝑞2 − √𝑈𝑋 ∙ 𝑞 + 𝑍 − 𝐾[1 − 𝑋2] ∙ 𝑞2 − 𝐾

𝑞2 ∙ [1 − 𝑋2] + 1
= 0 

⇒ (𝑍 − 𝑋𝑌 − (1 − 𝑋2)𝐾) ∙ 𝑞2 −√𝑈𝑋 ∙ 𝑞 + 𝑍 − 𝐾 = 0         A −① 

式 A-①はｑに関する二次方程式となっている。𝑞 = √
1−𝜌𝑃𝑈

𝜌𝑃𝑈
という本稿の設定を念頭に，

p-biasの範囲内の𝐾なら，式 A-①にすくなくとも一つの非負解が存在する。 

そのために，実数解が存在し，そしてより大きい解が非負であるという２つの条件を満た

さなければならない。 

まず，判別式が式 A-②となる 

∆= 𝑈𝑋2 − 4(𝑍 − 𝑋𝑌 − (1 − 𝑋2)𝐾)(𝑍 − 𝐾) 

= 𝑈𝑋2 − 4𝑍(𝑍 − 𝐾) + 4𝑋𝑌(𝑍 − 𝐾) + 4(1 − 𝑋2)𝐾(𝑍 − 𝐾) 

= 𝑈𝑋2 − 4𝑍2 + 4𝑍𝐾 + 4𝑋𝑌𝑍 − 4𝑋𝑌𝐾 + 4(1 − 𝑋2)𝑍𝐾 − 4(1 − 𝑋2)𝐾2 

= 𝑈𝑋2 − 4𝑍2 + 4𝑋𝑌𝑍 + [4𝑍 − 4𝑋𝑌 + 4(1 − 𝑋2)𝑍]𝐾 − 4(1 − 𝑋2)𝐾2     A −② 

式 A-②もまた K に関する二次方程式となっており，二次項係数−4(1 − 𝑋2)は，交絡が複

数存在するモデルにおいて常にマイナスである（R＝1 且つ A の生成式に誤差項がないとい

う場合のみ Xが１となる）。 

つまり，式 A-①の実数解が存在するという条件（即ち式⑬が非負）を成立させる K の範

囲は次の不等式になる（式 A-③）1。 

(2𝑍 − 𝑋𝑌 − 𝑋2𝑍) − 𝑋√𝑈(1 − 𝑋2) + (𝑋𝑍 − 𝑌)2

2(1 − 𝑋2)
≤ 𝐾

≤
(2𝑍 − 𝑋𝑌 − 𝑋2𝑍) + 𝑋√𝑈(1 − 𝑋2) + (𝑋𝑍 − 𝑌)2

2(1 − 𝑋2)
    A −③ 

もう一つの条件，式 A-①に非負解が存在する場合，式 A-④が満たされる。 

𝑚𝑎𝑥 {
√𝑈𝑋 + √∆

2(𝑍 − 𝑋𝑌 − (1 − 𝑋2)𝐾)
,

√𝑈𝑋 − √∆

2(𝑍 − 𝑋𝑌 − (1 − 𝑋2)𝐾)
} ≥ 0   A −④ 

 
1 式 A-②が０になるときの解を求めるための判別式を計算すると，次のように，必ず正

であることが確認できた。 

∆𝑘= [4𝑍 − 4𝑋𝑌 + 4(1 − 𝑋
2)𝑍]2 + 4(𝑈𝑋2 − 4𝑍2 + 4𝑋𝑌𝑍)4(1 − 𝑋2) 

= 16[(2𝑍 − 𝑋𝑌 − 𝑋2𝑍)2 + (𝑈𝑋2 − 4𝑍2 + 4𝑋𝑌𝑍)(1 − 𝑋2)] 

= 16𝑋2(𝑈 − 𝑈𝑋2 + 𝑋2𝑍2 − 2𝑋𝑌𝑍 + 𝑌2) = 16𝑋2[𝑈(1 − 𝑋2) + (𝑋𝑍 − 𝑌)2] > 0 
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式 A-④の分母の符号によって，上式は次の二つの場合に分けられる。 

2(𝑍 − 𝑋𝑌 − (1 − 𝑋2)𝐾) > 0 ⇒
𝑍−𝑋𝑌

1−𝑋2
> 𝐾の場合に，

√𝑈𝑋+√∆

2(𝑍−𝑋𝑌−(1−𝑋2)𝐾)
が必ずプラスなので，式

A-④が常に満たされる。 

一方，
𝑍−𝑋𝑌

1−𝑋2
< 𝐾の場合に，式㉓の一次項4𝑍 − 4𝑋𝑌 + 4(1 − 𝑋2)𝑍 < 0。二次関数∆の対称軸

がマイナスであることが分かる。そうすると，非負解が存在することは，即ち二つの解の積

がマイナスであることを意味する。根と係数の関係に基づいて，次の関係が得られる。 

𝑍 − 𝐾

𝑍 − 𝑋𝑌 − (1 − 𝑋2)𝐾
≤ 0 ⇒ 𝐾 ≤ 𝑍 

⇒
𝑍 − 𝑋𝑌

1 − 𝑋2
< 𝐾 ≤ 𝑍 

以上のように２つの場合を検討した結果，
𝑍−𝑋𝑌

1−𝑋2
> 𝐾，もしくは

𝑍−𝑋𝑌

1−𝑋2
< 𝐾 ≤ 𝑍のいずれの場

合でも式 A-④が満たされることが分かった。二つの場合を合わせると，式 A-⑤となる。 

𝐾 ≤ 𝑚𝑎𝑥 {
𝑍 − 𝑋𝑌

1 − 𝑋2
, 𝑍}    A −⑤ 

実は，次の計算で確認できるように，式 A-⑤が式 A-③が示している Kの上限の十分条件

である。 

(2𝑍 − 𝑋𝑌 − 𝑋2𝑍) + 𝑋√𝑈(1 − 𝑋2) + (𝑋𝑍 − 𝑌)2

2(1 − 𝑋2)
−
𝑍 − 𝑋𝑌

1 − 𝑋2
 

=
(𝑋𝑌 − 𝑋2𝑍) + 𝑋√𝑈(1 − 𝑋2) + (𝑋𝑍 − 𝑌)2

2(1 − 𝑋2)
>
𝑋(𝑌 − 𝑋𝑍) + 𝑋|𝑋𝑍 − 𝑌|

2(1 − 𝑋2)
≥ 0 

(2𝑍 − 𝑋𝑌 − 𝑋2𝑍) + 𝑋√𝑈(1 − 𝑋2) + (𝑋𝑍 − 𝑌)2

2(1 − 𝑋2)
− 𝑍 

=
(−𝑋𝑌 + 𝑋2𝑍) + 𝑋√𝑈(1 − 𝑋2) + (𝑋𝑍 − 𝑌)2

2(1 − 𝑋2)
>
−𝑋(𝑌 − 𝑋𝑍) + 𝑋|𝑋𝑍 − 𝑌|

2(1 − 𝑋2)
≥ 0 

そこで，式 A-③と式 A-⑤を合わせると，p-biasの範囲は式⑰のようになる。 

(2𝑍 − 𝑋𝑌 − 𝑋2𝑍) − 𝑋√𝑈(1 − 𝑋2) + (𝑋𝑍 − 𝑌)2

2(1 − 𝑋2)
≤ 𝐾 ≤ max {

𝑍 − 𝑋𝑌

1 − 𝑋2
, 𝑍} 

 

 


