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1 概要

斉次ポテンシャル−1/raおよびLennard-Jones

ポテンシャル 1/r12−1/r6で相互作用する平面
上の等質量 3体問題の 8の字解のモースイン
デックスを数値計算した。
モースインデックスとは作用

S(q) =

∫ T

0
L(q, q̇)dt

の第 2変分S(2)を負にする独立な変分関数の個
数である。作用の第 k変分 S(k)は，hを実数，
δを変分関数として，

S(q + hδ) = S(0) + hS(1) +
h2

2
S(2) + · · ·

で定義される。

q = (q0, q1, . . . , q5)
∗

は平面上の 3体の座標 (∗は転置)，L(q, q̇)はラ
グランジアンである。
変分関数 δの空間は，周期関数，コレオグラ

フィー，8の字対称性をもつコレオグラフィー
の 3通りで計算を行った。これらのモースイン
デックスを順にN，Nc, Neとする。

2 モースインデックスの数値計算

第 2変分は

S(2) =

∫ T

0
dtδ∗Ŝ(2)δ,

(Ŝ(2))ij = −δij
d2

dt2
+

∂2L

∂qi∂qj

と書けるので，演算子 Ŝ(2)の固有値問題

Ŝ(2)ψ = λψ (1)

を解けば，δ = ψの時 S(2) = λ であり，負の
固有値の個数がモースインデックスである。固
有値問題は，文献 [1]を参考に，ψをフーリエ
級数

ψ =
b0√
T
+

√
2

T

m∑
k=1

(ak sin(kωt)+bk cos(kωt)),

ω = 2π/T

で展開して，展開係数行列の固有値問題として
解いた。
固有値問題 (1)は，エネルギー保存に対応す
る 0固有値を 1つ，角運動量保存に対応する 0

固有値を 1つ，運動量保存に対応する 0固有値
を 2つ，合計 4つの 0固有値をもつ。我々の経
験では，エネルギー保存に対応する 0固有値は，
計算精度に敏感であり，その絶対値 |λ0|は，数
値計算をチェックする良い指標となる。

3 斉次ポテンシャル

斉次ポテンシャルについては，m = 80 で
|λ0| < 10−6の十分精度の高い計算を行うこと
ができ，ポテンシャルの指数に応じて，

N(a) =


4 (0 ≤ a ≤ 0.9965)

2 (0.9974 ≤ a ≤ 1.3423)

0 (1.3425 ≤ a)

そして，

Nc(a) = Ne(a) = 0 (0 ≤ a)

であった。
a = 1 の時，2 重に縮重した正固有値 λ =

0.0017428に着目する。この固有値は，N(a)が
a = 0.9965付近で 4から 2に減ることに対応
する，2重に縮重した負固有値が正に転じたも
のである。図 1は，軌道 qにその固有関数ψの
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図 1. Simó H3に対応する軌道 q + hψ

変分を加えた軌道 q+hψ である。これは Simó

の発見した，8の字解に非常に近いがコレオグ
ラフィーではない周期解 H3 [2]とほぼ一致し



ている。Simóの周期解は H3の他に H1と H2

もあるが，それらもこの固有空間内で構成する
ことができる。

4 Lennard-Jonesポテンシャル

Lennard-Jonesポテンシャルについては，T →
∞で a = 6の斉次ポテンシャルの元での 8の
字解に漸近する解，文献 [3]で α解と名付けら
れた解について計算をおこなった。この解は，
T → ∞では通常の8の字型で，Tを連続的に変
化させると，T が最小の点 T = Tm = 14.4793

を通過して，図 2のようなひょうたん型に至る。
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図 2. ひょうたん型 8の字解. T = 98.03

T → ∞からこのように T を変化させていく
と，N は 0から 12，Ncは 0から 4，Neは 0か
ら 1に単調に増加することがわかった。途中，
T = TmでN は 5から 6へ，Ncは 1から 2へ，
Neは 0から 1へジャンプする。図 3はN とNc
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図 3. N と Nc

の変化の様子である。なお，固有値の数値計算
は，T の大きなひょうたん型ほど困難で，図 2

のひょうたん型で，m = 5120，|λ0| < 10−4程
度の精度である。
8の字コレオグラフィーに対する作用の多様

体を考え，オイラー標数 χの関係式∑
γ

(−1)γCγ = χ (2)

を調べてみる。γはモースインデックス, Cγは
モースインデックスが γ である臨界点の数で
ある。

Sbanoの定理 [4]により，ある T0に対して，
T < T0では 8の字コレオグラフィーは存在し
ない，つまり多様体に臨界点はない。よって

χ = 0. (3)

一方，T = Tm 付近ではα解の外には解はない
とすると，左辺は

(−1)0 × 1 + (−1)1 × 1 = 0. (4)

したがって，作用の多様体は T によって変化す
るが，そのオイラー標数χは変化しないとする
と，χは変化せずに 0のままであり，(2)が成
り立つ。
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