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3体8の字解の対称性 結晶点群D6h

8の字解q(t)はC,S,M, µzで不変. これらはCとSが非可換CSC = Sで点群D6hを成す.
Cq ≡ σq(t − T/3), σ :粒子の巡回置換, C3 = 1,
Sq ≡ −τq(−t), τ :粒子1, 2の入替,S2 = 1,
Mq ≡ µxq(t − T/2), µx : x座標反転, µ2

x = 1,
µz : z座標反転, µ2

z = 1.
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3体8の字解(周期T )
分岐と直交表現
Lagrangian

L = q̇2/2 − U (q),
の周期解qがパラメタξ = ξbで周期解qbに分岐する時, Hessian

H (q; ξ) = −d2/dt2 + ∂2L/∂q2

の固有値をλ(ξ), 固有空間の正規直交基底をφ(ξ), 列ベクトルをrとすると, ξ → ξbで
λ(ξ) → 0, qb → q + φ(ξ)r . qを不変にする対称操作gとH (q; ξ)は実で可換なので, gの
なす群Gの直交表現D(g)によってgはgφ = φD(g)と表される. 作用と内積もgで不変
ならば,

定理 1 (分岐解の対称性[1])

分岐解qb → q + φrは, 固有関数φrの対称性
G(r) = {g|g ∈ G,D(g)r = r , r 6= 0}

をもつ.

定理 2 (作用の対称性[1])

分岐解qb → q + φrに対して, φ以外の次元を停留にして, 固有空間に縮小した作用
SLS(r)は, その主要項S(q + φr)と同じ対称性SLS(D(g)r) = SLS(r)をもつ.

可能な分岐解の対称性

右欄に, 8の字解(青)と分岐解(緑)の対称性Gの生成元の既約直交表現(小括弧内)[2]
と, 定理1による分岐解の対称性G(r)の記号と生成元(中括弧内)を示す. 2次元表現の
図は, r平面に生成元と, 定理2によるSLS(r)の対称性(同じ種類の丸印が同値な点)を
表す. S ′ = µzS, M′ = µzM,

I =

(
1 0
0 1

)
, J =

(
−1 0
0 1

)
,R(n) =

(
cos 2π/n − sin 2π/n
sin 2π/n cos 2π/n

)
,G(θ) = G(

(
cos θ
sin θ

)
),

とする. 下図は, G(r)の生成元を中括弧内に記し, 同心円状に配置した分岐の全体図
である. 2次元表現は, 2重の中括弧でCx = 1の場合の生成元を記した. なお, xy面内の
平面運動はµz対称で, µz対称でない解は非平面運動(NP). また, SC x対称な解は平面
解で, µzを伴わないSCx = C−xS対称は不可能(**又は打消線).
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8の字解から平面解へ
分岐する場合

矢印は数値計算で存在を確認した
(右欄では下線で示した)分岐解。
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8の字解から非平面解へ
分岐する場合

8の字解D6h{C,M,S, µz}からの分岐解の対称性

1. (D(CM),D(S),D(µz)) = (1, 1, 1); G(r) = D6h{C,M,S, µz}.
2. (1,−1, 1); C6h{C,M, µz},
3. (−1, 1, 1); D6{C,S, µz},
4. (−1,−1, 1); G(h) = D6{C,SM, µz},
5. (1, 1,−1); D6{C,M,S}**,
6. (1,−1,−1); D6{C,M,S ′}NP,
7. (−1, 1,−1); D6{C,S,M′}**,
8. (−1,−1,−1): D6{C,S ′,M′}NP.
9. (R(3), J , I ):
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10. (R(3), J ,−I ):

{M, µz}

SC

S

SC2

SC

S

SC2

{M}NP S ′

SC

S ′C2
S

S ′C

SC

S ′

S

S ′C2

SC2
S ′C

SC

{µz} SM

CS

C2SM
S

CSM

C2S

SM

CS

C2SM S
CSM

C2S

{M′}NP SM

CS

C2SM
S

CSM

C2S

SM

CS

C2SM S
CSM

C2S

9. (R(3), J, I) 10. (R(3), J, −I) 11. (R(6), J, I) 12. (R(6), J, −I)

1
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11. (R(6), J , I ):
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1

G(θ) =


{

D2{CnSM, µz}, even n,
D2{CnS, µz}, odd n, , θ =

π

6
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分岐解D6{C,S, µz}からの分岐解の対称性

1. (D(µzC),D(S)) = (1, 1);G(r) = D6{C, µz,S}
2. (1,−1);C6{C, µz}
3. (−1, 1);D3{C,S}∗∗
4. (−1,−1);D3{C,S ′}
5. (R(3), J ):

G(θ) =

D2{µz,SC2n+1}, θ =
π

3
n +

π

6
C2{µz}, その他

6. (R(6), J ):

G(θ) =


{

C2{CnS ′}NP, even n,
C2{CnS}∗∗, odd n, , θ =

π

6
n,

{1}NP, その他
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分岐解C6h{C,M, µz}からの分岐解の対称性

1. (D(CM),D(µz)) = (1, 1); G(r) = C6h{C,M, µz}
2. (1,−1); C6{C,M}NP

3. (−1, 1); C6{C, µz}
4. (−1,−1); C6{C,M′}NP

5. (R(6), I ); C2{µz}
6. (R(3), I ); D2{M, µz}
7. (R(6),−I ); C2{M′}NP

8. (R(3),−I ); C2{M}NP

{µz} {M, µz} {M′}NP {M}NP

5. (R(6), I) 6. (R(3), I) 7. (R(6),−I) 8. (R(3),−I)

1

分岐解D2h{S,M, µz}からの分岐解の対称性

1. (D(S),D(M),D(µz)) = (1, 1, 1); G(r) = D2h{S,M, µz}
2. (1,−1,−1); D2{S,M′}∗∗
3. (1, 1,−1); D2{S,M}∗∗
4. (1,−1, 1); D2{S, µz}
5. (−1,−1, 1); D2{SM, µz}
6. (−1, 1,−1); D2{M,S ′}NP

7. (−1,−1,−1); D2{S ′,M′}NP

8. (−1, 1, 1); D2{M, µz}
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