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⚑．はじめに

古典力学⚓体問題の⚘の字解の分岐解析[1-3]では，⚘の字解の対称性の成す群 [4]の既約直

交表現によって，⚘の字解から分岐する周期解の対称性が決まる。 およびその部分群の既約

直交表現は，32点群の既約表現として広く知られている｡[5]

本稿では，これらの群について，数式処理システムMathematica[6]によって直接，既約直交表

現を導出する。第⚒節では，既約直交表現の定義とMathematicaを念頭に置いたその求め方を述

べる。第⚓節は， と関連する部分群の既約直交表現をMathematicaで求めた結果，第⚔節は，

まとめと考察である。

⚒．既約表現の求め方

位数 の有限群 , , , の 次元表現とは， の演算表

, , (1)

を満たす 次正方行列

, (2)
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である。既約表現とは，直和に分解できない表現である。また，直交表現とは が直交行列で

ある表現である。

群 の 次既約表現は， 次正方行列 を未知行列として，連立方程式(2)を解いて求める

ことができる。この未知行列が 個の方程式(2)は，多くの場合，次のようにして，より少ない

未知数の連立方程式として解くことができる。

の 個の元

, , , , (3)

の（負も許す）冪の積 , , , によって， が

, , , (4)

と書けるとする。そして， 個の演算表

, , , , , , , , , , (5)

は，より少ない 個の関係式

, , , , , , , （6)

に整理できるとする。ここで， , , , は , , , の（負も許す）冪の積である。この

ような元 , , , を群 の生成元と呼ぶ[7]。

すると，群 の 次既約表現 は，生成元 を 次正方行列 に置き換えた演算の関係式

, , , , , , , (7)

を満たす 次正方行列 から

, , , (8)

によって求めることができる。ここで， , , , は の冪の積なので，直交表現とは

が直交行列であること，

(9)

と同値である。ここで，は転置行列を表す。

なお， が直交表現で， が直交行列ならば， も直交表現であり， となる

に対し，直交表現 と

(10)

を同値な直交表現という。
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の字解の分岐解析では，群 の要素 と交換する実対称演算子の固有関数の対称性を問題

にするので， の既約直交表現を求める必要がある。

2.1. ⚑次元既約直交表現

を 次正方行列として，(7)と(9)の連立方程式は の関数 を使って解く

ことができる。この解は既約直交表現である。

2.2. ⚒次元既約直交表現

を 次正方行列とした場合の(7)と(9)の連立方程式も， の で解くこと

ができる。 個の解を

, , , ,

とする。この解は直交表現であり，後述のように の場合，解の個数 は 300 を超えるが，そ

の多くは同値である。

2.2.1. 同値判定

既に判定を終えた 個の解を , , , , とする。 についての方程式

, , , , , (11)

が解ければ は，すでに判定を終えた解 と同値である。

はじめ , として，

⚑． が全ての , , , , と同値でなければ， を として を 増やす。

⚒． を 増やす。

⚓． なら に戻る。

, , , , が同値でない解である。

なお， の で得られる解は，最後の方が簡単な形をしているようなので，第

節では，最後の解から逆順に判定している。

2.2.2. 既約判定

⚒次正方行列の場合，直和に分解できるとは対角行列と同値ということなので，直交表現

が可約であるとは，共通の直交行列 によって， , , , , が全て対角行列になる

ということである。対称行列は直交行列で対角化できるので，

直交行列 に対して， が対角行列 が対称行列 (12)

であり，複数の正方行列が同時対角化できる必要十分条件は，それらが可換であることなので，
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が対称

, , , , (13)

で，可換

, , , , , (14)

かどうか調べる。そうであれば， は可約な直交表現であり，そうでなければ， は既約直交

表現である。

⚓．⚘の字解分岐解析に必要な点群の既約直交表現

⚘の字解の分岐解析に必要な，⚘の字解の対称性 と，その既約直交表現 で不変な

ベクトルをもつ，分岐解の対称性の候補となる部分群

, , (15)

を求め，さらに，分岐解からの分岐を解析するために，部分群 に対して，既約直交表現と部

分群を求めることを，部分群が 1 になるまで繰り返す。あわせて，部分群 の射影演算子

(16)

も計算する。

以下では，関係式(6)を満たす生成元 の積(4)が， のような記号 で表される群と同型で

あることを，

, , , , , , , , , (17)

と表記する。その際，生成元 , , , は，添え字のない小文字 , , , を使って書き，積

の交換則など，関係式の右辺を単位元⚑にそろえると意味がわかりにくくなる場合は，右辺を単

位元⚑に揃えない。

この記法で，⚘の字解の対称性は， を自然数として，

, , ，

, , , , ,
(18)

および，

，

, ,
(19)

と書かれる。記号 , , , は，結晶点群を表すシェーンフリース記号[4]で， は二面体
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群（ ）， は巡回群（ ）と呼ばれる。 が奇数の時は， と は同

型， と も同型，さらに， が なら， と も同型である。

なお，群(18)-(19)に対しては，定義(18)-(19)を参照してもらうことにして，縦棒の右側の関

係式はいちいち書かずに省略する。また，群の生成元 , , , の部分集合から成る部分群は，

元の群（拡大群）との関係がわかるように，元の群の生成元で，例えば， , , の部分群

, のように表記する。

結晶点群では，既約表現を のような英大文字に添え字をつけたマリケン記号[8]で表す。そ

こで，本節の による計算結果にも，結晶点群の文献[5]と比較ができるように同じマ

リケン記号を付す。

以下，

, , ， (20)

,
, ,
, ,
,

,
, ,
, ,
, ,

(21)

， ， (22)

と書く。

3.1. の既約直交表現

, , に対する関係式(7)

, , , (23)

直交条件(9)

(24)

3.1.1. ⚑次元既約直交表現

, , を 次正方行列として(23)と(24)の連立方程式を解く。解すなわち⚑次元の既約直交

表現は⚘通り：

, , , , (25)
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これらのマリケン記号と部分群 は，

⚑． ： , , , , ； , ,

⚒． ： , , , , ； ,

⚓． ： , , , , ； , ,

⚔． ： , , , , ； , ,

⚕． ： , , , , ； ,

⚖． ： , , , , ； ,

⚗． ： , , , , ； , ,

⚘． ： , , , , ； , ,

3.1.2. ⚒次元既約直交表現

, , を 次正方行列として，（23)と(24)の連立方程式を解くと 個の解が得られ，同値判

定2.2.1で 個になり，既約判定2.2.2で解すなわち既約直交表現は⚔個になる。これらのマリ

ケン記号，部分群 と射影演算子は，

⚑． ： , , , , ；

,
, , , ,

, , ， その他

⚒． ： , , , , ；

,

, , ，

, , ，

, ， その他

⚓． ： , , , , ；

,
, , ，

, ， その他

⚔． ： , , , , ；

,
, , ，

, ， その他

3.2. の既約直交表現

, に対する関係式(7)

, (26)

Mathematicaによる⚓体⚘の字解の分岐解析に必要な点群の既約直交表現
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直交条件(9)

(27)

3.2.1. ⚑次元既約直交表現

, を⚑次正方行列として(26)と(27)の連立方程式を解く。解すなわち⚑次元の既約直交表現

は⚔通り：

, , (28)

これらのマリケン記号と部分群 は，

⚑． ： , , ； ,

⚒． ： , , ； ,

⚓． ： , , ； ,

⚔． ： , , ； ,

3.2.2. ⚒次元既約直交表現

, を⚒次正方行列として，(26)と(27)の連立方程式を解くと 個の解が得られ，同値判定

2.2.1で 個になり，既約判定2.2.2で解すなわち既約直交表現は⚒個になる。これらのマリケ

ン記号，部分群 と射影演算子は，

⚑． ： , , ；

,
, , ，

, ， その他

⚒． ： , ,

,
, ，

, ， その他

3.3. の既約直交表現

, に対する関係式(7)

, (29)

直交条件(9)

(30)

北里大学一般教育紀要 29（2024） 27-40
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3.3.1. ⚑次元既約直交表現

, を⚑次正方行列として(29)と(30)の連立方程式を解く。解すなわち⚑次元の既約直交表

現は⚔通り：

, , (31)

これらのマリケン記号と部分群 は，

⚑． ： , , ； ,

⚒． ： , , ； ,

⚓． ： , , ； ,

⚔． ： , , ； ,

3.3.2. ⚒次元既約直交表現

, を 次正方行列として，(29)と(30)の連立方程式を解くと 個の解が得られ，同値判定

2.2.1で 個になり，既約判定2.2.2で解すなわち既約直交表現は⚔個になる。これらのマリケ

ン記号，部分群 と射影演算子は，

⚑． ： , , ； , ,

⚒． ： , , ； ,

⚓． ： , , ； ,

⚔． ： , , ； ,

3.4． の既約直交表現

, に対する関係式(7)

, (32)

3.4.1. ⚑次元既約直交表現

, を⚑次正方行列として(32)と(30)の連立方程式を解く。解すなわち⚑次元の既約直交表

現は⚒通り：

, , (33)

これらのマリケン記号と部分群 は，

⚑． ： , , ； ,

⚒． ： , , ；

Mathematicaによる⚓体⚘の字解の分岐解析に必要な点群の既約直交表現
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3.4.2. ⚒次元既約直交表現

, を⚒次正方行列として，(32)と(30)の連立方程式を解くと 個の解が得られ，同値判定

2.2.1で⚕個になり，既約判定2.2.2で解すなわち既約直交表現は⚒個になる。これらのマリケン

記号，部分群 と射影演算子は，

⚑． ： , , ； ,

⚒． ： , , ； ,

3.5. の既約直交表現

, に対する関係式(7)

, (34)

3.5.1. ⚑次元既約直交表現

, を 次正方行列として(27)と(34)の連立方程式を解く。解すなわち⚑次元の既約直交表現

は⚒通り：

, , (35)

これらのマリケン記号と部分群 は，

⚑． ： , , ； ,

⚒． ： , , ；

3.5.2. ⚒次元既約直交表現

， を⚒次正方行列として，(27)と(34)の連立方程式を解くと 個の解が得られ，同値判定

2.2.1で⚔個になり，既約判定2.2.2で解すなわち既約直交表現は⚑個になる。このマリケン記号，

部分群 と射影演算子は，

⚑． ： , , ；

,
, ，

, ， その他

3.6. の既約直交表現

に対する関係式(7)

（36）
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直交条件(9)

(37)

3.6.1. ⚑次元既約直交表現

を⚑次正方行列として(36)と(37)の連立方程式を解く。解すなわち⚑次元の既約直交表現は

⚑通り：

（38)

このマリケン記号と部分群 は，

⚑． ： ；

3.6.2. ⚒次元既約直交表現

を⚒次正方行列として，(36)と(37)の連立方程式を解くと⚓個の解が得られ，同値判定2.2.1

で⚒個になり，既約判定2.2.2で解すなわち既約直交表現は⚑個になる。これらのマリケン記号，

部分群 と射影演算子は，

⚑． ： ； ,

3.7. の既約直交表現

, , に対する関係式(7)

, , , (39)

3.7.1. ⚑次元既約直交表現

， ， を⚑次正方行列として(39)と(24)の連立方程式を解く。解すなわち⚑次元の既約直交

表現は⚘通り：

, , , , (40)

これらのマリケン記号と部分群 は，

⚑． ： , , , , ； , ,

⚒． ： , , , , ； ,

⚓． ： , , , , ； ,

⚔． ： , , , , ； ,

⚕． ： , , , , ； ,

⚖． ： , , , , ； ,

Mathematicaによる⚓体⚘の字解の分岐解析に必要な点群の既約直交表現
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⚗． ： , , , , ； ,

⚘． ： , , , , ； ,

3.7.2. ⚒次元既約直交表現

, , を⚒次正方行列として，(39)と(24)の連立方程式を解くと 個の解が得られ，同値

判定2.2.1で 個になり，既約判定2.2.2で⚐個になる。すなわち⚒次元既約直交表現はない。

3.8. の既約直交表現

, に対する関係式(7)

, （41)

3.8.1. ⚑次元既約直交表現

, を⚑次正方行列として(41)と(27)の連立方程式を解く。解すなわち⚑次元の既約直交表現

は⚔通り：

, , (42)

これらのマリケン記号と部分群 は，

⚑． ： , , ； ,

⚒． ： , , ；

⚓． ： , , ；

⚔． ： , , ；

3.8.2. ⚒次元既約直交表現

, を⚒次正方行列として，(41)と(27)の連立方程式を解くと 個の解が得られ，同値判定

2.2.1で 個になり，既約判定2.2.2で⚐個になる。すなわち⚒次元既約直交表現はない。

3.9. の既約直交表現

に対する関係式(7)

(43)

3.9.1. ⚑次元既約直交表現

を⚑次正方行列として(43)と(37)の連立方程式を解く。解すなわち⚑次元の既約直交表現は

⚒通り：

北里大学一般教育紀要 29（2024） 27-40
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（44)

このマリケン記号と部分群 は，

⚑． ： ；

⚒． ： ；

3.9.2. ⚒次元既約直交表現

を⚒次正方行列として，(43)と(37)の連立方程式を解くと⚖個の解が得られ，同値判定2.2.1

で⚓個になり，既約判定2.2.2で⚐個になる。すなわち 次元既約直交表現はない。

⚔．おわりに

本稿では，⚘の字解の分岐解析に必要な とその部分群の系列の既約直交表現を，数式処理

システム によって，直接，⚑)生成元の関係式と直交条件を行列の方程式として関

数 で解くことで直交表現を得て，⚒)同値な表現の定義を行列の方程式として で解く

ことで同値な表現を取り除き，⚓)表現が交換可能な対称行列か調べることで既約判定すること

で求めた。この方法の長所は，幾何学的な考察を行わずに，定義から直接既約表現を求められる

ことである。短所は，数式処理システムを利用することで，その部分がブラックボックスとなり，

検証不可能になってしまうことである。

表現がユニタリ行列である表現をユニタリ表現という。ユニタリ表現については，

有限群の表現はユニタリ表現に同値であり，既約表現の次数の⚒乗和は群の

位数に等しい｡[9]
(45)

この性質を第⚓節の既約直交表現について検討してみる。まず，⚑次元のユニタリ表現は，直

交条件(9)をユニタリ条件に置き換えれば で同じように求めることができ，第⚓節

の⚑次元の実数解の他に， , , に非実数の解が，それぞれ，8, 4, 2 個現れる。

次に，⚒次元の表現について，既約直交表現は，3.1-3.6より， , , は可換，他は非可

換な，すべて実行列である。実直交行列はユニタリ行列で，可換なユニタリ行列は同時対角化で

きるので，⚒次の場合可約，非可換ならば同時対角化できないので既約である。したがって， ,

, はユニタリ表現としては可約，その他はユニタリ表現としても既約である。

ここで，相似な実直交行列は同値の定義(10)を満たす[10]ので3.1-3.6の⚒次元表現はユニタ

リ表現としても同値ではない。以上より，第⚓節の既約直交表現は， , , 以外はすべて同

値でない既約ユニタリ表現であり，それらについて次元の⚒乗和を計算すると，それぞれ群の位

数に一致する。一方， , , について，⚑次元のユニタリ表現は，それぞれ第⚓節の実数解

4, 2, 1 個と上述の非実数解を加えて，⚒次元の既約直交表現はユニタリ表現としては既約でない

ので除いて，次元の⚒乗和を計算すると，やはり，群の位数に一致する。したがって，(45)より，

Mathematicaによる⚓体⚘の字解の分岐解析に必要な点群の既約直交表現
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第⚓節の群の既約表現はこれで全てである事がわかる。

本稿は，⚘の字解の分岐解析に留まらず，定義に立ち返って既約表現を利用したい場合に役立

つだろう。それゆえ，既約表現の学習の際の副教材としても面白いかもしれない。

本稿の による方法は，表現の構築と同値判定までは次元に依存しない方法となっ

ているが，既約判定は⚒次元まで限定の方法なので，⚓次元以上の既約表現を得るには，⚓次元

以上の既約判定の方法を構築する必要がある。
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Abstract

Irreducible Orthogonal Representations of
Point Groups for bifurcation analysis of

figure eight choreography in the
three-body problem using Mathematica

Hiroshi FUKUDA

To obtain irreducible orthogonal representations of point groups for bifurcation analysis of

figure-eight choreography in the classical mechanical three-body problem, we directly used

Mathematica as follows: 1) obtained the orthogonal representations by solving the relations of

the generators with the definition of orthogonality as matrix equation, 2) excluded equivalent

representations by solving the definition of equivalence as matrix equations, 3) determined if the

representations are irreducible and orthogonal when matrices are neither commutable nor

symmetric．
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