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特異点と結び目

高 瀬 将 道

はじめに

自分の研究には時折「結び目的思考」があると

思いましたので，特異点と結び目に造詣深いわけ

でもないのに，これを書いています．ただ「特異

点」は手に余ります．多様体の間に写像があり，そ

の微分が何らかまずい（うまい ?）ことになって

いる点が特異点であると考え，その上で，特異点

と結び目の両方が顔を出す話題を三つ，自分の身

の回りから選び，これらに簡単に触れます．

一つめはガイドブック多数の人気遊園地のよう

な代数幾何的な話題，二つめはまだ研究の余地が

あるのではないかと思われる位相幾何的な話題，

三つめは今のところ何処の馬の骨とも知れぬ少々

微分幾何的な話題です．

この文章中では，結び目（ノット）と絡み目と

して，S3 内のものを考えます．

1. 代数曲線の特異点

平面代数曲線の特異点の周りに描いた小さな 3

次元球面 S3 と曲線との交差として現れる S3 内

の絡み目を特異点のリンクと呼びます．特異点の

リンクを用いて代数曲線を調べる研究は——1898

年のHeegaardの学位論文13)に既にあったようで

すが——1920年代から 1930年代に盛んに行われ

ました5～7, 24)．その後も多くの研究が引き続いて

います．
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図 1 トーラスの展開図

すばらしい解説25)を日本語で読むことができま

すからそれがお勧めですが，例を一つ復習します．

C2 の中で多項式写像

f(z, w) = z2 − w3

の零点集合によって定められる（複素 1次元の，す

なわち実 2次元の）代数曲線

V =
{
(z, w) ∈ C2 f(z, w) = 0

}
を考えます．V は，原点に孤立した特異点（∂f

∂z =
∂f
∂w = 0なる点）を持ちます．

実 4次元のC2の中で，実 2次元のV と原点を中

心とする 3次元球面 S3との交叉は（2+3−4 = 1

から）実 1次元の多様体となり，これが S3内の絡

み目 L（特異点のリンク）を定めるわけです．こ

の Lを調べます．
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図 2 三葉結び目

この例の場合，Lのイソトピー類を考えるだけ

ならば，S3 の半径は適当でよく，Lは C2 内の

z2 = w3 かつ |z|2 + |w|2 = 2（半径
√
2）

をみたす点の集合とみなせます．

まず，z と wの大きさについて

z2 = w3 ⇒ |z2| = |w3| ⇒ |z|2 = |w|3

です．よって，仮に |z| > 1 とすると |w| > 1

となりますが，これは |z|2 + |w|2 = 2 に矛盾

します．|z| < 1と仮定すると同様に矛盾します．

|z| = |w| = 1とすればうまくいきます．つまり，

Lはトーラス

T := S1×S1 = {(eiα, eiβ) ∈ C2 0 ≦ α, β < 2π}

に載ることが分かります．また，偏角について

z2 = w3 ⇒ 3arg z = 2argw

より，

2β = 3α+ 2kπ (k = −2,−1, 0, 1)

となります．これをトーラスの「展開図」（T を

αβ 平面に写したもの）に描くと図 1のようにな

ります．図 1の展開図からトーラスを復元すれば，

4本の黒い太線は繋がって 1つの円になり，この

円は α 方向に 2 周，β 方向に 3 周の回転をして

いることが分かります．少し説明が難しいですが

トーラス T は S3 の中に「標準的に」埋め込まれ

ていますので，Lは図 2に示されるような (2, 3)

型トーラス結び目となるのです．これは三葉結び

目とも呼ばれます．

図 3 ホップ絡み目

上で行った議論がより一般の写像

f(z, w) = zm − wn

に対してもうまくいくことは明らかです．この場

合，原点にある特異点のリンク L は (m,n) 型

のトーラス絡み目となります．トーラスを復元し

たときに展開図に描いた線が 1つの円になること

もありますし，複数の円になることもあります．

mと nが互いに素であるときは Lは結び目にな

り，そうでないときは m と n の最大公約数に等

しい個数の成分を持つ絡み目になります．例えば，

f(z, w) = z2 − w2 に対しては図 3のようなホッ

プ絡み目が得られます．

さらに一般の 2変数複素多項式写像 f(z, w)を

考えればすべての絡み目が現れるかというと，そ

んなことはなく，現れる絡み目はすべて反復トー

ラス絡み目（iterated torus link）と呼ばれるクラ

スに入ります25)．

なお，R4からR2への実多項式写像に対しても

——「孤立特異点」の定義には注意する必要があり

ますが——特異点のリンクを考えることができま

す．したがって，今までの話では実現できない絡み

目を実多項式写像の特異点のリンクとして実現で

きないかという問題が自然に提起されます16, p. 100)．

例えば，（反復トーラス絡み目でない）８の字結び

目やボロミアンリング（図 4）については，Per-

ron17) が肯定的に解決し，さらに Rudolph19) が，

複素変数とその複素共役を変数とする混合多項式

の表示を用いることで，より簡明な解を与えてい

ます．８の字結び目は

f(z, w) = w3−3z2z̄2(1+z2− z̄2)w−2(z2+ z̄2)
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図 4 ８の字結び目（左）とボロミアンリング（右）

の原点における特異点のリンクとして実現できま

す19, Exanple 4.5)．孤立性の条件を少し弱め，任意の

絡み目が実多項式写像の「弱孤立特異点」のリンク

として実現可能であることを示すAkbulut–King2)

の結果もあります．さらに論文3, 4) など新しい研

究が引き続いています．

特異点の近傍は絡み目の錐になっており，特異

点の複雑さを理解し非特異なものに変換するとき

にも結び目的思考は……と書くより，広中平祐先

生25)の文章をお借りした方がよいでしょう：『特

異点の解消』とは，ある意味で，ここで求めたよ

うな特異点に対応するノットをほぐして単純な形

にしていくことだといえます．そして一般の多変

数（高次元）の場合も，ここで考えた二変数での

考え方が基本になっています．

2. 可微分安定写像の特異点

n次元可微分多様体Mnから p次元可微分多様

体 Np（n ≧ p）への可微分写像 f に対して，点

a ∈ Mn と f(a) ∈ Np の局所座標 (x1, . . . , xn)

と (y1, . . . , yp)をそれぞれ指定すれば，f の微分

dfa はヤコビ行列 Jfa =
(

∂(yi◦f)
∂xj

)
を表現行列に

持ちます．ヤコビ行列 Jfaの階数が p未満になる

点 aを f の特異点と呼び，f の特異点全体の集合

{a ∈ Mn rank dfa < p}

を特異点集合と呼び S(f)で表します．

安定写像の理解のウォーミングアップとして実

2次元の曲面から平面への写像を考えます．服を

行儀悪く畳むときに起こる皺の様子は局所的には

図 5のようなものでしょう．ここに「安定」特異

←尖点（カスプ）

←折り目特異点

R
2

x 正則点

x 

図 5 曲面から平面への安定写像

尖点折り目特異点 折り目の交叉

図 6 平面安定写像の特異点の像

点が現れます．折り目正しいところには折り目特

異点が，プリーツがよじれたところには尖点が生

ずるわけです．服に残った皺全体が特異点集合で

す．とても行儀良く畳まれたタオルは安定ではな

く，ぶつかって少し崩れると安定になります（そ

うなると，もう一回ぶつかって更に少し崩れても

気付かない）．さて，3次元以上の多様体から平面

への「安定写像」についても特異点は同様の状況

になります．

多様体間の可微分写像が安定であるとは本来，

写像空間の中でC∞位相に関して近い写像たちと

右左同値になる——少々揺らしても形が変わらな

い——ということですが，いまは 3次元可微分多

様体から平面への安定写像を写像の局所表示の言

葉で定義します．可微分写像 f : M3 → R2 が安

定写像（a stable map）であるとは，M3 の各点

において，f が局所的に

• (x, y, z) 7→ (x, y) （正則点）

• (x, y, z) 7→ (x, y2 ± z2) （折り目特異点）

• (x, y, z) 7→ (x, xy + y3 + z2) （尖点）

のいずれかで表され，さらに f の特異点集合への

制限 f |S(f) : S(f) → R2 が，尖点を 2重点集合

に含まず，S(f)∖ {尖点 }上では自己横断的なは
め込みになることをいいます．図 6は特異点の像

の近くの典型的な状況を表しています．
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唇
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燕尾

尖点と折り目の交叉

折り目の接触

折り目の三重交叉

図 7 ジェネリックホモトピー（特異点集合の像）

このような安定写像 f : M3 → R2 に対して，

特異点集合 S(f)はM3 の 1次元部分多様体にな

ります．佐伯修21) は S(f)が実現しうる部分多様

体を完全に特徴づけました．特別な場合として次

が成り立ちます．

佐伯の定理21) 任意の絡み目は，S3 から R2 へ

の安定写像の特異点集合として実現できる．

証明では，図 7が表す局所的なホモトピーの組

み合わせ（ジェネリックホモトピー）によって，S3

から R2 への可微分安定写像の特異点集合を好き

なように変えていけることを示します．ジェネリッ

クホモトピーを正確に書き下すのは簡単ではあり

ませんが8, 22)，その局所的な像の絵を表す図 7は

結び目図式のライデマイスター移動を思い出させ

図 8 バンド手術

ます ∗1）．その観点では「嘴」および「唇」は如何

にも例外に思えるわけです．実際，

•「嘴」と「唇」以外のホモトピーは特異点集合
の「結び目型」を変化させないこと，および

•ホモトピー「嘴」は S3 内の特異点集合に対し

ては「バンド手術」（図 8）として作用すること

が佐伯の定理の証明のキーとなります．バンド手

術は結び目解消操作であり，S3 内の 2 つの勝手

な絡み目はバンド手術の繰り返しによって移り合

うからです．（必要ならば「唇」を用いたあと）空

でない特異点集合を持つ適当な安定写像から始め，

その特異点集合が所望の絡み目にイソトピックに

なるまで，「唇」以外のホモトピーを繰り返し用い

て写像を変形していけば，定理の主張が得られる

というわけです．

論文20)では，上の定理に基づいた絡み目の不変

量が定義されていますが，あまり多くのことは分

かっていないようです．絡み目を安定写像の特異

点集合として実現するだけでなく，ライデマイス

ター移動とジェネリックホモトピーをうまく対応

させることができれば，安定写像は結び目および

その図式の研究に有用であるように思えます．今

後さらに研究したい話題です．論文20, 21)の内容に

関しては，日本語の解説26)も分かり易く重宝です．

*1） ライデマイスター移動，あるいは曲面結び目理論における

ローズマン移動を可微分写像の特異点理論によって得るとい

う立場もあるでしょう．

4



3. 複素空間内の実部分多様体の RC特異点

第 1節では主に複素写像の特異点に，第 2節で

実写像の特異点に触れてきましたが，この節では

ハイブリッドのような写像——複素多様体の中に

埋め込まれた，または，はめ込まれた実多様体——

を考えます．

実 n次元可微分多様体Mnから q次元複素空間

Cqへの可微分はめ込み f を考えます（n ≧ q）．J

をCq上の標準的複素構造とすると，各点 x ∈ Mn

において

dimC(dfx(TxM
n) ∩ Jdfx(TxM

n)) ≧ n− q

が成立することが分かります（局所的にCqの「実

数部分」にMn を埋めていこうとしてもどうして

も (n− q)次元分収まらない）．この式において，

等号がなりたつ点 xをRC正則点（またはCR正

則点）とよび，そうでないとき RC特異点（また
は CR 特異点）と呼びます．特に n = q のとき

には，RC特異点を持たない（つまり，すべての
点 xで上式の両辺が 0に等しい）はめ込みは総実

（totally real）はめ込みとも呼ばれ，盛んに研究さ

れています（例えば Forstnerič10, Ch. 8&9) 参照）．

ここでは n = q = 3 の場合を考えます．この

とき，RC特異点全体の集合は定義域多様体の中
の空集合（総実の場合）または 1次元部分多様体

となります15, Thm. 2.3)．つまり，S3からC3へのは

め込みの RC特異点全体の集合は S3 内の絡み目

（または空集合）となるのです．さて，次が論文14)

に示されています（日本語の概説27)も参考になる

かもしれません）．

定理（粕谷–高瀬） 任意の絡み目は，S3からC3

への可微分埋め込みの RC特異点集合として実現
できる．

これは有向 3 次元多様体について得られてい

る定理14, Th. 8.1)の特別な場合です．S3内の（1成

分の）結び目については，第 1節の終盤で触れた

Akbulut–King2) の結果を用いて，Elgindi9) が近

い結果を示していますが，彼の定理は S3から C3

への埋め込みが 1 点で退化する（かもしれない）

ものになっており，これを回避すると任意の結び

目に対する主張ではなくなってしまうという不充

分なものでした．

粕谷–高瀬の定理の証明は 2 つのステップから

なる全く別の議論です．第 1ステップは，佐伯の

定理（第 2節）の精密版「任意の絡み目は，R4へ

のはめ込み f̃ にリフト可能な，S3 から平面への

安定写像 f の特異点集合として実現できる」を示

すことです．証明の流れは佐伯の定理とほぼ同様

で，はめ込みリフト可能な適当な安定写像から始

めて，リフト可能性を保ったままジェネリックホ

モトピー（第 2節）で所望の安定写像まで変形で

きることを示します．そのために，ジェネリック

ホモトピーによる正則ファイバーの変化を，山本

稔23)の結果などを使って詳しく調べることが必要

でした．第 2ステップでは，S3から C3への埋め

込みをその RC特異点集合が f の特異点集合に一

致するように作ります．ここで，はめ込みリフト

f̃ を使うわけです．まず，f を Cへの写像とみな
してその複素共役 f̄ を考え，

(f̃ , f̄) : S3 −→ R4 × C = C3

というはめ込みを考案することが本質的でした．

なお論文9, 14)ではRC特異点を複素接触（com-

plex tangent）点と呼んでいます．RC 特異点に
おいては S3 の接空間（の微分による像）が C3

の複素直線を含むからです．複素接触は総実（to-

tally real）と反対の概念ですが，実 n 次元多様

体が Cn への総実埋め込みを持つか否かというの

は重要な問題で，実に多くの研究があります．例

えば，Gromov11)の結果により任意の向き付け可

能 3次元閉多様体は C3 への総実埋め込みを許容

します．また，n次元球面が Cn への総実埋め込

みを許容するのは n = 1と n = 3のときのみで

す12, p. 193)．S3 から C3 への総実埋め込みの具体

的な構成はAhern–Rudin1)によって与えられてい

ます：S3 = {|z|2 + |w|2 = 1} ⊂ C2 に対して

f(z, w) =
(
z, w,wz̄w̄2 + izz̄2w̄

)
は C3 への総実埋め込みを与えます．
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総実埋め込みの存在の証明は，総実はめ込みの

存在をまず示し，それが埋め込みに変形できるこ

とを示すというやり方が多いのですが，通常どち

らのステップにも「ホモトピー原理」という飛び道

具が用いられ，あまり構成的ではありません（そ

の意味で上述の Ahern–Rudinの結果はとてもナ

イスです）．もし，3次元多様体から C3への埋め

込みに対して，その RC特異点集合を絡み目とし
て「簡単」なものにし，結局消去するというアイ

ディアで総実埋め込みが構成できれば興味深いと

思います．ただし，この場合の「簡単な絡み目」が

自明な結び目なのか，ホップ絡み目なのか，ある

いは別のものであるべきなのかなど，基本的なこ

とから考える必要があるように思います．

おわりに

特異点を通して絡み目が描かれる三つの話題に

触れました．全体として書きたかったのは，射影

図（結び目図式）のように低い次元に描かれるも

のばかりが絡み目の「絵」ではあるまいという自

分の感覚です．そして「対応するノットをほぐし

て単純な形にしていくこと」の意味を考えるのは

結び目的思考であろうということです．

付け加えると，そのような「絵」には絡み目のイ

ソトピー類以外の情報が描かれる場合があります．

第 1節で触れた代数曲線の孤立特異点のリンクは，

実際には単に絡み目でなくファイバー絡み目を，す

なわち，絡み目に加えてその補空間のあるファイ

バー束の構造を定めます．また，第 2節で紹介し

た，3次元多様体から平面への安定写像の折り目特

異点は，定値折り目特異点 (x, y, z) 7→ (x, y2+z2)

と不定値折り目特異点 (x, y, z) 7→ (x, y2 − z2)に

区別されます．このことからの安易な思い付きを

（不確かで意味も分からぬまま）書いてしまうと，

安定写像による「絵」は，結び目図式（特異点集

合の平面像）としてカスプ付きのものを考え，図

式の線をカスプの前後で色分けすることを提案し

ているように見えます．第 3節の RC特異点集合
による「絵」については，そこから絡み目に対す

る何か付加的な構造が読み取れないかを調べるの

は当然の課題です．非常に曖昧な設定ですが，与

えられた絡み目を RC特異点集合に持つ S3 から

C3への埋め込みから，何らか複素構造由来のもの

を読み取って，絡み目の不変量が定義できれば結

び目理論への恩返しになってよいのになあと考え

ています．

蛇の足をもう一本書くと，高次元（結び目）化

には興味があります．単に低次元の手法が適用で

きそうだからというのではありません．結び目理

論にはスピニングという次元をまたぐ素晴らしい

構成があるのだから（得手勝手ながら自分のお気

に入り18)），それが「絵」の中でも次元をまたぐ

ツールに翻訳できたら楽しいに違いないからです．

すっかり「特異点と結び目と私」みたいな文章に

なってしまいました．

蛇にも睛．京都大学の清水達郎氏および京都産

業大学の粕谷直彦氏から草稿に対して的確なコメ

ントをたくさん頂きました．また，慶應義塾大学の

石川昌治氏には草稿完成前から多大なご助言とご

教示を頂戴しました．誠に心から感謝いたします．
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