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1. 目標.
向き付けられた (4k− 1)次元球面 S 4k−1から 6k次

元球面S 6kへの滑らかな埋め込み f : S 4k−1 ↪→ S 6kを
考えよう。このとき、補空間X f B S 6kr f (S 4k−1)はい
つもD4k×S 2kに微分同相である ([11, Theorem 5.2])。
X f から S 2kへのホモトピー同値 h f を一つ取る。い
ま f (S 4k−1) ⊂ S 6kの法ベクトル場 νが与えられたと
すると、この νに沿って f (S 4k−1)を少しずらすこと
により、 f (S 4k−1)のコピー f (S 4k−1)′ ⊂ X f が得られ
る。こうして得られる写像

S 4k−1 → f (S 4k−1)′ ⊂ X f
h f→ S 2k

のHopf不変量H( f ,ν)がこの話の主役である。と言っ
ても今回の目標はただ、このHopf不変量の二つの具
体的な計算例とその使用例を紹介することである。
以下、S nで向き付けられた n次元球面を表すものと
し、(コ)ホモロジーの係数は書かれていなければ整
数とし、様々な向きの入れ方 (カップ積とキャップ積
の関係など)は [5]の流儀を採用することにする。

例イ. S 6kをR6k ∪ {∞}と思い、そこに「高次元Bor-
romean rings」S 4k−1⨿S 4k−1⨿S 4k−1 ⊂ R6kを考える。
この三つの S 4k−1を二本の細いチューブで連結する
ことにより、S 6kに埋め込まれた S 4k−1を得る (図 1)。
これを像とする滑らかな埋め込み f : S 4k−1 ↪→ S 6k

を取り、元々の三つの S 4k−1および二本の細いチュー
ブの標準的な法ベクトル場 (4k次元円盤の境界とし
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図 1. 高次元 Borromean rings
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ての外向きベクトル場)が定める、f (S 4k−1) ⊂ S 6kの
法ベクトル場 νを考える。このとき、

H( f ,ν) = −6

である。

例ロ. V4k を向き付けられた閉 4k次元多様体とし、
V4k
◦ B V4k r Int D4k とする。 f̃ : V4k

◦ ↪→ S 6k を法
Euler 類 e f̃ を持つ滑らかな埋め込みとする。 f B

f̃ |∂V4k
◦

: S 4k−1 ↪→ S 6k とし、 f̃ (∂V4k
◦ ) ⊂ S 6k の境界に

沿った外向きベクトル場を νとおく。このとき、

H( f ,ν) = −e f̃ ⌢ e f̃

である。

2. Steenrodの functionalカップ積.
前節の (この後も)Hopf 不変量は、「古典的な」

Hopf不変量を言っている：

定義 2.1 (Hopf不変量). 連続写像 g : S 4k−1 → S 2kに
対し (それを滑らかな写像で近似し)、異なる正則値
b, b′ ∈ S 2kを取る。このとき、g−1(b)とg−1(b′)は各々
S 4k−1の有向 (2k−1)次元部分多様体になり、絡み数
Hg B lk (g−1(b), g−1(b′)) ∈ Zは gのホモトピー類だ
けで決まる。この Hgを gの Hopf不変量という。

さて、Hopf 不変量のある種の一般化と思える、
Steenrod の functional カップ積 [12] の定義を [15,
p. 368]に沿って復習する ([16, Chapter XI]も詳しい)。

定義 2.2 (Steenrodの functionalカップ積). g : Y → X
を位相空間の間の連続写像とし、u = [u′] ∈ Hp(X)
と v = [v′] ∈ Hq(X) (u′, v′はコサイクル)が

u⌢ v = 0かつ g∗u = 0

を満たすものとする。このとき、δa = u′ ⌢ v′とな
るコチェイン a ∈ Cp+q−1(X)と、δb = g♯u′となるコ
チェイン b ∈ Cp−1(Y)がある。さらに、コチェイン

(FC) z′ = g♯a − b⌢ g♯v′

は実はコサイクルになる。z′が表すコホモロジー類
z = [z′] ∈ Hp+q−1(Y)は (u′と v′の取り方によらず)

Hp+q−1(Y)/(g∗Hp+q−1(X) + Hp−1(Y)⌢ g∗v)

の元として矛盾なく定義され、左 functionalカップ
積 Lg(u, v) と呼ばれる。同様に、u ⌢ v = 0 かつ
g∗v = 0 なる u ∈ Hp(X) と v ∈ Hq(X) に対して、
右 functionalカップ積 Rg(u, v)が定義できる。Func-
tionalカップ積 Lg(u, v)、Rg(u, v)は g : Y → Xのホモ
トピー不変量になる。

Functionalカップ積はHopf不変量の一般化と思え
る。いま g : S 4k−1 → S 2kを連続写像とし、コホモロ
ジー群の生成元 η ∈ H4k−1(S 4k−1)と ω ∈ H2k(S 2k)を
取る。このときg∗ω = 0かつω ⌢ ω = 0であるから、
functionalカップ積Rg(ω,ω) = Lg(ω,ω)を考えること
ができる。この場合 H2k−1(S 4k−1) = H4k−1(S 2k) = 0
なので、この functionalカップ積は H4k−1(S 4k−1)の



元として定まる。実際これは gの Hopf不変量に他
ならない。正確には、ある整数 Hg で Rg(ω,ω) =
Lg(ω,ω) = −Hg · η なるものがあり、この整数 Hg
が gの Hopf不変量である ([12, Section 17]または
[8, p. 379, Theorem 9.5.6])。左辺のマイナスは link-
ingを使った上の定義と合わせるためである。生成
元 η ∈ H4k−1(S 4k−1)の取り方は符号を逆にするが、
ω ∈ H2k(S 2k)の取り方は Hopf不変量の符号に影響
しないことを注意しておく。

3. 計算.
例イの証明. 戦略は [9, §4と§6]にあるMasseyの三
重積の計算を真似することである。つまり、求める
Hopf不変量を然るべき functionalカップ積のマイナ
スと思い、すべてのコホモロジーのカップ積を双対定
理によってホモロジーの交叉に読み替えて計算する。
S B f (S 4k−1)とし、νによるその摂動をS′ ⊂ S 6krS

としよう。ξ : S′ ↪→ S 6krSを包含写像とする。D4k×
S 2k ⊂ S 6kの向きに関して、

ω ∈ H2k(S 6k r S) = H2k(D4k × S 2k) = H2k(S 2k)

を自然な生成元とする。いま求めるべき functional
カップ積は

Rξ(ω,ω) = Lξ(ω,ω) ∈ H4k−1(S′) = Z
である。

N, N′ を、それぞれ S, S′ の充分小さな (つまり
N ∩ N′ = ∅となる)管状近傍とし、X B S 6k r Int N
とおく。さらに ζ : N′ ↪→ Xを包含写像とし、次の
図式を考える：

H∗(S 6k r S)
ξ∗

−−−−−→ H∗(S′)

≈
y x≈

H∗(X)
ζ∗

−−−−−→ H∗(N′).
ここで、矢印はすべて包含写像が誘導する準同型で
あり、縦の矢印は同型である。この図式によって、
Rξ(ω,ω) = Lξ(ω,ω) ∈ H4k−1(S′) = Zを求める代わり
に、次を計算すればよいことが分かる。

Rζ(ω,ω) = Lζ(ω,ω) ∈ H4k−1(N′) = Z

但し、ωと、同型 H2k(S 6k r S) → H2k(X)によるそ
の像を (同じ記号 ωで表し)同一視している。
さらに、双対定理と切除定理により次を得る：

Hi(X)
ζ∗

−−−−−→ Hi(N′)

≈
y y≈

H6k−i(X, ∂X)
ζ!−−−−−→ H6k−i(N′, ∂N′)

≈
x

H6k−i(S 6k, S).
ここでも縦の矢印はすべて同型である。この図式を
使い、functionalカップ積を交叉の言葉で計算する。
自然に S を境界に持つような、はめ込まれた 4

次元円盤を DE とし、それが表す 4kチェインを w′

とする。DE を (−1, . . . ,−1) ∈ R6k 方向に少し摂動

図 2.

し、得られる DE のコピーを D̃E とする。この摂動
が充分小さければ、D̃E ∩ X が表す相対 4k チェイ
ン w′′ ∈ H4k(X, ∂X) ≈ H4k(S 6k, S) を考えることが
できる。ω′、ω′′ をそれぞれ w′、w′′ のデュアル 2k
コチェインとする。このとき、ホモロジー類 [w′] =
[w′′] ∈ H4k(X, ∂X) ≈ H4k(S 6k, S)は [ω′] = [ω′′] = ω ∈
H2k(X)のデュアル類である。
まず、定義 2.2中の式 (FC)の第 2項を計算する。

ζ♯ω′のデュアル 4kチェインは、N′とDEの交叉 I B
N′ ∩ DE で表される。この交叉 Iは 3つの成分 Ii B
Di ∩ N′ (i = 1, 2, 3)からなっている。各 Iiは

(S iの北半球) × D2k+1 ⊂ S 4k−1 × D2k+1 � N′

に含まれるD2k ×D2k+1の (相対)境界になっている。
このD2k ×D2k+1は Ĩ B D̃E ∩N′とは交わっていない
ので、定義 2.2中の式 (FC)の第 2項に相当するチェ
インは 0である。
次に、定義 2.2中の式 (FC)の第 1項を計算する。

ω′ ⌢ ω′′のデュアル相対 2kチェインは、DE と D̃E
の交叉で表される。これは、相対 4kチェインDEの
自己交叉の 2枚のコピーからなっている。したがっ
て、これは図に太線で示される埋め込まれた 3枚の
2k次元円盤の和集合 Lの 2倍に homologousである。
δa = ω′ ⌢ ω′′ となるコチェイン aのデュアルチェ
インは、図中の影をつけられた、埋め込まれた 3枚
の (2k + 1)次元円盤 M = M1 ⨿ M2 ⨿ M3の和集合が
表す相対 (2k+1)チェインの (−1)4k−1+1 ·2倍である。
ただし、各 Miは Diの北半球内にとる (i = 1, 2, 3)。
結局、求める functional カップ積 Lζ(ω,ω) は、

[ζ♯a] ∈ H4k−1(N′) に等しい。いま j : S′ ↪→ N′ を
包含写像とし、ζ′ B j ◦ ζ : S′ ↪→ X とおけば、
[ζ♯a] ∈ H4k−1(N′)の代わりに、同型 (の合成)

H4k−1(N′)
j∗
→ H4k−1(S′)

µS′⌣→ H0(S′)
ζ′∗→ H0(X)



によるその像 ζ′∗(µS′ ⌣ j∗[ζ♯a]) ∈ H0(X)を求めれば
よい。

ζ′∗(µS′ ⌣ j∗[ζ♯a]) = ζ′∗(µS′ ⌣ [ζ′♯a])
= [ζ′♯(S

′ ⌣ ζ′♯a)]
= [ζ′♯S

′ ⌣ a]
= [ζ′♯S

′ ∩ 2M]
= ζ′∗[S

′ ∩ 2M]

であるから、S′ の M の交叉の 2倍を (S′ の 0サイ
クルとして)求めればよい。S′を得るときの摂動が
充分小さければ、これは Sと Int M の交叉点 (図 2
に示された 3つの黒点)の 2倍に等しい。あとはこ
れらの交叉点の符号を決めればよい。いまは向きに
ついてあまり精密に議論していないので詳しく述べ
られないが、[13, Proposition 3.5]にあるように、こ
れらは正の符号を持ち [S ∩ 2M] = 6 ∈ H0(S)であ
る。以上より、Lξ(ω,ω) = Lζ(ω,ω) = 6、したがって
H( f ,ν) = −Lξ(ω,ω) = −6を得る。 �

例ロの証明. 例イの証明と似た議論をする。同じ記
号を使うことにする。
まず生成元 ω ∈ H2k(X) のデュアルに対応する

H4k(X, ∂X) ≈ H4k(S 6k, f (S 4k−1))の類は、 f̃ (V4k)で表
される。 f (S 4k−1) ⊂ f̃ (V4k)の内向き法ベクトルを取
り、これを f̃ (V4k)上の (必ずしもノンゼロでない)ベ
クトル場に拡張し、これによって V B f̃ (V4k)を摂
動し V′を得る。 f の法バンドルは自明であるから、
f̃ −1(V∩V′)は Int V4kの中にあるとしてよく、それが
表すホモロジー類は e f̃ のデュアルになっている。つ

まり Σ2k = f̃ −1(V ∩ V′)としてよい。
いま ∂V′ ⊂ S 6kの充分小さい管状近傍は Vと交わ

らないので、ζ♯ω′に対応する類、つまり定義 2.2中
の式 (FC)の第 2項は消える。
次に定義 2.2中の式 (FC)の第 1項を調べる。例

イの証明と同様の議論により、この項は f (S 4k−1)と
V ∩ V′ = f̃ (Σ2k)を境界に持つ相対 (2k + 1)チェイン
の交叉で表される。これは更に、

−lk ( f̃ (Σ2k), f (S 4k−1)) = −[ f̃ (Σ2k)] ∈ H2k(X) = Z.

に等しいので、結局 H f̃ = −[ f̃ (Σ2k)]である。

さて、V′、V′′を、V B f̃ (V4k)を摂動して得られる
2枚のコピーとする。V、V′、V′′は横断的に交わって
いるとし、Σ B V ∩ V′、Σ′ B V ∩ V′′とおく。このと
き、•でホモロジーの交叉を表すとして、

−[ f̃ (Σ2k)] = −[Σ] = −[Σ′] (∈ H2k(X))
= −lk (Σ′, f (S 4k−1)) (∈ H0(S 6k))
= lk ( f (S 4k−1), Σ′)
= [V ∩ Σ′]
= [V ∩ V′ ∩ V′′]
= [Σ ∩ Σ′] (∈ H0( f̃ (V4k))
= [Σ2k] • [Σ2k] (∈ H0(V4k))
= D−1(e f̃ ⌢ e f̃ )

これで証明を終わる。 �

4. 使用例.
順序があべこべではあるが、例イと例ロが必要に

なった経緯を紹介する。

Cq
n B {C∞-埋め込み S n ↪→ S n+q}/C∞-イソトピー

とおく。Cq
n は連結和によって群になる。Haefliger

[6, 7]は Cq
n (q ≥ 2)があるホモトピー群に同型であ

ることを示し、Cq
n (q ≥ 2)はしばしば非自明である

ことを明らかにした。これは PLや TOPの場合の
「結び目解消定理」とは著しい対照である。特に重
要なケースは同型 C2k+1

4k−1 → Z (k ≥ 1)である。更に
Haefliger [6]は、この群の

:::::::::::::::::::::::::
生成元は例イの埋め込み

::::::::::::::::::::::::::::
f : S 4k−1 ↪→ S 6kで表されることを示している。[13]
はこの Haefligerの同型に新しい公式を与えた：

定理. 任意の滑らかな埋め込み f : S 4k−1 ↪→ S 6k に
対し、コンパクト有向 4k次元多様体 V4k の自己横
断的なはめ込み f̃ : V4k # S 6k で、 f̃ |∂V4k = f かつ
f̃ (Int V4k) ∩ f (S 4k−1) = ∅をみたすものがある。い
ま V4kを円盤で蓋をして得られる閉多様体を V̂4kで
表し、p̄k[V̂4k]をその法 Ponrtjagin数、t( f̃ )を f̃ (V4k)
の 3重点の (符号を込めた)個数、[∆ f̃ ]を f̃ (V4k)の
2重点集合 ∆ f̃ ⊂ S 6k \ f (S 4k−1)が表すホモロジー類
(∈ H2k(S 6k \ f (S 4k−1)) = Z)、H f̃ ∈ Zを f (S 4k−1) ⊂
f̃ (V4k)の境界に沿った外向き法ベクトル場に関する
Hopf不変量とする。このとき、

Ω : C2k+1
4k−1 −→ Z
f 7−→ − 1

24 (− p̄k[V̂4k] + 3t( f̃ ) + 3[∆ f̃ ] + 3H f̃ )

は同型である。

この定理中の f̃ を、多少言葉の濫用ではあるが、
f の Seifert膜と呼ぶことにする。実は結局、定理中
の Seifert膜は埋め込みに取ることができることを
::::::::::::::::::
上の定理を使って証明できて、次を得る。

系. 埋め込み f : S 4k−1 ↪→ S 6k に対し、 f̃ |∂V4k = f
となるコンパクト有向 4k 次元多様体の埋め込み
f̃ : V4k ↪→ S 6kがあって、

Ω( f ) = − 1
24 (− p̄k[V̂4k] + 3H f̃ )

= − 1
24 (− p̄k[V̂4k] − 3e f̃ ⌢ e f̃ )

である ([1, 2]も関連)。

さて上の定理は次の二つのステップで証明された：
(a) Ω′( f ) B − p̄k[V̂4k] + 3t( f̃ ) + 3[∆ f̃ ] + 3H f̃ が

Seifert膜 f̃ の取り方の依らず、 f のイソト
ピーの不変量になることを示す。

(b) 前述の Haefliger の生成元に対して、その
Seifert膜を具体的に構成し、計算によって
Ω′(生成元) = −24を示す。

個人的には (b)の方がずっと難しく、その中でも一
番大変だったのが、

::::
例イの計算だったのである。

一方、系の方は、定理と
::::
例ロを使って証明できる。

実際 M4k B S 2k × S 2kとすれば、Smale-Hirschの h-
principleにより、M4k

◦ は (2a, 2b) ∈ H2k(M4k
◦ ) = Z⊕Z

を法Euler類に持つように、S 6kにはめ込むことがで



きる。M4k
◦ は S 2k∨S 2kにホモトピー同値なので、こ

のはめ込みは正則ホモトピーで埋め込みに変形でき
る。この埋め込み Ẽa,b : M4k

◦ ↪→ S 6kに、定理と
::::
例ロ

を適用すれば、

Ω(Ẽa,b|∂M4k
◦

) = ab ∈ Z

となる。したがって特に a = b = 1とすれば、Ẽ1,1
はC2k+1

4k−1の生成元に対する、埋め込みによる Seifert
膜になっている (系の証明終)。
更に上の場合 p̄k[M4k] = 0でもあるので、与えられ

た埋め込み (Haefliger結び目)に対しこのような (指
数 0の) Seifert膜を取ることにすれば、「(6k, 4k− 1)-
Haefliger結び目はHopf不変量で決まる」のである。

5. 質問コーナー.
勝手ながら個人的にはここからが本題です (文体

変更)。唐突ですが、また全く不充分な説明ですが、
次のような「高次元 Brunnian link」を考えます：

図 3. S 4∐ S 4∐ S 4∐ S 4 ⊂ S 7

この 4成分を 3本の細いチューブで連結して得られ
る、埋め込み f0 : S 4 ↪→ S 7がこの節の主役です。
実は [7, §8.15]によって、

C3
4 = {C

∞埋め込み S 4 ↪→ S 7}/C∞イソトピー
は巡回群 Z/12Z に同型です。この生成元 (を表
す埋め込み) を具体的に描きたいと思い、苦労し
て考えついた「候補」が上の構成です。埋め込み

::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
f0は Z/12Zの非自明な元を表すでしょうか?
巡回群 Z/12Zはモチロン π6(S 2)から来ていて、

同型C3
4 ≈ π6(S 2)は次のように解釈できます。

Gq = {degree 1写像 S q−1 → S q−1}とします。滑ら
かな埋め込み f : S 4 ↪→ S 7に対して、T を f (S 4) ⊂
S 7の小さな管状近傍とします。 f (S 4)と絡み数 1で
絡む S 2 ⊂ S 7を取ると、包含写像 S 2 ↪→ X f B S 7 r
Int Tはホモトピー同値になります。これのhomotopy
inverseを h f とします。f の法束は自明なので、T の
自明化 ξ : S 4 × S 2 → ∂X f を一つ取れば、合成

Ω( f , ξ) : S 4 × S 2 ξ
→ ∂T = ∂X f ⊂ X f

h f→ S 2

が π4(G3)の元を定め、自明化 ξ ∈ π4(SO3)の取り
方によって、Ω( f ) ∈ π4(G3/SO3)が定まります。こ
れが f のイソトピー不変量になります。また Fq B
{基点を保つ degree 1写像 S q → S q}とし、ファイブ
レーション F2 → G3 → S 2 と SO2 → SO3 →
S 2 の完全列を考えることにより、π4(G3/SO3) ≈
π4(F2/SO2) ≈ π4(F2) ≈ π6(S 2)を得ます。

::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
上の f0に対してこの不変量を計算することは

:::::::::::::
できないか? または、

:::::::::::::::::::::::::::::
より計算しやすい別の (幾何

::::::::::::::::::::::::::::::::
的な)不変量を構成できないか? といったことが、
現在とりつかれている課題です。良いお知恵を。

6. 宣伝と言い訳コーナー.
今日の話は、主に [13]の結果です。いままで何度

か口頭発表をしましたが、Hopf不変量の計算方法
について話すのは、今回が初めてです。[13]はHae-
fliger [6, 7]による古い話題を扱った論文ですが、内
容は代数トポロジーと微分トポロジーが密接に連携
していた 1960年代のフレーバーで面白いと自分勝
手に思っています。ぜひのぞいてみて下さい。ただ
[13]はちょっと恥ずかしい

::::::::::::::
符号の間違いを含んでい

るので、[14]にある訂正をあわせて見ていただける
と幸いです。Haefligerの結び目に関しては最近 [10]
でも扱いました。そこにはいま流行りの “long knot”
が、[3]を仲介として (本質的な形ではありませんが)
一瞬顔を出しています。

参考文献
[1] J. Boéchat, Plongements de variétés différentiables ori-

entées de dimension 4k dans R6k+1, Commentarii Mathe-
matici Helvetici 46 (1971) 141–161.

[2] J. Boéchat, A. Haefliger, Plongements différentiables des
variétés orientées de dimension 4 dans R7, Essays on
Topology and Related Topics, Mémoires dédiés à Georges
de Rham, 156–166, Springer, New York, 1970.

[3] R. Budney, A family of embedding spaces, to appear
in: Proceedings of the Conference "Groups, Homotopy
and Configuration Spaces", Geometry and Topology Mono-
graphs (arXiv:math.AT/0605069).

[4] L. Guillou, A. Marin, Commentaires sur les quatre articles
précédents de V. A. Rohlin, in: L. Guillou, A. Marin (Eds.),
À la recherche de la topologie perdue, 25–95, Progr. Math.,
62, Birkhäuser Boston, Boston, MA, 1986.

[5] M. J. Greenberg, Lectures on algebraic topology, W. A.
Benjamin, Inc., New York-Amsterdam, 1967.

[6] A. Haefliger, Knotted (4k− 1)-spheres in 6k-space, Annals
of Mathematics 75 (1962) 452-466.

[7] A. Haefliger, Differential embeddings of S n in S n+q for q >
2, Annals of Mathematics 83 (1966) 402-436.

[8] P. J. Hilton, S. Wylie, Homology theory: An introduction to
algebraic topology, Cambridge University Press, New York,
1962.

[9] W. S. Massey, Higher order linking numbers, in: Confer-
ence on Algebraic Topology (University of Illinois, Chicago
Circle, IL, 1968), University of Illinois, Chicago Circle, IL,
1969, pp. 174-205; reprinted in: Journal of Knot Theory
and Its Ramifications 7 (1998) 393-414.

[10] D. Roseman, M. Takase, High-codimensional knots spun
about manifolds, Algebraic and Geometric Topology 7
(2007) 359–377.

[11] S. Smale, On the structure of manifolds, American Journal
of Mathematics 84 (1962) 387–399.

[12] N. S. Steenrod, Cohomology invariants of mappings, An-
nals of Mathematics 50 (1949) 954-988.

[13] M. Takase, A geometric formula for Haefliger knots, Topol-
ogy 43 (2004) 1425–1447.

[14] M. Takase, The Hopf invariant of a Haefliger knot, Mathe-
matische Zeitschrift 256 (2007) 35–44.

[15] H. Uehara, W. S. Massey, The Jacobi Identity for White-
head Products, in: Algebraic Geometry and Topology. A
Symposium in hoor of S. Lefschetz, Princeton University
Press, Princeton, NJ, 1957, pp. 361-377.

[16] G. W. Whitehead, Elements of Homotopy Theory, Grad-
uate Texts in Mathematics, Vol. 61, Springer, New York,
Berlin, 1978.

(たかせまさみち: )


	1. 目標.
	2. Steenrodのfunctionalカップ積.
	3. 計算.
	4. 使用例.
	5. 質問コーナー.
	6. 宣伝と言い訳コーナー.
	参考文献

