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今号と次号の 2回にわたり，整数論で長年に
わたり未解決問題とされてきた「チェビシェフ
の偏り」に対して得た進展を報告する．「チェビ
シェフの偏り」は 19世紀にチェビシェフが指
摘した問題であり，「4で割って 3余る素数」が
「4で割って 1余る素数」よりも多めに存在す
るかにみえる現象を指す．よく知られているよ
うに，「ディリクレの算術級数定理」によってこ
れらは同数であることが証明されている．「チェ
ビシェフの偏り」はこの事実に矛盾するかのよ
うな現象である．この奇妙な「偏り」はどのよ
うに定式化され，それが発生する原因は何なの
か，これまで未解明であった．
このたび，東京工業大学名誉教授である黒川
信重氏 [7]によって 2012年頃から提唱されてき
た「深リーマン予想」を用いることにより，チェ
ビシェフの偏りの定式化と証明に成功した．そ
の結果，外見上は「不自然な偏り」に見えるこ
の現象は，実は，素数全体がバランスを保ちな
がら分布するために必要な「自然な現象」であ
ることが判明した．そのバランスとは「素因数
分解の一意性」すなわち「オイラー積」である．
オイラー積の究極的な収束性を表す「深リーマ
ン予想」を踏まえると，「チェビシェフの偏り」
の自然な定義が得られ，その存在を証明でき，
存在理由も明確になる．
今回，前編では，問題の端緒から本研究以前
になされていた先行研究までを紹介し，次号の
後編において，解明に至るアイディアと深リー
マン予想について解説する．

1 チェビシェフの手紙
1853年，チェビシェフは知人への手紙 [1]に

「素数に関する新たな発見」を記した．それは，
「4 で割って 3 余る素数」と「4 で割って 1 余
る素数」の分布の比較から判明した奇妙な「偏
り」であった．以下に，チェビシェフが記した
2つの例を紹介する．なお，手紙1には「新しい
結果（nouveau resultat）」と記されているもの
の証明は未記載であり，現在に至るまで証明は
知られておらず未解決問題とされているため，
以下では「予想」と呼ぶ．
予想１� �
次の級数は，c → 0 で +∞ に発散する．

e−3c − e−5c + e−7c + e−11c − e−13c

− e−17c + e−19c + e−23c + · · · (1)� �
予想２� �
f(x) が lim

x→∞
x

1
2 f(x) ̸= 0 を満たし，正で

単調減少であるとき，次の級数は発散する．

f(3)− f(5) + f(7) + f(11)− f(13)

− f(17) + f(19) + f(23) + · · · (2)� �
式 (1)の指数や式 (2)の変数に現れている数列

3，5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, · · ·
1手紙の原文はブリティッシュコロンビア大学のサイト

で入手可能である．
https://personal.math.ubc.ca/~gerg/teaching/592-
Fall2018/papers/1853.Chebyshev.pdf
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は，第 n項が「小さい方から数えて n番目の
奇素数 p」であり，符号は法 4の原始指標

χ−4(p) =

1 (p ≡ 1 (mod 4))

−1 (p ≡ 3 (mod 4))

である．すなわち，予想 1は

lim
c→0

∑
p: 奇素数

χ−4(p)e
−pc = ∞

と言い換えられるし，予想 2は「級数∑
p: 奇素数

χ−4(p)f(p)

が収束するためには，limx→∞ x
1
2 f(x) = 0 が

必要」と同値である．

これら 2つの予想の意味するところは何だろ
うか．まず，予想 1は，式 (1)を

lim
x→∞

 ∑
p≤x

p≡3 (mod 4)

e−pc −
∑
p≤x

p≡1 (mod 4)

e−pc


と書き換えれば，「4で割って 3余る素数」にわ
たる和と「4で割って 1余る素数」にわたる和
の比較とみなせる．c → 0 と x → ∞ は極限操
作の順序交換ができないため単純には論じられ
ないが，仮に c = 0を代入すれば，上の式は

lim
x→∞

(π(x, 4, 3)− π(x, 4, 1)) (3)

となる．ここで，π(x, q, a) は「qで割って a余
るような x以下の素数の個数」を表す記号であ
る．もし，極限 (3)が∞となれば，「4で割って
3余る素数」が「4で割って 1余る素数」より
も無数に多く存在することになる．実際には，
チェビシェフ以前の 1837年に「ディリクレの
算術級数定理」が証明されており，それら 2組
の素数は同数であることが知られていた．算術
級数定理を法 4の場合に記すと

lim
x→∞

π(x, 4, 3)

π(x, 4, 1)
= 1 (4)

となる．(3)と (4)を比べると，(3)は (4)より
も精密な主張である．このことを，後年 1896

年に証明された素数定理

lim
x→∞

π(x)

Li(x)
= 1 (5)

を用いて説明しよう．ここで，π(x) は「x以下
の素数の個数」であり，Li(x) は対数積分関数

Li(x) =

∫ x

2

dt

log t

で，x → ∞ における主な挙動は x/ log x であ
る．素数定理 (5)より，

π(x) = Li(x) + (誤差項)

となり，「誤差項」の部分は Li(x) よりも小さ
い．算術級数定理 (4)より，「4で割って 3余る
素数」と「4で割って 1余る素数」は素数全体
の半分ずつを占めるので，

π(x, 4, 3) =
1

2
Li(x) + (誤差項)

π(x, 4, 1) =
1

2
Li(x) + (誤差項) (6)

となる．この 2式の「誤差項」は Li(x) より小
さければ何でも良い．その大きさは (4)の正否
に影響がないし，2つの誤差項が互いに同程度
の大きさである必要もない．つまり，(4)は主
要項 1

2Li(x)のみを規定しており，それ未満の
項のことは何も主張していない．これに対し，
(3)は全く異なる．(6)を (3)に代入すれば，引
き算によって 1

2Li(x)が打ち消しあうので，

(3) = lim
x→∞

(誤差項どうしの差)

となる．すなわち，(3)の挙動は素数定理の誤
差項の大きさや，それらの内訳が「3余る素数」
と「1余る素数」にどのように配分されるかと
いった問題に深くかかわっている．そして，こ
れらの問題は，(4)のあずかり知らないことな
のである．
ここまで，説明のために仮に c = 0 として式
の意味を考えてきたが，実際には極限操作の順
序交換が成り立たず，極限 (3)は存在しない上
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に，差 π(x, 4, 3)−π(x, 4, 1) は，正になったり
負になったりを無限回繰り返すことが証明され
ている（第 3節「リトルウッドの定理」）．この
事実は，ディリクレの算術級数定理を踏まえれ
ば，直感的に理解しやすいだろう．π(x, 4, 3)と
π(x, 4, 1) は漸近的に等しいのだから，一方的
な大小関係は無く，両者が「抜きつ抜かれつ」
を永遠に繰り返す光景は，自然に想像できる．
したがって，式 (1)を考える上で，c = 0 を直
に代入することは，厳密には意味を持たない．
では，式 (1)の意味をどう考えたら良いだろ
うか．それは，チェビシェフが素数に「重み」を
付けることで，存在しない極限に解釈を与えた
ものと捉えられる．すなわち，従来の π(x, q, a)

は，どの素数も一様に「1個」と数えていたが，
これを「大きな素数を軽く」数えるように変え
ると真実が見えてくる．これがチェビシェフの
洞察であった．式 (1) の各項 e−pc は，c > 0

である限り，p の増大に伴い指数関数的に減少
する．したがって，収束性が良くなり，通常の
個数関数に対して存在しなかった (3) に相当す
る極限が存在したり，∞ や −∞ に確定したり
する可能性がある．単に「無限回符号が変わる
から収束しない」といって話を終わるのではな
く，無理やりにでも収束させることによって「3

余る素数」と「1余る素数」の違いを見極めよ
うとしているのである．式 (1)は，このような
「重みづけ」を施して素数を数えた「重み付き
個数」の差とみなせる．チェビシェフは，この
「重み付き個数」において，「3余る素数」が「1

余る素数」よりも（無数に）多く存在すること
を観察したのである．
なお，後年の研究（ハーディ・リトルウッド

[2]，ランダウ [4],[5]）により，予想 1はディリ
クレ L関数 L(s, χ−4) に対するリーマン予想
と同値であることが証明された．よく知られて
いるように，ディリクレ L関数のリーマン予
想は「ディリクレ素数定理（算術級数定理）の
誤差項」の精密化とも同値であるから，先ほど
c = 0 の場合に言及した「(3)が (4)よりも誤
差項に関してより精密な主張である」という点

は，c → 0 でも成り立つことがわかる．

次に，予想 2について見てみよう．予想 1は，
指数関数的に減少する例を用いたが，減少の度
合いはどこまで緩やかにできるだろうか．たと
えば，f(x) = 1/xα (α > 0) とおいて考えてみ
よう．すると，予想 2は，級数∑

p: 奇素数

χ−4(p)

pα

の収束を論じていることになる．この級数の
収束は，ディリクレ L 関数 L(s, χ−4) のオイ
ラー積

L(s, χ−4) =
∏

p: 奇素数
(1− χ−4(p)p

−s)−1

の s = α における収束と同値である．予想 2

は，この収束のために，limx→∞ x
1
2−α = 0，す

なわち，α > 1/2 が必要であることを主張し
ている．ここで得た境界 1/2は，後編で解説す
る「深リーマン予想」にも登場する．深リーマ
ン予想は，チェビシェフが触れなかった「境界
α = 1/2 における挙動」にまで踏み込んでお
り，それを用いると「偏り」が解明されるので
ある．
過去に「チェビシェフの偏り」を解説した多
くの文献で，予想１のみが言及されることが多
かった．これに対して予想 2はほとんど無視さ
れてきたと言える．予想 2を詳しく論じた文献
を私は見たことがない．しかし，チェビシェフ
は手紙を書いた段階で，すでに境界 1/2を意識
しており，それを予想 2に記した．ある意味で，
彼は深リーマン予想に近づきつつあったのかも
しれない．

2 チェビシェフの偏り
予想 1では，「4で割って 3余る素数」が「4

で割って 1 余る素数」よりも多く存在するよ
うに見える現象を，素数に重みを付けて考えた
が，実際の素数の個数はどうなのか，確認して
みよう．
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目を見張るのは，不等式

π(x, 4, 3) ≥ π(x, 4, 1) (7)

が成り立つような xが，圧倒的に多いことであ
る．π(x, q, a)の値が変わるのは xが素数のと
きのみであるから，素数 xについてのみ不等式
を考察すれば十分である．すると，x < 26861

なるすべての素数 xに対して不等式 (7)は成り
立ち，この間で不等式 (7)の等号が成り立つ素
数 xは，たったの 4個しかない．そして，素数
x = 26861において，初めて逆側の不等号「＜」
が成立するが，すぐ次の素数 x = 26863で再び
等号が成り立ち，その次の素数 x = 26879で再
び不等号「＞」が成り立つ．そして，その後は
しばらく不等号の向きが変わらない．次に不等
号「＜」が成り立つのは，なんと，x = 616841

のときである．61万過ぎまで圧倒的に「3余る
組」が優勢なのである．
この情景は，運動会の玉入れに例えるとイ
メージしやすいかもしれない．1組と 3組の試
合で，小さい素数から順に，「1余る素数」は 1

組のかごに，「3余る素数」は 3組のかごに玉を
入れていく．

ディリクレ素数定理（算術級数定理）によっ
て，両者が最終的に同点になることはわかって
いるが，そこに至る過程では，3組がリードす
る区間が圧倒的に長い．次ページの図は，300

万以下の代表的な xに対して，得点差をまとめ
たものである．ここからも，3組の優勢が見て
とれる．
ディリクレ素数定理（算術級数定理）で同数
であることが証明されているにもかかわらず，
実際の数値にこれだけ圧倒的な偏りが生ずる理
由は，いったい何なのだろうか？これが，19世
紀以来の未解決問題「チェビシェフの偏り」で
ある．

3 偏りの研究史
チェビシェフが指摘した「偏り」を研究する
ためには，まず「偏り」を定義する必要がある．
前節で紹介したデータを見ると，1組にほぼ勝
ち目は無いと思えるので，すぐに思いつく素朴
な予想は，以下のものだろう．

ある X が存在して，任意の x > X

に対して次の不等式が成り立つ．

π(x, 4, 3) > π(x, 4, 1)

しかし，1914年にリトルウッドが次の定理を
証明したことにより，この予想は否定された．
リトルウッドの定理 (1914)� �

x → ∞において，差 π(x, 4, 3)−π(x, 4, 1)

は，無限回符号を変える．� �
したがって，1組は弱いながらも，たまに勝つ
ことを永遠に止めないことがわかる．そこで，
次に思いつく自然な予想は，以下のものだろう．
ナポウスキー・テュランの予想 (1962)� �
不等式 π(x, 4, 3) > π(x, 4, 1) を満たす x

の自然密度は，x → ∞において1に収束す
る．すなわち，区間 A(X)を，π(x, 4, 3) >
π(x, 4, 1) が成り立つ実数 x ≤ X の集合
とおき，vol(A(X)) を区間 A(X) の長さ
とするとき，次式が成り立つ．

lim
X→∞

vol(A(X))

X
= 1. (8)� �
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この予想は，実数全体の中で「3組が勝つ x

が占める割合は 100%」という主張である．デー
タからはこれも正しそうに思える予想だが，証
明に向けた進展は全く得られないまま 30年以
上が経過した．そして 1995年，この予想は以
下の定理によって事実上，否定された．
カゾロフスキーの定理 (1995)� �
ディリクレ L関数 L(s, χ)に対するリーマ
ン予想を仮定すると，ナポウスキー・テュ
ランの予想の極限値 (8)は，存在しない．� �
こうして「チェビシェフの偏り」の証明どこ
ろか定義すら不明のまま，長い年月が経過した．
数値的なデータからは「3組優勢」の状況が歴
然としているのに，その圧倒的な偏りを数学的
に定式化できなかったのである．
そんな状況下で登場したのが，ルビンスタイ
ンとサルナックである．彼らは，リーマン予想
に加えて「線形独立予想」を仮定した．これは，
L関数の非自明零点の虚部が，有理数体 Q上
互いに線形独立であるという予想である．一般
に，ゼータ関数や L関数の非自明零点たちは
超越的であり，互いに一切の線形関係が無いと
考えられているため，この予想の真偽について
は賛否が無いと思われる．ただ，「非自明零点の
虚部の線形独立性」を扱うこの予想は，実部を
規定する「リーマン予想」の先にある予想であ
り，現状では証明の糸口すら不明で，解決の見
込みは全くない．夢のまた夢である．

ルビンスタイン・サルナックの定理 [6]� �
ディリクレ L関数 L(s, χ)に対するリーマ
ン予想と線形独立予想を仮定すると，区間
A(X)の対数密度は，0.9959 · · · に収束す
る．すなわち，次式が成り立つ．

lim
X→∞

1

logX

∫
t∈A(X)

dt

t
= 0.9959....

� �
対数密度という名称は，仮に A(X) が全区
間だとすると，上の積分が∫

t∈A(X)

dt

t
=

∫ X

1

dt

t
= logX

と対数を用いて表されることに由来する．対数
密度は，対象を実数から自然数に代えても定義
できる．彼らの結論は，自然数の密度として述
べると，次のようになる．

lim
X→∞

1

logX

∑
n∈A(X)

1

n
= 0.9959....

左辺の∑
n∈A(X)

1
n は，チェビシェフが考え

た「重み付き個数」の類似とみなせる．なぜな
ら，自然数を一様に「1個」ずつ数える代わり
に，各自然数 nを「 1

n 個」と数えて「重み付き
個数」を求めた式と似ているからである．ただ，
素数や自然数の個数を直接数えているわけでは
なく，「x以下で数えたときに 3組リードとなる
ような x」の個数を考えている点が異なる．こ
の点は，次節および後編で説明する「先行研究
の欠陥」に関連する．
彼らの論文 [6]が発表されて以来，素数全体
が，同じ大きさの 2つの組に分かれている場合
の「チェビシェフの偏り」の定義は，
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一方の組がリードする区間の対数密
度が，1/2 を超えること

とされるようなった．1/2は，各組が素数全体
の中に占める自然密度から来ている．
これを一般化すると，必ずしも同じ大きさで
ない複数の組に素数全体が分けられているとき
の「チェビシェフの偏り」は，次のように定義
される．

特定の組の素数がリードする区間の
対数密度が，その組が素数全体の中
で占める自然密度よりも大きいこと．

一応の定義はできたものの，偏りが発生す
る理由は未解明のまま，30年の歳月が流れた．
この間，世界中の研究者によって，この定義に
則った「チェビシェフの偏り」に関する研究論
文が，数多く出版された．

4 先行研究の欠陥
論文 [6]によって得られた「チェビシェフの
偏り」の定式化は，はたして正しいのだろうか．
私は，以下の 3つの理由から，この定義は不十
分であると考える．

1. 「リードする区間の長さの割合」を用いて
も，「偏りの大きさ」は表現できない．

2. 仮定の「線形独立予想」が唐突で，不自然
である．

3. 1/2という境界値は，真実の 0.9959 · · · と，
かけ離れている．

次号の後編では，これらの欠陥について解説
した後，1～3のすべてを解消した「チェビシェ
フの偏り」の新たな定式化を提唱する．そして，
実際に深リーマン予想の仮定下で，偏りの存在
を証明する．
また，以上の着想は広範なゼータ関数・L関
数に拡張が可能である．したがって，様々な一
般化により，これまで知られていなかった新た

な偏りを発見でき，素数分布論への貢献を得る
のである．
なお，本稿および次号の後編で報告する内容
の一般向けの解説が，拙著 [8]にある．興味の
ある方は参照されたい．
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