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１．緒言 
本研究は，「如何にして学習者を深い学び

に導けるか？」という問いに対して，知的好
奇心の喚起と AL の 2 つの手法を組み合わせ
て実証を試みる。知的好奇心の喚起は，STEAM
教育における工学分野(E)と数学(M)の関連
性に着目した学習活動によって実践する。AL
は，ゼミ形式の 4年次学科横断科目「リベラ
ルアーツ特論」で実践する。曲率の応用とし
て，曲面曲率のプロットをテーマに扱い，そ
の調査結果を報告する。 
 
2. 空間の曲率と曲率の求め方 
平面曲線の曲がり方を測る指標として曲

率が知られている。曲線上のある点付近の曲
線は曲率円という円で近似することができ
る。この曲率円の半径を曲率半径といい,こ
の曲率半径が大きいと曲がり方が小さくな
る。曲面の曲率では曲線と同様に平面や凹凸
のある面などの曲がり具合や曲がりの程度
を定量化した数値となる。今回は空間の曲面
のパラメータ表示より, 3 次元の曲率(ガウス
曲率)を求める。 
曲面𝑆 = {𝑥(𝑢, 𝑣)}にける曲率は, 

𝐸＝𝑥𝑢・𝑥𝑢 , 𝐹＝𝑥𝑢・𝑥𝑣 ,  𝐺＝𝑥𝑣・𝑥𝑣 とした

時, 

𝐼＝ (
𝐸 𝐹
𝐹 𝐺

)を第一基本行列という。 

また、n を S の単位法線ベクトルとして, 

𝐿＝𝑥𝑢𝑢・𝑛 , 𝑀＝𝑥𝑢𝑣・𝑛 , 𝑁＝𝑥𝑣𝑣・𝑛とした

時, 

Ⅱ＝ (
𝐿 𝑀
𝑀 𝑁

)を第二基本行列という。 

I の逆行列を𝐼−1として, 𝐴 = 𝐼−1Ⅱを考える
と，曲率κは, 

κ= |𝐴| 

で求められる。 
 

３．曲面と曲率の三次元座標へのプロット 
 ここでは,曲面と曲率の三次元座標への
プロットについて述べる。この背景として,
難解な数式で表される曲面や曲率をプロ
グラムを使って可視化したいと考えたこ
とがきっかけである。 
 まず,曲面の曲率はプログラムを使って
求めることが不可能だと判断したため,人
の手で求める手法を用いた。 
次に,ここで求めた曲率の数式と元の曲面
の数式をプログラムに打ち込んでグラフ
にプロットした。上記の方法を用いて元の
曲面と、曲率のグラフを 3D プロットを用
いて三次元グラフに描画したものを下に
示す。 
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1：曲率とは

• 曲線や曲面の曲がり具合を表す度合い

であり、曲がり具合が大きければ曲率の値は

大きくなる。

例）半径rの円の曲率は
 

 
となる。

2：曲面の曲率(ガウス曲率)

• 曲面における曲率は、
ある曲面S=       に対し、
E＝     、F＝     、G＝     としたとき、

I＝
  
  

を第一基本行列という。

また、nをSの単位法線ベクトルとして、
L＝    n、M＝    n、N＝    nとしたとき、

Ⅱ＝
  
  

を第二基本行列という。

Iの逆行列を   として、A=   Ⅱを考えると曲率κは、
κ=|A|
で求められる。

3：曲率をプログラムへ展開

• 曲面の曲がり具合は前のページの数式で求められることがわかった。

• しかし、曲率が数式で表されても直感的にはそれがどういうグラフを描くのかは理解し難い。

• そこで、まず曲率を手計算で求める。次に、手計算で求めた数式をプログラムに打ち込んで、
グラフを描画する準備を行う。

• 元の曲面と、曲率のグラフを3Dプロットを用いて三次元グラフに描画。

（パラメータ表示から曲率までプログラムで計算しようとしたが技術的な問題で断念。）

４：曲面と曲率を描画するプログラム

• 描画曲面：一葉双曲面
• 使用ライブラリ：numpy, matplotlib, Axes3D

５：描画されるグラフ
パラメータ：a=b=c=1 パラメータ：a=3, b=2, c=3

パラメータ：a=2, b=3, c=3 パラメータ：a=6, b=3, c=2

６：曲率の可視化

• 与えられた曲面の曲率を手計算にて求め、その数式をプログラムで定義してグラフを描画さ
せることで、数式だけではわからなかった部分も見えてくる。

• パラメータの係数を変えることで、グラフや曲率がどのように変化するのかが理解できる。

• 今回の一葉双曲面においては係数値aとbについて、

a>b：曲率が大きくなる時が３回

a<b：曲率が大きくなる時が２回

a=b：u=0において曲率が最大

と推察できる。

７：まとめ

• 今回、直感的には理解し難い数式で表されたものをグラフに描画することによって理解しや
すい形に表現した。

• 描画に用いたプログラムは簡素なものだが十分に表現することができた。しかし、もっと複
雑な数式には対応できないと考えられる。

８：今後の展望

• より複雑な式に対応できるようにプログラム表現を充実させる。

• 双曲放物面やトーラスなど、他の面白い曲面のパラメータ表現を調べて曲率を計算し、解析
を行う。


