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1 はじめに
地球上に存在する多様な生物たちが，単一の共通祖先からどのように別々の系統に分岐

して現在に至ったかという（想像上の）進化史を単純明快に記述する手段として，「系統
樹」と呼ばれる木グラフは Charles Darwinの時代から広く使われてきた（図 1）．一方，
観測や計測などに基づく生物学的なデータから正しい進化史を解明する際には木構造で
は記述できない複雑な情報の取り扱いが必発するため，系統樹を一般化して分岐だけで
なく合流も表せるようにした「系統ネットワーク」という拡張版モデルを使いたいという
ニーズも古くからある．ところが，今日でも生物の進化を調べる研究において中心的な
役割を果たしているのは系統樹に関するデータ解析技術の方であり，系統ネットワーク
は生物間の距離（非類似度）を可視化する際のツールとして限定的な場面で利用されてい
るに過ぎない．長年のニーズと大きな科学的意義があるにも関わらず系統ネットワーク
を活用したデータ解析技術が未だに発展途上なのは，系統樹とは異なり系統ネットワー
クが網目のように複雑なネットワークも含む厄介なグラフのクラスであり，この大道具
の性質や使い道に関する数学や計算機科学や統計科学の様々な問題が解決されないまま
山積みになっているからである．
このような背景から，進化の系統樹から系統ネットワークへのパラダイム・シフトは数

理生物学者 Joel E. Cohenの 2004年の有名なエッセイ [3]の中でも数学と生物学で相互に
イノベーションを触発しうる研究テーマの一覧に挙げられており，この 20年で純粋・応
用を問わず様々な数学分野の研究者たちが系統学に関する研究領域に続々と参入してき
た．その中でも系統ネットワークに関する組合せ論は多くの新規参入者を巻き込んで成
長し，ソフトウェア開発につながる実用的な成果も生み出してきた若く勢いのある研究
エリアである．組合せ論的系統学の分野全体を俯瞰した包括的な解説は成書 [12, 18, 19]

に譲ることにして，本講演では，この研究分野の一端を紹介するべく，講演者による系統
ネットワークの構造定理とその応用に関する論文 [10]の内容を中心に概説する．

2 系統樹と系統ネットワーク
本稿を通じて，X = {1, . . . ,n}は空でない有限集合とする（X は現存する幾つかの生物

種の集合と解釈され，しばしばラベル集合と呼ばれる）．生物の進化を記述するという問
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図 1 (a)進化論の提唱者 Darwinが描いた “Tree of Life”の構想スケッチ（1837年）．
地球上の全生物の起源といえる共通祖先がかつて一つだけ存在し，そこから分岐を繰
り返して現在の多様性が生まれたのだという学説．(b)Darwinを熱烈に支持して学説
の普及を助けた生物学者Haeckelが実際に作成した系統樹（1866年）．(c)Science誌に
掲載された 1999年の Doolittleの論文 [5]で「現在のスタンダード」として紹介されて
いる進化のモデル．概形は系統樹に似ているが，頻繁ではないとはいえ分岐した道が
再び合流している部分があるので系統ネットワークである．

題意識のため，本稿で考察するグラフ／ネットワーク（これら二つの用語は区別せずに
用いる）は全て有限，単純，非巡回，有向グラフであり，各用語は次のように定義され
る．有向グラフとは，頂点集合 V とアーク（有向辺）集合 Aのペア (V , A)である．有向
グラフ G の頂点集合は V (G)，アーク集合は A(G)で表され，V (G)と A(G)がともに有限
集合のとき，G は有限グラフという．アーク a が頂点 u から頂点 v に向かうとき，a を
(u, v)で表す．逆に，tail(a)と head(a)は，それぞれ u と v を表す．グラフ G が単純グ
ラフであるとは，任意の a ∈ A(G)に対して head(a) ̸= tail(a)であり，かつ，任意の異な
る a, a′ ∈ A(G)に対して (head(a), tail(a)) ̸= (head(a′), tail(a′))であることをいう．単純グ
ラフ G が非巡回であるとは，G がサイクルを含まない，すなわち，任意の i ∈ [1,k]に対
して head(ai−1) = tail(ai )であるような A(G)の 3つ以上の要素の列 (a0, a1, . . . , ak−1)が存
在しないことをいう（ただし添字はmod k）．
グラフ G と H が与えられたとき， V (G) ⊆V (H)かつ A(G) ⊆ A(H)ならば G は H の部
分グラフであるといい，G ⊆ H と書く．部分グラフG ⊆ H は，H と同型でないときに H

の真部分グラフであるという．グラフG とアーク集合 A(G)の部分集合 A′が与えられた
とき, A′ は G の部分グラフ G[A′] := (V (A′), A′)を誘導するという．ただし， V (A′)は A′

に含まれる全てのアークの headと tailの集合を表す．さらに，|A(G)| ≥ 1なるグラフ G

と A(G)の分割 {A1, . . . , Aℓ}が与えられたときに，集合族 {G[A1], . . . ,G[Aℓ]}を G の分解と
いう．なお，集合 S の分割とは，和集合が S になるような空でない互いに素な部分集合
の集まりである．
有向グラフ N の頂点 v に対して，v の入次数と出次数は，それぞれ集合 {a ∈ A(N ) |



head(a) = v}と集合 {a ∈ A(N ) | head(a) = v}の要素の数と定義され，それぞれ deg−
N (v)

と deg+
N (v)で表される．非巡回グラフ N に対して，(deg−

N (v),deg+
N (v)) = (1,0)を満たす

頂点 v ∈V (N )は N のリーフと呼び，N のリーフを全て集めたものを N のリーフ集合と
いう．リーフという用語は木に対して用いられることが多いが，ここで述べたように系統
学分野では木以外のグラフに対しても末端の頂点のことをリーフと呼ぶのが慣例となっ
ている．
本稿ではこれまでに「系統ネットワーク」と「系統樹」という言葉を用いてきたが，以

下ではこれらを数学的に定義する（系統ネットワークの具体例は図 3の N を見よ）．

定義 2.1. ラベル集合 X に対し，次の条件 1–3を満たす有限単純非巡回有向グラフ N を
（X 上の根付き二分）系統ネットワークと呼ぶ．
条件 1 N のリーフ集合とラベル集合 X の間に一対一の対応関係がある
条件 2 N は deg−

N (ρ) = 0かつ deg+
N (ρ) ∈ {1,2}を満たす頂点 ρを唯一つ持つ

条件 3 N のリーフと ρを除く任意の頂点 v は {deg−
N (v),deg+

N (v)} = {1,2}を満たす

定義 2.1 の条件 2 における頂点 ρ は N のルートといい，これは N のリーフに対
応する現存種たちの共通祖先として解釈される．また，定義 2.1 の条件 3 における
(deg−

N (v),deg+
N (v)) = (2,1)の頂点を合流点（reticulation vertex）と呼ぶ *1．次の定義 2.2

を見ての通り，系統ネットワーク *2と系統樹の違いは合流点の有無だけである．

定義 2.2. ラベル集合 X に対し，定義 2.1の条件 1と条件 2および，次の条件 3’を満たす
有限単純非巡回有向グラフ N を（X 上の根付き二分）系統樹と呼ぶ．
条件 3′ リーフでもルートでもない N の任意の頂点 v に対しては，(deg−

N (v),deg+
N (v)) =

(1,2)が成立する

3 Tree-basedな系統ネットワークと全域系統樹
本稿での問題意識を説明するために，興味のある生物種の集合 X 上の根付き二分系統

ネットワーク N が何らかのデータと何らかの方法を用いて構築されたが，N は合流点を
持つため系統樹のように容易に解釈できず，X が辿った進化史について専門家でも意見
が分かれてしまう状況を考えてみよう（図 2参照）．この場合，N を眺めていても有意義
な情報は得られそうにないので，N から余分なアークを削ぎ落として生物学的に解釈し
やすい部分——N に含まれる X 上の根付き二分系統樹 T に相当する部分——を抽出する
というのは現実的な方針である．そこで「N の余分なアーク」や「N に含まれる X 上の

*1樹状ではなくネットワーク状の進化を意味する reticulate evolutionの訳語として「網状進化」という用語が
定着しているので，reticulation vertexも「網状点」と訳すのが自然かもしれないが，標準的な訳語が見当た
らなかったため，ここでは理解しやすさを優先して「合流点」と呼ぶことにした（合流という解釈が妥当でな
い場合もあるので，本当は無理に和訳しないほうが安全である）

*2本稿で取り扱う系統樹や系統ネットワークは全て「X 上の根付き二分」であるため，以後は混乱の恐れがな
ければ「系統樹」や「系統ネットワーク」という略称を用いても良いことにする．



根付き二分系統樹 T に相当する部分」を意味する用語を定義していこう．図 3で例示し
た通り，本稿では，X 上の根付き二分系統ネットワーク N に X 上の何らかの根付き二分
系統樹 T̃ と位相同型な全域木 T が存在するときに「N には T̃ が（T という形で）含まれ
る」と解釈する．そのような全域木 T を N の全域系統樹 *3と呼び，全域系統樹を 1つ以
上持つ系統ネットワークを tree-based networkと呼ぶ．
なお，全域系統樹 T を題材とする諸問題を取り扱う本稿では T が主役となる tree-based

networkの定義を採用しているが，これと同値だが直観的に理解しやすいものとして，T

と位相同型な T̃ に着目した別の定義もある（図 4参照）．

情報源Aのデータから
推定された系統樹
（正しい確率 0.1）

0.1 0.9

1 1

1 1

1

情報源Bのデータから
推定された系統樹
（正しい確率 0.9）

矛盾する二つの系統樹を
統合した系統ネットワーク

（各アークの重みは真の進化史に含まれる確率）

図 2 互いに矛盾する二つの系統樹を混合して作られた系統ネットワーク．この系統
ネットワークはサイズが小さいので赤の系統樹（尤度 0.9）と青の系統樹（尤度 0.1）を
復元することは容易にできるが，一般には混合前の系統樹を復元することは難しい．
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図 3 根付き二分系統ネットワーク N と全域系統樹 T の例（T のアークは実線部）．全
域系統樹が少なくとも一つ存在するので N は tree-based networkの例でもある．

Tree-based networkは Francisと Steelの 2015年の論文 [7]以来，理論生物学のホット
な研究トピックになっている（例：[7, 1, 21, 9, 2, 13, 16, 22]）．それは tree-based network

がこれまでに組合せ論やアルゴリズムの視点で熱心に研究されてきた系統ネットワーク
の多様なサブクラスを含む一般的なものであることに加え，生物学者から見ても意味付

*3 Tree-based networkや全域系統樹は [7]で導入された概念である．ただし全域系統樹という日本語訳は筆者
がつけたもので，英語では support treeや subdivision treeと呼ばれる．
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図 4 Tree-based networkの構成方法に着目した別の同値な定義．図 3の記法でいえ
ば，一番左が T̃，一番右が N である．

けが容易で系統樹の自然な一般化と見なせる進化のモデルだからである．図 3の通り N

の全域系統樹 T が（したがってそれと位相同型な系統樹 T̃ が）存在するとき，N が T̃ に
0本以上のアークを追加して作られる系統ネットワークなのは自明だが，N が「二分」系
統ネットワークであることを思い出せば，T̃ に追加されたアーク同士が互いに端点を共
有できないことにも気づく．つまり N の全域系統樹に含まれないアークというのは（あ
えて統計科学的な意味付けを試みるとすれば）真の系統樹 T̃ に付加された互いに独立な
ノイズのようなものであり，N の全域系統樹というのは N に含まれる独立ノイズを除去
して真の系統樹 T̃ に相当する成分だけを抽出したものといえるだろう．

4 全域系統樹に関する基本的な計算問題
Tree-based networkは系統ネットワークの properなサブクラスであり，例えば図 5の

左に描かれた系統ネットワークは全域系統樹を持たない．すると，まずは以下の決定／
探索問題を論じるのが順当であろう．

問題 1 ([7]). X 上の根付き二分系統ネットワーク N が与えられたとき， N の全域系統樹
T が存在するか否かを決定せよ．存在するならば，N の全域系統樹 T を一つ見つけよ．

問題 1が入力サイズ |A(N )|に関する線形時間で解けることを示した先行研究は幾つか
あるが（[7, 21]），本質的に重要なのは全域系統樹を作るうえで「許容可能（admissible）」
なアークの選び方を定める定義 4.1と，その必要十分性を示す定理 4.2である．

定義 4.1 ([7]). N を X 上の根付き二分系統ネットワークとする．A(N )の部分集合 S が
admissibleであるとは， S が以下の条件を全て満たすことをいう:

C0 Sは deg−
N (v) = 1または deg+

N (u) = 1を満たす任意の (u, v) ∈ A(N )を含む
C1 head(a1) = head(a2)を満たす任意の a1, a2 ∈ A(N )に対し，{a1, a2}の要素のうち

ちょうど 1つが S に含まれる.

C2 tail(a1) = tail(a2)を満たす任意の a1, a2 ∈ A(N )に対し，{a1, a2}の要素のうち少な
くとも 1つが S に含まれる.

定理 4.2 ([7]). X 上の根付き二分系統ネットワーク N に対して，N の任意の全域系統樹



は，A(N )の admissibleな部分集合 S が誘導する N の部分グラフ N [S]である．さらに，
A(N )の admissibleな部分集合 Sたちの族と，N の全域系統樹のアーク集合の族は一対一
に対応する．

ところで，任意の根付き二分系統ネットワークは，新たに幾つかのリーフを追加するこ
とで tree-based networkに変換することができることが知られている（図 5）．
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図 5 リーフを追加することで全域系統樹を持たない系統ネットワークを tree-based

networkに変換できる．この例では 1個のリーフを追加するだけで変換できた．

この観察から，問題 1の亜種といえる，次の逸脱度評価問題というものが現れる．論文
[6]では問題 2がO(|V (N )|3/2)時間で解けることが示されていた．

問題 2 ([6]). X 上の根付き二分系統ネットワーク N が与えられたとき， N を tree-based

networkに変換するために必要な追加リーフ数の最小値 δ(N )（≥ 0）を求めよ．

決定問題が解の個数が 0か否かだけを尋ねるのに対して数え上げ問題は解の個数を明
示的に尋ねる問題である．その一つである次の問題 3も論文 [7]で言及されて以来，応用
上重要だが時間計算量が自明でない計算問題として注目を集めた．その後の論文 [16]で
問題 3が多項式時間で解けることは示されたが，具体的な計算量は知られていなかった．

問題 3 ([7]). X 上の根付き二分系統ネットワーク N が与えられたとき， N の全域系統樹
の個数 α(N )を決定せよ．

次の問題 4は，数え上げの発展型といえる列挙問題である．論文 [7]では α(N ) = 2r（r

は N に含まれる合流点の個数）となる系統ネットワーク N が存在する（つまり全域系統
樹を全列挙するのに要する時間は入力サイズの指数時間になりうる）ことが指摘されて
いた．

問題 4 ([7]). X 上の根付き二分系統ネットワーク N が与えられたとき， N の全域系統樹
T1, . . . ,Tα(N )を全て列挙せよ．

この問題 4に限らず，一般に，列挙問題の数の個数は入力サイズの多項式関数で抑え



られるとは限らず，場合によっては解が無数に存在することもある．そのため，通常の計
算問題とは異なり，列挙アルゴリズムの効率の良さを評価する際には，入力サイズだけで
なく出力サイズも考慮しなければならない．列挙アルゴリズムの中で効率的なクラスの
一つとされるのは多項式時間遅延アルゴリズム [14]で，これは一つの解を見つけてから
次の解を見つけるまでの時間が毎回入力サイズに関する多項式関数で抑えられるような
やり方で全ての解を次々に列挙するものである [8]．これに該当するアルゴリズムは実行
時間が出力サイズに対して線形となるので，列挙するべきものの個数が増大しても計算
時間が膨れ上がらないという点で確かに優れている．よって，問題 4に対する多項式時
間遅延アルゴリズムが存在すれば，問題 4は効率的に解ける問題であるといえる．

Tree-based networkの各アークを非負実数値（例：確率）で重み付けすると，全域系統
樹に関する最適化問題（例：尤度最大の全域系統樹を求める問題）が自然に現れることは
既に図 2で見た通りだが，少々意外なことに講演者の論文 [10]は重み付きの tree-based

networkを扱った最初の研究であり，したがって問題 5に関する先行研究も当然なかっ
た．N の全域系統樹の総数 α(N )が入力サイズに関して指数関数的になりうることを思
い出せば，それら全てに対して目的関数の値を計算して最適なものを選ぶという方法で
は指数時間を要することがすぐに分かるが，多項式時間で解くアルゴリズムが存在する
か否かは全く自明ではない．

問題 5 ([10]). X 上の根付き二分系統ネットワーク N とそれに関する重み付け関数
w : A(N ) →R≥0が与えられたとき，目的関数 f (T ) =∑

a∈A(T ) w(a)の値を最大化する N の
全域系統樹 T を求めよ *4．

5 根付き二分系統ネットワークの構造定理
前節では系統ネットワークと全域系統樹に関する一連の計算問題とそれぞれの先行研

究について概説した．この節ではそれらの多様な問題を統一的なアプローチで解くこと
を可能にする「系統ネットワークの構造定理」を紹介する．まずは，この定理を述べるた
めに必要な用語を導入する．

X 上の根付き二分系統ネットワーク N に対して， N のジグザグ・トレイルと
は，|A(Z )| ≥ 1 を満たす N の連結部分グラフ Z で，任意の i ∈ [1,m − 1] に対して
head(ai ) = head(ai+1) or tail(ai ) = tail(ai+1) であるような A(Z ) の置換 (a1, . . . , am)

のことである．N の任意のジグザグ・トレイル Z は，（必ずしも互いに異なると
は限らない）頂点と，互いに異なるアークの交互列で表すことができる（例えば
(v0, (v0, v1), v1, (v2, v1), v2, (v2, v3), . . . , (vm , vm−1), vm)）．しかし，本稿ではより簡潔に，上

*4ここでは各アークの不確かさに応じた確率 w が与えられている状況で尤度または対数尤度 f (T )が最大と
なる N の全域系統樹 T を求めるという最尤推定の文脈を想定しているが，もちろん確率以外の重み（時
間や長さ）を考えても良いし，符号を変えて最小化問題にしても良いし，目的関数を和ではなく積の形
f (T ) =∏

a∈A(T ) w(a)に設定しても良い（logをとれば同じことである）．



記の Z を v0 > v1 < v2 > v3 < ·· · > vm−1 < vm（またはその reverse order）という記法で表
す．混乱の恐れがない場合は，(a1, . . . , am)という表記も用いる．

N のジグザグ・トレイル Z が極大であるとは，Z が Z ′の真部分グラフであるような N

のジグザグ・トレイル Z ′が存在しないことをいう．N の任意のジグザグ・トレイル Z は
次の 4つのいずれかに分類できる（図 6)．N のジグザグ・トレイル Z は，m := |A(Z )| ≥ 4

が偶数で，Z が v0 < v1 > v2 < v3 > ·· · > vm−2 < vm−1 > vm = v0の形で表せるときにクラウ
ンといい，そうでない場合，Z はフェンスという．さらに，m := |A(Z )| ≥ 1が奇数である
フェンス Z はN-フェンスといい，Z : v0 > v1 < v2 > v3 < ·· · > vm−2 < vm−1 > vmの形で表
される．m ≥ 2が偶数であるフェンス Z は Z : v0 > v1 < v2 > v3 < ·· · < vm−2 > vm−1 < vm

の形で表されるときW-フェンスといい，Z : v0 < v1 > v2 < v3 > ·· · > vm−2 < vm−1 > vm の
形で表されるときM-フェンスという.任意のフェンス Z に対して,両端の二頂点 v0と vm

は N の endpointsという．

v1 v3 v5 v7

v0 = v8 v2 v4 v6

v1 v3 v5 v7

v0 v2 v4 v6

v1 v3 v5

v0 v2 v4 v6

v0 v2 v4 v6

v1 v3 v5

図 6 N における極大ジグザグ・トレイル Z の 4つのケース．左上：クラウン．左下：
N-フェンス．右上：W-フェンス．右下：M-フェンス．

注 5.1. フェンスとクラウンという用語は posetの理論において使われるものであり，通
常は図 6に示すように二部グラフの形で表されるものを指すが [17]．本稿では図 7のよ
うな非典型的なM-フェンスを認めていることに注意されたい．

v1 = v4 v3

v0 v2

図 7 注 5.1の例．これは v0 < v1 > v2 < v3 > v4の形で表されるM-フェンスである.



定理 5.2 (根付き二分系統ネットワークの構造定理 (1)). X上の任意の根付き二分系統ネッ
トワーク N に対して，N の分解Z = {Z1, . . . , Zℓ}で，各 Zi ∈Z が N のジグザグ・トレイ
ルであるようなものは，唯一つ定まる.

定理 5.2で言及しているZ を，N の極大ジグザグ・トレイル分解と呼ぶ．

x1 x2 x3

ρ

x1 x2 x3

ρ

図 8 定理 5.2の例．X = {x1, x2, x3}上の根付き二分系統ネットワーク N の極大ジグザ
グ・トレイル分解．複数の種類の線を用いたのは，異なる極大ジグザグ・トレイル sを
強調表示するためである．いずれのネットワークも，3つの極大M-フェンス，2つの
極大N-フェンス，1つの極大W-フェンスに分解される.右は文献 [7]で論じられたネッ
トワークを題材とした例である．なお，図 7のM-フェンスと同型であるものが黒の太
線矢印で描かれている．

補題 5.3. N は X 上の任意の根付き二分系統ネットワークで，Z = {Z1, . . . , Zℓ}は N の極
大ジグザグ・トレイル分解とする．このとき， S ⊆ A(N )が A(N )の admissibleな部分集
合であることと，各 i ∈ [1,ℓ]に対して Si := S∩A(Zi )が A(Zi )の admissibleな部分集合で
あることは同値である．

補題 5.3の証明は，Sが定義 4.1の条件 C0， C1，C2を満たすことと，各 i ∈ [1,ℓ]に対
して次の C0′，C1′，C2′が成立することが同値であることを示すことによる：

C0′ Sは deg−
Zi

(v) = 1または deg+
Zi

(u) = 1を満たす任意の (u, v) ∈ A(Zi )を含む
C1′ head(a1) = head(a2)を満たす任意の a1, a2 ∈ A(Zi )に対し，{a1, a2}の要素のうち

ちょうど 1つが Si に含まれる.

C2′ tail(a1) = tail(a2)を満たす任意の a1, a2 ∈ A(Zi )に対し，{a1, a2}の要素のうち少な
くとも 1つが Si に含まれる.

以後，N の極大ジグザグ・トレイル sの順序を固定し，Z の代わりに列 (Z1, . . . Zℓ)を考
える．これにより，N の部分グラフG を直積∏

i∈[1,ℓ] A(G)∩ A(Zi )と同一視することがで



きるようになる．さらに，各 i ∈ [1,ℓ]に対して，A(Zi )の要素の順序も固定し，A(Zi )の
代わりに列 (a1, . . . , ami )を考える（mi := |A(Zi )|）．これにより，A(Zi )の任意の部分集合
を長さmi の 0-1配列でエンコードできるようになる．例えば，A(Zi ) = (a1, a2, a3, a4, a5)

について，部分集合 {a2, a4, a5} ⊆ A(Zi )は 〈01011〉 = 〈(01)21〉で表すことができる．この
記法を用いて，各 i ∈ [1,ℓ]につき，A(Zi )の部分集合の族S (Zi )を次のように定義する．

S (Zi ) :=


{〈(10)mi /2〉, 〈(01)mi /2〉} （Zi がクラウンの場合）{〈1(01)(mi−1)/2〉} （Zi が N-フェンスの場合）{〈1(01)p (10)q 1〉 | p, q ∈Z≥0, p +q = (mi −2)/2

} （Zi がM-フェンスの場合）
(1)

なお，上の 0-1配列を用いた表現は，その対称性より，順列 (a1, . . . , ami )の決め方に依
らない．例えば Zi が N-フェンスの場合， 〈1(01)(mi−1)/2〉とその reverse orderingは同一
である．

定理 5.4 (根付き二分系統ネットワークの構造定理 (2)). N は X 上の任意の根付き二分系
統ネットワークで，Z = {Z1, . . . , Zℓ}は N の極大ジグザグ・トレイル分解とする．このと
き，N が全域系統樹を持つことと，Z のどの要素 Zi もW-フェンスでないことは同値で
ある．また，N が全域系統樹を持つとき，N の全域系統樹の集まり T は，式 (1)の集合
族 S (Zi )を用いて次のように特徴づけられる：

T = ∏
i∈[1,ℓ]

S (Zi ). (2)

6 問題 1–5に対する線形時間・線形時間遅延アルゴリズムの導出
定理 5.4から，これまでに述べた一連の計算問題に対する高速なアルゴリズムを直ちに

導かれる．どのアルゴリズムも N の極大ジグザグ・トレイル分解Z を計算するという前
処理からスタートするが，N の極大ジグザグ・トレイル分解Z は N の各アークを 1回ず
つ通るだけで得られるから，この前処理は O(|A(N )|)時間でできる．入力 N の読み込み
にはΩ(N )時間を要するから，次の命題の通り，この前処理は Θ(|A(N )|)時間でできる．

命題 6.1. X 上の任意の二分系統ネットワーク N に対して，N の極大ジグザグ・トレイル
分解Z = {Z1, . . . , Zℓ}は Θ(|A(N )|)時間で計算できる．

定理 5.4の前半部分と命題 6.1より，問題 1の決定問題については，N の極大ジグザ
グ・トレイル分解Z にW-フェンスがあるか否かをチェックするという Θ(|A(N )|)時間ア
ルゴリズムが得られる．探索問題については，N の各ジグザグ・トレイル Zi に対応する
S (Zi )から任意の要素を一つだけ選択することで全域系統樹を誘導するアーク集合が得
られるため，やはり Θ(|A(N )|)時間で解ける．決定問題の発展型である問題 2について
は，Z に含まれるW-フェンスの個数を数えるという Θ(|A(N )|)時間アルゴリズムが得ら



れる．何故なら，N の極大W-フェンスはリーフを一つ追加するだけで解消することがで
きるので（図 9），問題 2で要求されている δ(N )は N の極大ジグザグ・トレイル分解 Z

に含まれるW-フェンスの個数と等しいからである（当然，その個数は Θ(|A(N )|)時間で
計算できる）．
定理 5.4によって N の全域系統樹の集まり T が式 (1)の集合族 S (Zi )の直積で表され

たので，系 6.2の通り，全域系統樹の個数 α(N ) = |T |は各極大ジグザグ・トレイル Zi に
おける A(Zi )の admissibleな部分集合の個数 α(Zi ) = |S (Zi )|の積と等しい．したがって
問題 3も Θ(|A(N )|)時間で解ける．

系 6.2. N は α(N ) ∈ Z≥0 個の全域系統樹を持つ X 上の二分系統ネットワークで， Z =
{Z1, . . . , Zℓ}は N の極大ジグザグ・トレイル分解とする．このとき，α(Zi )は式 (3)のよう
になり，α(N ) =∏ℓ

i=1α(Zi )が成立する．

α(Zi ) =


0 （Zi がW-フェンスの場合）
1 （Zi が N-フェンスの場合）
2 （Zi がクラウンの場合）
|A(Zi )|/2 （Zi がM-フェンスの場合）

(3)

探索問題を解く前述の線形時間アルゴリズムで全域系統樹を一つ得たら，その全域系統
樹を構成する S (Zi )の要素のどれかを別の要素に入れ替えれば新しい組合せが作れるの
で，毎回線形時間で次々に全域系統樹を列挙できる．全域系統樹の個数 α(N )が線形時間
で計算できるので，全ての要素を列挙し終えたか否かの判定も線形時間でできる．よっ
て，問題 4も線形時間遅延で解くことができる．問題 5についても，最適な全域系統樹の
アーク集合が各 S (Zi )の中で最適な要素を集めたものであることに気づけば，Θ(|A(N )|)
時間で解けることが直ちに分かる．

極大W-fence 1個

追加されたリーフ

極大N-fence 2個
リーフを1個追加

図 9 問題 2に対するアルゴリズムの要点（詳細は本文を参照）．

7 全域系統樹の個数 α(N )を数える意義
系統ネットワークの構造定理から導かれたアルゴリズムによって何ができるように

なったのかを，数え上げの具体例を通じて見てみよう．ある生物学者が x1, . . . , x8という 8

つの種に関して考えられる進化の道筋を全て描き出して一つの図にまとめ上げたところ，



系統樹とは似ても似つかない，図 10の複雑な系統ネットワーク N が得られたとする．こ
のようなネットワークは生物学的に意味のある情報を何も持っていないように見えるが，
果たして本当にそうだろうか？全域系統樹の個数 α(N )を数えることで，それを考察して
みよう．N を極大ジグザグ・トレイル分解すると，21個の極大 N-フェンスと 7個の極
大M-フェンスになるので，全域系統樹の個数は α(N ) = 7! = 5040である *5．α(N ) = 5040

という数字は大きいように感じられるかもしれないが，X = {x1, . . . , x8}上の根付き二分系
統樹の個数 (2|X |−3)!! = 13×11×·· ·×5×3×1 = 135135に比べれば少ない．よって，この
N には興味のある現存種の集合 X 上の全ての系統樹を網羅するほど無秩序で乱雑なもの
ではなく，真の系統樹の候補を（それなりに）絞り込んでくれているといえる．このよ
うに，サイズの大きな N に対しても容易に計算できる全域系統樹の個数 α(N )は，系統
ネットワーク N の乱雑さを表す簡便な指標として利用することができる．

x3 x4 x5 x6 x7 x8x2x1

ρ

図 10 数え上げの応用を説明するために用いた系統ネットワークの例（詳細は本文を参照）.

8 おわりに
系統ネットワークに含まれる系統樹を探るという問題意識に基づく組合せ論の問題は

色々なものがあるが（例えば [20, 22, 15, 4]）．本稿では特に根付き二分系統樹が全域木の
形で根付き二分系統ネットワークに含まれている状況を考え，これに関する最も基本的
な計算問題を 5つ紹介した．ここでは紹介しなかったが，牧野氏との共著論文 [11]では，
列挙と最適化の発展型でありバイオインフォマティクス的な意義もある，全域系統樹の

*5この値を α(N )の自明な upper bound 2r = 221 = 2097152（r は N の合流点の数）と比較すると，α(N )の厳
密な個数を数える意義が分かる．



「上位ランキング問題」（問題 6）に対して線形時間遅延アルゴリズムを与えた．一般に，
任意の k 個を列挙する問題と上位 k 個を順に列挙する問題では後者のほうが難しいはず
だが，全域系統樹に関しては列挙問題と上位ランキング問題の時間計算量が同程度とい
うのは興味深い．

問題 6 ([11]). X 上の根付き二分系統ネットワーク N，それに関する重み付け関数 w :

A(N ) →R≥0，および k ∈Z≥0が与えられたとき，目的関数 f (T ) =∑
a∈A(T ) w(a)の値の最

大を与えるものから順に N の全域系統樹を k 個列挙せよ．

今回紹介した tree-based networkと全域系統樹というテーマに限っても，組合せ論的
系統学にはまだまだ多数の興味深い問題がある．本稿で解説した全域系統樹の数え上げ
と密接に関連するが未だに計算量について何も知られていない問題として，論文 [10]で
は同型なものを除く全域系統樹の数え上げと，位相同型なものを除く全域系統樹の数え上
げという二つの問題を挙げたが，最近はこれらの問題をはじめとする諸問題を学生と共に
研究し，まだ部分的ではあるが色々な進展が得られている．組合せ論的系統学は生物学
の知識の有無を問わず参入できるため，様々なバックグラウンドの研究者を巻き込んで
成長している分野だが，日本ではほとんどの方にとってまだ馴染みがないかもしれない．
この特別講演を通じて，この研究分野に少しでも興味を持っていただけたら幸いである．
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