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Abstract
This article presents exact algebraic solutions to optimization problems of a double-mass dynamic vibration absorber

(DVA) attached to a viscous damped primary system. The series-type double-mass DVA was optimized using three

optimization criteria (the H∞ optimization, H2 optimization, and stability maximization criteria), and exact algebraic

solutions were successfully obtained for all of them. It is extremely difficult to optimize DVAs when there is damping

in the primary system. Even in the optimization of the simpler single-mass DVA, exact solutions have been obtained

only for the H2 optimization and stability maximization criteria. For H∞ optimization, only numerical solutions and an

approximate perturbation solution have been obtained. Regarding double-mass DVAs, an exact algebraic solution could

not be obtained in this study in the case where a parallel-type DVA is attached to the damped primary system. For the

series-type double mass DVA, which was the focus of the present study, an exact algebraic solution was obtained for the

force excitation system, in which the disturbance force acts directly on the primary mass; however, an algebraic solution

was not obtained for the displacement excitation system, in which the foundation of the system is subjected to a periodic

displacement. Because all actual vibration systems involve damping, the results obtained in this study are expected to be

useful in the design of actual DVAs. Furthermore, it is a great surprise that an exact algebraic solution exists even for such

complex optimization problems of a linear vibration system.
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1. 緒 言

動吸振器 (DVA: Dynamic Vibration Absorber)とは，制振対象となる物体の振動を抑えるために，その物体に取

り付けられる小型の振動体のことをいう．単一質量の動吸振器については，1883年にWattsによって考案され(1)，

Frahmによって 1909年と 1911年にそれぞれドイツとアメリカで特許を取られたとされている(2)．

減衰のある動吸振器の最適設計に対する最初の方法は 1928年に Ormondroydと Den Hartogによって提案され
(3)，この方法は日本では “定点理論”と呼ばれる．その設計規範は主振動系の共振振幅を最小化することを目標と

しており，現在では，この規範は H∞最適化と呼ばれる．定点理論は H∞最適化規範に基づく動吸振器の設計にお

ける一つの近似手法である．この定点理論に基づき，1932年に Hahnkammが動吸振器の最適同調条件 (主系と動

吸振器の最適の固有振動数比)を導き出し(4)，1946年に Brock が動吸振器の最適減衰比の式を導出した(5)．その

後，H∞ 最適化規範に基づく動吸振器の厳密な最適解が 2002年と 2003年に西原と浅見によって報告された(6),(7)．

∗1 正員，兵庫県立大学（〒 671-2280　兵庫県姫路市書写 2167）



彼らが用いた H∞ 最適化手法は “西原の方法”と呼ばれ，これは周波数応答関数における定点の存在を必要としな

い．これらの解は主振動系に減衰を含まない特別な場合の解である．

主系に減衰を有する場合の解については 1970年代から 1980年代にかけて発表されている(8)−(12)が，これらはす

べて数値解である．数値解は実用的でないので，著者は 2002年に摂動法による近似解を発表した(13)．以上のよう

に，動吸振器の H∞ 最適化に関しては，減衰系に対する代数的厳密解はまだ報告されていない．

動吸振器の第二の最適化規範は H2 最適化と呼ばれる．この規範は 1963年に CrandallとMarkによって提案さ

れ(14)，1982年にWarburtonによって代数解が発見された(15)．一般に H2 最適解の導出は H∞ 最適解に比べて容易

であり，主系に減衰を含む場合においても，力加振系と変位加振系の双方に対して，代数的な厳密解が 2002年に

浅見らによって得られている(13)．ところが，その解は非常に長大で，実用的な式とは言えない．

安定度最大化は動吸振器の第三の最適化規範であり，1997年に西原らによって提案された(16)．その目的は，振

動系の過渡応答を最短時間で減衰させようというものである．この規範から得られる興味ある結果は，主系に減

衰がある場合に対しても次のような極めて単純な設計式が得られることである．

νopt =
1

1+µ

(
1−ζ1

√ µ
1+µ −ζ 2

1

)
, ζ2opt =

ζ1 +
√

µ(1+µ −ζ 2
1 )

1+µ
(1)

ここで µ は主系に対する動吸振器の質量比，ν は同じく無減衰固有角振動数比，ζ1と ζ2はそれぞれ主系と動吸振

器の減衰比である．

上記のように，主系に減衰を含む場合には，単一質量動吸振器においても代数的な厳密解の導出は困難であり，

限られた場合にしか解は得られていない．最近では，動吸振器による制振性能の向上とロバスト性改善の目的か

ら多重質量動吸振器の研究が進められているが(17)−(22)，最適化の試みは長いあいだ数値解析によって行われてき

た．しかしながら，近年，Mathematicaのような数式処理ソフトウェアの能力が大幅に向上してきたことと相まっ

て，幾つかの振動モデルに対しては代数解が得られるようになってきた(23)−(26)．本研究で取り上げる二重質量動

吸振器においては，最適化すべき無次元パラメータの数が単一質量動吸振器の場合の 2個から 5個に増え，その

ことがこの動吸振器の最適化問題に対する求解を非常に困難なものにしている．幸いなことに，既報(27)−(29)で述

べたように，直列型の二重質量動吸振器については，直接最適化すべきパラメータの数が 5個から 4個に減少す

ることが明らかになった．このことと直列型に対してのみ成立するパラメータ間の 2個の単純な関係式の発見に

より，求解すべき二重質量動吸振器の未知パラメータの数が 2ないし 3個に減少した．本論文では，上記の三つ

の最適化規範のそれぞれに対して発見された直列型二重質量動吸振器の代数的厳密解を発表する．

よく知られているように，力励振を受ける 1自由度線形振動系のモビリティ伝達関数における共振振動数は系

の減衰比の値には影響されない．この性質は振動系の自由度が増えると失われるが，系全体が 3自由度振動系に

なると突然復活する．本論文の最後において，H∞規範と安定度規範によって最適化された直列型二重質量動吸振

器のモビリティ伝達関数において，共振振動数が主系減衰の影響を受けないことが例示される (H2 規範において

はまだモビリティ伝達関数に対する解は得られていない)．
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Fig. 1: Analytical model of a series-type dynamic vibration absorber (DVA) attached to a damped primary system

subjected to force or motion excitation
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2. 減衰系に取り付ける動吸振器の最適化問題

図 1は，減衰のある主系 (P)に直列に取り付けられた二つの動吸振器 Aと Bから成る 3自由度の振動系を表し

ている. 二つの動吸振器を直接主系に並列に取り付けた場合には，主系減衰がない場合でも代数解が得られていな

いので本研究では取り扱わない．また，図 1(a)は主系に直接励振力が作用する力加振系を，同図 (b)は基礎から

受ける変位励振系を表しているが，代数解が得られるのは力加振系の場合のみである．変位加振系では数値解と

摂動近似解を求めることにした．

図 1の振動系は線形系であるので，ω1, ω2, ω3 をそれぞれ主系と動吸振器 Aと Bの無減衰固有角振動数とする

とき，正弦波入力 f (t) = f0 sinωt に対する主系の定常応答 x1(t)の振幅比 |x1/( f0/k1)|は 8個の無次元パラメータ

λ =
ω
ω1

, µ =
m2 +m3

m1
, µB =

m3

m2
, ν =

ω2

ω1
, νB =

ω3

ω2
, ζ1 =

c1

2m1ω1
, ζ2 =

c2

2m2ω2
, ζ3 =

c3

2m3ω3
(2)

によって完全に記述できる．ここで

ω1 =
√

k1/m1, ω2 =
√

k2/m2, ω3 =
√

k3/m3 (3)

上記の無次元パラメータのうち，λ はゼロから無限大の範囲で変化すると想定し，µ の値は大きいほど動吸振器
の性能は向上する. 主系と動吸振器の質量比 µ と主系の減衰比 ζ1 の値が与えられたとき，残り五つの無次元パラ

メータに最適値が存在し，その最適値を探すのがこの系に対する動吸振器の最適化問題になる.

本論文の目的は，減衰を有する振動系に取り付ける動吸振器の最適設計条件を代数解の形で求めることである．

当然のことながら，主系に減衰がない特別な場合 (すなわち ζ1 = 0)については，すでにこの最適化問題が代数的

に解かれていなければならない．既研究(27),(29)において，動吸振器の代数的な厳密解が得られていたのは次の四つ

の設計問題に限られていた．

1. モビリティ伝達関数に対する H∞ 最適化設計

2. モビリティ伝達関数に対する H2 最適化設計

3. コンプライアンス伝達関数に対する H2 最適化設計

4. すべての伝達関数 (コンプライアンス，モビリティ，アクセレランス)に対する安定度最大化設計

これらの中で，主系に減衰がある場合について代数的厳密解が導かれたのは (1), (3),および (4)の場合のみであっ

た．以下では，図 1(a)に示される力加振系に対する (1), (3),および (4)の代数解をそれぞれ第 3, 4,および 6節で

示し，同図 (b)に示される変位加振系に対する (3)の摂動近似解を第 5節で示すことにする．

3. 力加振系に対する H∞ 最適化設計

動吸振器の H∞ 最適化規範は，主系の周波数応答関数の最大値 hmax (これを H∞ ノルムという)を最小化するこ

とを目的とする．この規範では，力入力に対する絶対速度応答であるモビリティ伝達関数の H∞ ノルム

hmax =

∣∣∣∣ ẋ1

ω1 f0/k1

∣∣∣∣
max

=

∣∣∣∣ λx1

f0/k1

∣∣∣∣
max

(4)

においてのみ代数解が得られた．今後，hmax の最小値を hmin と表記することにする．第 10節において記述され

る手順に従ってこの最小値化問題を解いた結果は以下のようになる．

µBopt =
1− r2

min −4ζ 2
1 +4µ

2
, νopt =

√
1+µBopt, νBopt =

1
1+µBopt

, ζ2opt = 0

ζ3opt =

√ µBopt

2(1+µBopt)
, hmin =

√
1

1− r2
min

 (5)
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ここで

rmin =

√√√√p0 −q1 −

√
3p2

0 − p2 −q2
1 −

2p3
0 − p0 p2 − p3

q1

p0 = 1−4ζ 2
1 +2µ, p1 = (3ζ 2

1 −2µ)µ3, p2 = 3(1−8ζ 2
1 +16ζ 4

1 )+4µ(3−12ζ 2
1 +µ)

p3 =−1+12ζ 2
1 −48ζ 4

1 +64ζ 6
1 −6µ(1−8ζ 2

1 +16ζ 4
1 )−4µ2(1−8ζ 2

1 −2µ)

p4 = 4µ4
(
27ζ 4

1 −36ζ 2
1 µ +16µ2

)
+12ζ 2

1 µ4
√

3
(
27ζ 4

1 −40ζ 2
1 µ +16µ2

)
q1 =

√
p2

0 −
1
3
(

p2 −2p1/3
4 +16p1 p−1/3

4

)



(6)

ここで用いられている記号 rは共振点の高さ hmax を次式に従って置き換えたものである．

r2 = 1− 1
h2

max
(7)

hmax を最小化する問題は rを最小化する問題に置き換えられる．rの最小値は rmin と表記されている．

ζ1 = 0のときには式 (5)は次のように簡単化される．

µBopt =
(
1+

√
2
)

µ , νopt =

√
1+
(
1+

√
2
)

µ , νBopt =
1

1+
(
1+

√
2
)

µ
, ζ2opt = 0

ζ3opt =

√√√√ 1
2

(
1+

√
2
)

µ
1+
(
1+

√
2
)

µ
, hmin =

√
1+

√
2

2µ


(8)

4. 力加振系に対する H2 最適化設計

動吸振器の H2最適化規範は，主系の周波数応答関数の下の 2乗面積 (これを H2ノルムという)を最小化するこ

とを目的とする．この規範では，力入力に対する絶対変位応答であるコンプライアンス伝達関数の H2 ノルム

Ia =
1

2π

∫ ∞

−∞

∣∣∣∣ x1

f0/k1

∣∣∣∣2 dλ (9)

においてのみ代数解が得られた．今後，Ia の最小値を Iamin と表記することにする．留数定理
(30)により式 (9)の定

積分を実行し，得られた式を最適化すべき四つのパラメータ (ζ2の最適値はゼロになることが知られており，これ

は除外する)で偏微分して得た 4元連立代数方程式を解いて，以下の H2 最適解が得られた．

µBopt = µ +q1/3
2 +µ2q−1/3

2 , νopt =
√

1+µBopt, νBopt =
1

1+µBopt
, ζ2opt = 0, ζ3opt =

ζ1µ
νopt(µBopt −2µ)

(10)

ここで

q2 = µ2
(

2ζ 2
1 −µ +2ζ1

√
ζ 2

1 −µ
)

(11)

Iamin の式は非常に長くなるのでここでは省いている．ζ1 = 0のときには式 (10)は以下のように簡単化される．

µBopt = 2µ, νopt =
√

1+2µ , νBopt =
1

1+2µ
, ζ2opt = 0, ζ3opt =

1
2

√
3µ

1+2µ
, Iamin =

1
2

√
3
µ

(12)

ζ3opt の式は，ζ1 がゼロに近づくと形の上では 0/0の不定形となるので，L’Hospitalの定理を用いて極限値を計算

すると，確かに式 (12)に帰着することが確認できる．

5. 変位加振系に対する H2 最適化設計

図 1(b)に示された変位加振系に対しては，次の H2 ノルム

Ia =
1

2π

∫ ∞

−∞

∣∣∣∣x1

x0

∣∣∣∣2 dλ (13)
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を最小化するように 5個の未知パラメータが決定される．しかしながら，この場合には代数解は得られず，ニュー

トン法による数値解に加えて摂動法による近似解を導くことにした．主系減衰 ζ1に摂動を与え，第三次摂動解ま

で求めた結果を以下に示す．

µBopt = 2µ +2
√

µ
3

ζ1 −
2
9
(1−27µ2)ζ 2

1 +
5+999µ2

27
√

3µ
ζ 3

1

νopt =
√

1+2µ +

√
µ

3(1+2µ)
ζ1 −

1−10µ −81µ2 −108µ3

9(1+2µ)3/2 ζ 2
1 +

10+889µ +7264µ2 +18360µ3 +14688µ4

108(1+2µ)5/2√3µ
ζ 3

1

νBopt =
1

1+2µ
− 2

(1+2µ)2

√
µ
3

ζ1 +
2(1+8µ −27µ2 −54µ3)

9(1+2µ)3 ζ 2
1 − 5+44µ +1139µ2 +3348µ3 +2700µ4

27(1+2µ)4√3µ
ζ 3

1

ζ2opt = 0

ζ3opt =
1
2

√
3µ

1+2µ
+

1−µ
6(1+2µ)3/2 ζ1 −

1+4µ −32µ2 −54µ3

12(1+2µ)5/2√3µ
ζ 2

1 +
16+96µ +2811µ2 +8984µ3 +7776µ4

648µ(1+2µ)7/2 ζ 3
1


(14)

6. 安定度規範に基づく最適化設計

安定度規範による動吸振器の最適化では，次の式

Λ =−max(Re[si]) (15)

で定義される系の安定度 Λが最大となるように動吸振器のパラメータが設計される．この式において si は振動系

の i番目の特性根 (極)を表し，重根が存在しなければ，3自由度振動系の場合には 6個の極が存在する.

安定度規範の場合には，伝達関数の種類に関係なく，また力加振系と変位加振系の双方に対して，以下の代数的

厳密解が導かれる．

µBopt = 4ζ 2
1 +5µ +3q1/3

3 +3µ(8ζ 2
1 +µ)q−1/3

3 , νopt =
√

1+µBopt, νBopt =
1

1+µBopt

ζ2opt = 0, ζ3opt =
ζ1 +

√
3(µ −ζ 2

1 +µBopt)

2νopt
, Λmax =

3ζ1 +
√

3(µ −ζ 2
1 +µBopt)

6

 (16)

ここで

q3 = µ
[
8ζ 4

1 +8ζ1(ζ 2
1 −µ)3/2 +20ζ 2

1 µ −µ2
]

(17)

ζ1 = 0のときには，式 (16)は無減衰系に対する次の式に帰着する．

µBopt = 8µ, νopt =
√

1+8µ , νBopt =
1

1+8µ
, ζ2opt = 0, ζ3opt =

3
2

√
3µ

1+8µ
, Λmax =

1
2

√
3µ (18)

7. 最適化された動吸振器のパラメータの計算結果

前節で示された各計算式は，3次ないし 4次の代数方程式の一つの根から導かれたものである．方程式には他に

も複数の実根が存在するが，他の根を選択した場合には最適パラメータに負の値が現われる．また，これらの式

を数値計算するにあたって，平方根内の数値には負の値が許容される．すなわち，計算の途中には虚数が現れる

が，最後の計算結果は必ず実数になる．

7·1 動吸振器 Aに対する Bの最適質量比 µBopt

図 2は，さまざまな質量比 µ の動吸振器が取り付けられた振動系において，主系減衰 ζ1に対する二つの動吸振

器 Aと Bの最適質量比 µBoptの変化を示している．この図において，ζ1 = 0のときの値は，式 (8), (12),および (18)

から計算される値と一致している．図 2(c)における実線は数値解を表し，破線は摂動法によって得られた式 (14)

による近似値を表している．
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この図 2に示されるように，最適質量比 µBopt は主系減衰 ζ1 の増加とともに大きくなり，特に図 2(a)と (b)か

ら，H∞最適解と H2最適解は非常によく似ていることが分かる．一方，安定度規範による解 (図 2(d))は，これら

に比べるとかなり大きくなる．図 2(c)に示された変位加振系の解は，ζ1 = 0.1までは力加振系の解と大差はない

が，主系減衰がこの値を超えると急激に大きくなる．破線で示された摂動近似解は，ζ1 = 0.2まではより正確な数

値解とほぼ同じ値を与えていることから，式 (14)は実用上十分な範囲をカバーしていると言える．

7·2 主系に対する動吸振器 Aの最適同調条件 νopt

図 3は主系減衰 ζ1に対する動吸振器 Aの最適同調条件 νoptの変化のようすを示している．この νoptについては，

7.1節で見てきたパラメータ µBoptの変化のようすと酷似している．ここでも図 3(a)と (b)の H∞最適解と H2最適

解はよく似ているが，図 3(d)の安定度規範については νoptの値そのものが大きく，曲線の勾配が急である．図 3(c)

に示された変位加振系に対する最適値は同図 (b)の力加振系よりも値の変化が著しく，破線で示された摂動近似解

は ζ1 = 0.2までは数値解とほぼ一致している．

7·3 動吸振器 Aに対する Bの最適同調条件 νBopt

図 4は主系の減衰比 ζ1 に対してプロットされた二つの動吸振器 Aと Bの無減衰固有角振動数比の最適値 νBopt

を示している．最適化されたパラメータ νBopt は主系減衰比 ζ1 の増加と共に単調に減少し，特に図 4(c)に示され

た変位加振系の場合には，ζ1 が大きくなるに従って著しく減少する．ここでも，安定度規範によって得られた最

適解は他の二つの規範による解よりもかなり離れてくる．

7·4 動吸振器 Bの最適減衰比 ζ3opt

図 5は主系の減衰比 ζ1に対する動吸振器 Bの最適減衰比 ζ3optを示している．減衰比 ζ3optは，主系減衰比 ζ1の

増加と共に単調に増加するが，興味深いことに，µ = 1のときには，図 5(b)に示された力加振系に対する H2最適

解は一定の値 0.5をとるようになる．動吸振器 Bの最適減衰比 ζ3opt の値は，H2 規範，H∞ 規範，および安定度規

範の順に大きくなり，特に安定度規範ではかなり大きな値となることが分かる．

8. 最小・最大化された評価指標 hmax, Ia, Λの値

図 6は式 (4), (9), (13)および (15)によって定義された四つの評価指標の最小値もしくは最大値を示している．不

動基礎を有する力加振系 (図 6(a)と (b))においては，当然のことながら，主系減衰の値が大きいほど評価指標の値

は減少する．ところが，図 6(c)に示された変位加振系では，この指標は主系減衰のある値において最小値をとっ

ている．これは，主系減衰が大きくなると高振動数域において振動絶縁効果が悪くなるからである．図 6（d)から

は，振動系の安定度は主系減衰 ζ1 の増加に伴って比例的に向上していくことが分かる．

9. 最適化された振動系の周波数応答関数

図 7は，H∞, H2，および安定度の三つの規範で最適化された動吸振器が取り付けられた振動系の周波数応答を

表している．図中の (a)と (d)は力加振系に対するモビリティ伝達関数を，また (b)と (c)は力加振系と変位加振系

のそれぞれに対するコンプライアンス伝達関数を表示している．これらの図のように，H∞規範で最適化すると三

つの共振点の高さが等しく調整され，H2 規範で最適化すると高振動数になるほど共振が低くなり，安定度規範で

最適化すると共振点は唯一つになる．

10. H∞ 最適解の導出手順

H∞最適化は西原の方法
(6)に従って厳密解が導出される．その導出手順については既発表論文(29)に詳述されてい

るので，ここでは概略だけを述べる．

H∞規範で最適化された動吸振器を有する 3自由度振動系の周波数応答には高さの等しい三つの共振点が現われ

る．最初に，三つの共振点の高さを等しくする条件より，次の 3元連立の代数方程式が得られる．

f1 = 5−6r2 + r4 −24ζ 2
1 +≪ 63 terms ≫+16ζ 4

3 µ5
Bν4ν4

B = 0

f2 = 2−2r2 −8ζ 2
1 −12ζ 2

3 +≪ 124 terms ≫−8ζ 2
3 µµ3

Bν4ν4
B = 0

f3 = 16ζ 2
3 −16ζ 4

3 −4ν2
B +4r2ν2

B+≪ 27 terms ≫+16ζ 2
1 µν4ν4

B = 0

 (19)
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ここで，共振点の高さ hmaxは式 (7)で定義されるパラメータ rで置き換えられている．この変数変換は，式 (19)

の各項に分数式が含まれないようにするために実施された．この変換により，hmax を最小化する問題は rを最小

化する問題に置き換えられる．

H∞最適化において最適化すべきパラメータの数は 5個 (µB,ν ,νB,ζ3,r)である．それゆえ，式 (19)において与え

られた方程式の数は，この最適化問題を解くのに必要な数よりも 2個だけ少ない．残りの二つの式は，等しく調

整された三つの共振点の高さを最小化するという条件から導かれる．この付加的な条件は，共振点の高さを表す

変数である rを他の 4個のパラメータで全微分した式がゼロにならなければならないという条件，すなわち

dr =
∂ r

∂ µB
dµB +

∂ r
∂ν

dν +
∂ r

∂νB
dνB +

∂ r
∂ζ3

dζ3 = 0 (20)

から導かれる．rは関数 f1, f2,および f3 の中に含まれるので，式 (20)は次のように書き換えることができる．


dr

dr

dr

=



∂ r
∂ f1

0 0

0
∂ r
∂ f2

0

0 0
∂ r
∂ f3





∂ f1

∂ µB

∂ f1

∂ν
∂ f1

∂νB

∂ f1

∂ζ3

∂ f2

∂ µB

∂ f2

∂ν
∂ f2

∂νB

∂ f2

∂ζ3

∂ f3

∂ µB

∂ f3

∂ν
∂ f3

∂νB

∂ f3

∂ζ3





dµB

dν

dνB

dζ3


=


0

0

0

 (21)

この式がゼロになるためには，式中の 3行 4列のヤコビ行列から作られる任意の 3×3のヤコビ小行列式がゼロに

なればよい．すなわち

f4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂ f1

∂ν
∂ f1

∂νB

∂ f1

∂ζ3

∂ f2

∂ν
∂ f2

∂νB

∂ f2

∂ζ3

∂ f3

∂ν
∂ f3

∂νB

∂ f3

∂ζ3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0, f5 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂ f1

∂ µB

∂ f1

∂ν
∂ f1

∂νB

∂ f2

∂ µB

∂ f2

∂ν
∂ f2

∂νB

∂ f3

∂ µB

∂ f3

∂ν
∂ f3

∂νB

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (22)

これらの行列式を展開して整理すると，次の第 4番目と 5番目の方程式が得られる．

f4 = 16ζ1ζ 2
3 µµBν3 −16r2ζ1ζ 2

3 µµBν3+≪ 8769 terms ≫+128ζ 7
3 µµ10

B ν8ν11
B = 0

f5 = 2−8r2 +12r4 −8r6 +2r8 −32ζ 2
1 +≪ 11724 terms ≫−2048ζ 8

3 µµ9
Bν8ν10

B = 0

 (23)

方程式 (19)と (23)は五つの未知数を含む 5元連立方程式を構成する．この連立方程式は非常に多くの項を含ん

でおり代数演算では解けない．数値的に解いた結果，無減衰系に対して成立していた次の二つの関係式

µB = ν2 −1, ν2νB = 1 (24)

が，主系減衰がある場合にも成立していることを確認した．この関係式を式 (19)と (23)に代入すると

f1 = (1− r2 −4ζ 2
1 +4ζ 2

3 ν2)(5− r2 −4ζ 2
1 +4µ −4ν2 +4ζ 2

3 ν2) = 0

f2 = 3−4r2 + r4 −16ζ 2
1 +≪ 16 terms ≫+16ζ 4

3 ν4 = 0, f3 =− f1

f4 = (3−4r2 + r4 −16ζ 2
1 +≪ 10 terms ≫−16ζ 4

3 ν4)(2ζ1µ −2r2ζ1µ+≪ 75 terms ≫+16ζ 2
1 ζ 3

3 ν7) = 0

f5 = 30−106r2 +140r4 +84r6 +22r8 −2r10 −424ζ 2
1 +≪ 939 terms ≫−512ζ 8

3 µν10 = 0


(25)

のように式は劇的に簡単化される．しかも幾つかの式については因数分解されている．すでに数値解は得られて

いるので，どちらの因数に解が含まれているかを見極めるのは容易である．まず， f1 = 0を解くと

ζ3 =
√

−5+ r2 +4ζ 2
1 −4µ +4ν2/(2ν) (26)

これを f4 = 0の式に代入すると，次の解が導かれる．

ν =

√
3− r2 −4ζ 2

1 +4µ
2

(27)
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最後に，式 (26)と (27)を f2 = 0に代入すると，r2 に関する次の 4次方程式が得られる．

f2 = r8 +a1r6 +a2r4 +a3r2 +a4 = 0

a1 =−4(1−4ζ 2
1 +2µ), a2 = 2[3(1−4ζ 2

1 )
2 +12(1−4ζ 2

1 )µ +4µ2]

a3 =−4[(1−4ζ 2
1 )

3 +6(1−4ζ 2
1 )

2µ +4(1−8ζ 2
1 )µ2 −8µ3]

a4 = [(1+2ζ1)
2(1−4ζ 2

1 +4µ)−4µ2][(1−2ζ1)
2(1−4ζ 2

1 +4µ)−4µ2]


(28)

式 (25)の条件式 f5 = 0は，他の方程式が満足されると自動的に満たされる．rの最小値 rminを与える式 (6)は，式

(28)の一つの解として求められる．式 (5)に示された残りの最適解は，この解を式 (27), (26)および (24)に逆代入

することによって得られる．

ζ1 = 0のときには，式 (28)は以下のように因数分解できる．

f20 = [r4 −2(1+2µ)r2 +1+4µ −4µ2]2 = 0 (29)

式 (29)の一つの解として，rの最小値 rmin が次のように求められる．

rmin =

√
1+2(1−

√
2)µ (30)

この式から出発すると，無減衰系に対する H∞ 最適解の式 (8)が導出される．

11. 結 言

減衰のある振動系に取り付ける二重質量動吸振器の最適設計条件が代数的な厳密解の形で導かれた．その厳密

解は，力励振を受ける直列二重動吸振器においてのみ可能であった．動吸振器の最適化規範として三つの規範 (H∞

最適化，H2 最適化，および安定度最大化)を個別に適用した．本研究から得られた結果は以下の通りである．

1. H∞ 最適化に対してはモビリティ伝達関数，H2 最適化に対してはコンプライアンス伝達関数，そして安定度

最大化規範ではすべての伝達関数で式 (24)が成立する．この式は主系に減衰があるときにも成立し，そのこ

とで減衰系に対しても動吸振器の最適調整条件を代数的厳密解の形で導出することが可能になった．　

2. 減衰系に対しても，H∞ 最適解と H2 最適解は非常によく似ている．

3. H2 規範によって最適設計された振動系では，三つの共振点の高さは励振振動数が高くなる順に低くなる．

4. 変位加振系では摂動法による近似解を導出した．この近似解は ζ1 = 0.2までは十分正確な値を与える．

5. 安定度規範で動吸振器を設計すると，すべての主系減衰に対して振動系の共振点は唯一つになる．

6. 主系に少しでも減衰があると，動吸振器による制振抑制効果はさらに向上する．
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