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Abstract
In the optimization of dynamic vibration absorbers (DVAs), it is generally assumed that the damping force changes in

proportion to the velocity of the object; this damping is called viscous damping. However, many DVAs used in practical

applications are made of polymeric rubber materials having both restorative and damping effects. This polymer material

is considered to show a hysteretic damping force that is proportional to the displacement rather than the velocity of the

object. Despite the widespread use of such hysteretically damped DVAs, there are very few studies on their optimal

design, and the design formula of the well-known general viscously damped DVA is presently used for the design of this

type of DVA. This article reports the optimal solution of this hysteretically damped DVA. For generality, it is assumed that

the primary system also has structural damping that can be treated as hysteretic damping. A criterion, namely stability

maximization criterion, is adopted for the optimization of DVA. In this criteria, the DVA operates to attenuate the transient

response of the primary system in the shortest time. As a result of research, we succeeded in deriving a very simple general

solution. The solution is compared with the solution derived in a general viscously damped vibratory system.
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1. 緒 言

動吸振器 (DVA: Dynamic Vibration Absorber)とは，制振対象となる物体 (これを主系と呼ぶ)の振動を抑えるた

めに，その物体に取り付けられる小型の振動体のことをいう．1928年に Ormondroydと Den Hartogによって(1)初

めて減衰のある動吸振器の最適化手法が提案されて以来，多くの研究者によって動吸振器の最適設計が試みられ

てきた．これまでに提案された動吸振器の最適化規範は，H∞ 最適化，H2 最適化，および安定度最大化の三つに

分類できる(2)．H∞最適化とは最も早く提案された規範であり，主系の共振点の高さを最小に抑えることを目的と

する．この規範は現在では H∞最適化規範と呼ばれる．次に提案された最適化規範は，不規則励振を受ける主系の

全周波数域にわたる運動エネルギーを最小化するために考案された(3)．このことは，主系の周波数応答関数の下の

二乗面積を最小化することで達成でき，これには H2最適化規範という名前が付けられている．これら二つの規範

は，いずれも強制的な励振を受ける振動系の定常応答に注目した設計法であるが，安定度最大化規範では主系の

自由振動応答を最短時間で減衰させることを動吸振器の設計目標としている(4)．

動吸振器の減衰特性には，数学的に最も取り扱いの容易な粘性型の線形減衰が仮定されていた．この粘性減衰

型動吸振器の最適設計に関しては，上記の三つの最適化規範に対して，主系にも同様に粘性減衰を有する場合の
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一般解が H∞ 最適化を除くすべての規範に対して代数解の形で求められている
(2)．

一方で実用に供されている動吸振器の多くは，ばねとダッシュポットおよび質量の組合わせではなく，高分子材

料である防振ゴムと補助質量から構成されている．この高分子材料の減衰特性は，減衰力が物体の運動速度に比

例して変化する粘性型の減衰ではなく，物体の運動変位に比例するヒステリシス減衰型の特性を有していると言

われている．ところが，このヒステリシス減衰型動吸振器の最適設計に関する研究(5),(6)は非常に少なく，実際には

それと等価な粘性減衰型動吸振器の最適設計の計算式を用いて設計されているのが現状である．

本研究は，このヒステリシス減衰型動吸振器を最適設計するための設計式を提案しようとして始めたものであ

る．一般性を期すために，主系もヒステリシス型の構造減衰があると考え，安定度最大化規範に基づいて動吸振

器の最適化を行った．その結果，極めてシンプルな形の代数的厳密解の導出に成功し，その解を前報(7)で報告した

H∞ 最適解および H2 最適解と比較し，さらに粘性減衰系に対する安定度規範の解
(4)とも比較する．

2. 解析モデルと無次元パラメータの定義

図 1と図 2は，本研究で取り上げるヒステリシス減衰系と一般粘性減衰系のそれぞれの解析モデルを示してい

る．これらの図において，m1 −k1系が制振対象となる主系，m2 −k2系が動吸振器を表している．いずれの図にお

いても (a)が主質量に直接外力が作用する力加振系，(b)が振動系の基礎が揺動する変位加振系となっている．主

系に減衰がないとき (図 1では η1 = 0，図 2では c1 = 0)には，力加振系であっても変位加振系であっても，動吸

振器の設計パラメータの最適値に差は生じない．しかしながら，減衰系に対しては両者に差が生じることから，こ

れら二通りの場合について動吸振器の最適解を探索する必要がある．その結果分かったことであるが，図 1に示

されたヒステリシス減衰系の場合には，図 (a)の力加振系と図 (b)の変位加振系の間に動吸振器の最適設計値には

差を生じない．このことは図 2に示された一般粘性減衰系との大きな違いであると言える．

本研究では，次のように定義された無次元パラメータを用いて計算を進めて行く．

µ = m2/m1, ν = ω2/ω1, λ = ω/ω1, ζ1 = c1/(2m1ω1), ζ2 = c2/(2m2ω2) (1)

ここで ω1 と ω2 は，次のように定義される無減衰固有角振動数である．

ω1 =
√

k1/m1, ω2 =
√

k2/m2 (2)

なお，図 1に記された記号 η は損失係数 (loss factor)と呼ばれる無次元パラメータであるが，式 (1)のように定義

された減衰比 ζ とは，励振振動数比 λ = 1において η = 2ζ の関係があることが知られている．

3. ヒステリシス減衰と一般粘性減衰の基本的な違い

動吸振器を最適化する前に，ヒステリシス減衰と粘性減衰の違いを明確にしておく必要がある．図 3は単一の

質量で構成されるヒステリシス振動系と一般粘性減衰系を示している．いま，これらの系の質量 mが正弦波変位

x(t) = asinω t を受けるとき，ばねとダッシュポットによって基礎に伝達される力 FT を計算する．仮に，ヒステリ

シス減衰系の損失係数 η を 0.2，一般粘性減衰系の減衰比 ζ を 0.1とすると，力と変位の間に図 4と 5に示すよう

なヒステリシスループ曲線が得られる．このような現象は，正弦的に変動する力と変位の間に位相差があること

によってもたらされる．このヒステリシスループが描く面積が散逸される振動エネルギーの大きさを表すが，ヒ

ステリシス減衰の特徴として，動作点がループを周回する速度によってループの形が変化しないことが挙げられ
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Fig. 1: Analytical model of hysteretically damped system
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Fig. 2: Analytical model of a viscously damped system
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る．一方の粘性減衰系では，質量の運動速度が速くなるほど (言い換えれば，無次元化振動数 λ が高くなるほど)，

楕円の面積が増加し，減衰力が大きくなっていく．逆に，質量の運動速度，従って振動数がゼロに近づくとき，粘

性減衰はゼロに収束するが，ヒステリシス減衰は同じ大きさを保ったままである．

4. 動吸振器の安定度最大化設計

安定度最大化設計では，次の安定度と呼ばれる評価指標 Λが最大値をとるように動吸振器が設計される．

Λ =−max(Re[si]) (3)

この Λの値は，複素平面上にプロットされた振動系の特性根のうち，最も右側に存在する特性根と虚軸との距離
を表す (図 6)．こうして設計された動吸振器が取付けられた振動系の自由振動応答は，他の規範で設計された振動

系に比べて，最終的に最も早く減衰する (図 7)．それは，振動の揺れ戻し現象が生じないからである．
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Fig. 3: Single-mass vibratory system: (a) Hysteretically damped system, (b) Viscously damped system
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Fig. 4: Relationship between input displacement x

and transmitted force in hysteretically damped system
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Fig. 5: Relationship between input displacement x

and transmitted force FT in viscously damped system
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5. ヒステリシス減衰型動吸振器の安定度最大化設計

次に，図 1(a)に示されるように，ヒステリシス型の減衰を有する主系 (m1 −k1系)に取付けるヒステリシス減衰

型動吸振器 (m2 − k2 系)の最適設計を行う．この系のコンプライアンス伝達関数は次式で表される．

x1

f/k1
=

(1+ iη2)ν2 −λ 2

λ 4 − [1+ iη1 +(1+ iη2)(1+µ)ν2]λ 2 − (η1 − i)(η2 − i)ν2 (4)

この式の分母をゼロと置いた式が特性方程式である．ここで s = iλ の置き換えを実行すると，特性方程式は次の
ように表される．

s4 +[1+ iη1 +(1+ iη2)(1+µ)ν2]s2 − (η1 − i)(η2 − i)ν2 = 0 (5)

一般粘性型の二重動吸振器の研究(8)から，安定度が最大値をとるときには，特性根が重根をとることが明らかに

なっているので，式 (5)が次のように因数分解できると考える．

(s−
√

a+ ib)2(s+
√

a+ ib)2 = 0 (6)

式 (6)を展開して式 (5)と係数比較を行うと，次の 4元連立の方程式が得られる．

f1 = 1+(1+µ)ν2 +2a = 0, f2 = η1 +(1+µ)η2ν2 +2b = 0

f3 = (1−η1η2)ν2 −a2 +b2 = 0, f4 = (η1 +η2)ν2 −2ab = 0

}
(7)

この連立方程式を解くと，次に示す最適解の計算式 (8)と，特性根の座標値 x1 と y1 の計算式 (9)が得られる．

νopt =

√
1−µ −2η1

√µ
1+µ

, η2opt =
η1(1−µ)+2

√µ
1−µ −2η1

√µ
(8)

x1 =−

√√√√−1+η1
√µ +

√
(1+µ)(1+η2

1 )

2(1+µ)
, y1 =

√√√√1−η1
√µ +

√
(1+µ)(1+η2

1 )

2(1+µ)
(9)

これにより，最大化された安定度の値は Λmax =−x1 より計算できる．

主系減衰 η1 を横軸にとって，最適解の式 (8)を図示すると図 8が得られる．主系減衰の増加と共に，最適同調

比 νoptが単調に減少し，最適損失係数 η2optが単調増加することは，先に求めていた H∞最適解と同じ傾向である．

ただし，最適解の値そのものには大きな開きがある．

6. ヒステリシス減衰型と粘性減衰型の動吸振器の比較

図 9(a)は，式 (9)によって計算される特性根の位置をプロットしたものである．一般に，ヒステリシス減衰型

動吸振器の安定度規範の解は素直な特性を持っており，この図から質量比 µ と主系減衰 η1の増加と共に安定度が

向上する (すなわち，動作点がより左に移動する)ことが明らかである．これとは対称的に，同図 (b)に示された
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Fig. 8: Stability-maximized solutions for a hysteretically damped DVA attached to damped primary system
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Fig. 9: Trajectory of characteristic roots when stability index is maximized (roots in the second quadrant)
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Fig. 10: Maximized stability index for a system with an optimally tuned and damped DVA

一般粘性型動吸振器の根軌跡は複雑で，主系減衰 ζ1が 0.5を超えると質量比 µ が大きくなるほど安定度が悪くな
る．このことを明確に表した図が，安定度の最大値 Λmaxと主系減衰の関係を示した図 10である．なお，図 10(b)

において曲線の勾配が不連続に変化する点があるのは，その点で共役複素根が実根に変化するからである．
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