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1. 緒　　言

動吸振器 (DVA: Dynamic Vibration Absorber) とは，対象
物 (主系) の振動を抑制するために取り付ける補助的な振動体の
ことであり，その最適化問題に対しては過去に多くの研究がある
(1),(2),(3),(4),(5)．同様の目的で設計される減衰器 (Damper) と
比較して，取り付けが容易であるという利点があるが，一方で，
ダンパと同程度の制振効果を得るには相当大型化しなければな
らないという問題点もある．近年，動吸振器を大型化しなくても
同等の制振効果を上げるためと，対象物のパラメータ変動に対す
る制振効果の悪化を軽減するために，複数の質量から構成される
多重動吸振器の研究が進められている．本研究は，その中で最も
シンプルな二重動吸振器の最適化を試みる．
二重動吸振器は単一動吸振器に比べて最適化すべきパラメー
タの数が 2倍以上に増えることから，代数的な解を得ることは困
難とされる．ところが，最近では Mathematica を始めとする数
式処理ソフトの能力が向上したこともあり，幾つかのモデルに対
しては解析解が得られるようになってきた (6),(7),(8),(9)．著者も
直列の二重動吸振器については，動吸振器の三つの最適化規範，
すなわち H∞ 最適化，H2 最適化，および安定度最大化のすべて
に対して，代数的な厳密解を得ることに成功した (10),(11),(12)．
ところが，これまで得られていたすべての解析解は，いずれも主
振動系に減衰が存在しない特別な場合であった．主系に減衰が
あると，単一質量の動吸振器においても H∞ 規範による代数解
が得られていないことから，解析解の導出は不可能とされてい
た．本論文は，上記の三つの最適化規範に対して，減衰系に取り
付ける直列二重動吸振器の代数的厳密解を報告する．これらの
厳密解において主系の減衰をゼロとおくと，以前に発表した無減
衰系に対する代数解 (10),(12) に帰着することを確認した．

2. 減衰系に取り付ける動吸振器の最適化問題

図 1 は，減衰のある主系 (P )に直列に取り付けられた二つの
動吸振器 A と B から成る 3 自由度の振動系を表している. 図
1(a) は主系に直接励振力が作用する力加振系を，同図 (b) は基
礎に外乱を受ける変位励振系を表しているが，代数解が得られる
のは力加振系の場合のみである．変位加振系では数値解と摂動
近似解を求めることにした．
図 1の振動系は線形系であるので，ω1, ω2, ω3 をそれぞれ主
系と動吸振器 A と B の無減衰固有角振動数とするとき，正弦
波入力 f(t) = f0 sinωtに対する主系の定常応答 x1(t)の振幅比
|x1/(f0/k1)|は 8個の無次元パラメータ

λ = ω/ω1, µ = (m2 +m3)/m1, µB = m3/m2

ν = ω2/ω1, νB = ω3/ω2, ζ1 = c1/(2m1ω1)

ζ2 = c2/(2m2ω2), ζ3 = c3/(2m3ω3)

 (1)

によって完全に記述できる.ここで

ω1 =
√
k1/m1, ω2 =

√
k2/m2, ω3 =

√
k3/m3 (2)

上記の無次元パラメータのうち，λはゼロから無限大の範囲で
変化すると想定し，µの値は大きいほど動吸振器の性能は向上す
る. 主系と動吸振器の質量比 µと主系の減衰比 ζ1 の値が与えら
れたとき，残り五つの無次元パラメータに最適値が存在し，その
最適値を探すのがこの系に対する動吸振器の最適化問題になる.

3. H∞ 規範による最適化 (力加振系)

H∞ 規範による最適化は，主系の周波数応答関数の最大値
hmax (H∞ ノルム)を最小化することを目的とする．この規範で
は，力入力に対する主系の絶対速度応答を表すモビリティ伝達関
数の H∞ ノルム

hmax =

∣∣∣∣ ẋ1

ω1f0/k1

∣∣∣∣
max

=

∣∣∣∣ λx1

f0/k1

∣∣∣∣
max

(3)

(この最小値を hmin とおく) についてのみ代数解が存在し，以下
の解が求められた．

µBopt =
1− r2min − 4ζ21 + 4µ

2
, νopt =

√
1 + µBopt

νBopt =
1

1 + µBopt
, ζ2opt = 0

ζ3opt =

√
µBopt

2(1 + µBopt)
, hmin =

√
1

1− r2min


(4)

rmin =

√√√√p0 − q1 −

√
3p20 − p2 − q21 −

2p30 − p0p2 − p3
q1

p0 = 1− 4ζ21 + 2µ, p1 = (3ζ21 − 2µ)µ3

p2 = 3(1− 8ζ21 + 16ζ41 ) + 4µ(3− 12ζ21 + µ)
p3 = −1 + 12ζ21 − 48ζ41 + 64ζ61 − 6µ(1− 8ζ21 + 16ζ41 )

− 4µ2(1− 8ζ21 − 2µ)
p4 = 4µ4

(
27ζ41 − 36ζ21µ+ 16µ2

)
+ 12ζ21µ

4
√
3
(
27ζ41 − 40ζ21µ+ 16µ2

)
q1 =

√
p20 −

1

3

(
p2 − 2p

1/3
4 + 16p1p

−1/3
4

)



(5)

無減衰系 (ζ1 = 0) では，式 (4) は次の解に帰着する．

µBopt =
(
1 +

√
2
)
µ , νopt =

√
1 +

(
1 +

√
2
)
µ

νBopt =
1

1 +
(
1 +

√
2
)
µ
, ζ2opt = 0

ζ3opt =

√
1

2

(
1 +

√
2
)
µ

1 +
(
1 +

√
2
)
µ
, hmin =

√
1 +

√
2

2µ


(6)
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Fig.1 Analytical model of a series-type dynamic vibration ab-

sorber (DVA) attached to a damped primary system subjected

to force or motion excitation
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4. H2 規範による最適化 (力加振系)

H2 規範による最適化では，主系のコンプライアンス伝達関数
の H2 ノルム，すなわち

Ia =
1

2π

∫ ∞

−∞

∣∣∣∣ x1

f0/k1

∣∣∣∣2 dλ (7)

を最小化する場合においてのみ代数解が得られた．その解は

µBopt = µ+ q
1/3
2 + µ2q

−1/3
2 , νopt =

√
1 + µBopt

νBopt =
1

1 + µBopt
, ζ2opt = 0, ζ3opt =

ζ1µ

νopt(µBopt − 2µ)


(8)

Iamin の式は長くなるので省いている．ここで

q2 = µ2
(
2ζ21 − µ+ 2ζ1

√
ζ21 − µ

)
(9)

ζ1 = 0 においては，式 (8) は無減衰系に対する次の解に帰着す
ることが確認されている．ただし，ζ3opt に関しては，極限値は
式 (10) に一致するが，ζ1 = 0 のときには 0/0 の不定形になる．

µBopt = 2µ, νopt =
√

1 + 2µ, νBopt =
1

1 + 2µ

ζ2opt = 0, ζ3opt =
1

2

√
3µ

1 + 2µ
, Iamin =

1

2

√
3

µ

 (10)

5. H2 規範による最適化 (変位加振系)

図 1(b) の変位加振系に対する H2 最適化では

Ia =
1

2π

∫ ∞

−∞

∣∣∣∣x1

x0

∣∣∣∣2 dλ (11)

を最小化するように 5 個のパラメータの最適値が決定される．
変位加振系に対しては厳密解が得られず，ニュートン・ラフソン
法によって数値解を求めた．また，数値解は扱いにくいので，次
に摂動法を用いて近似解を求めた．主系減衰 ζ1 を微小量と考え
て第 3次摂動解まで導出した結果を以下に示す．

µBopt = 2µ+ 2

√
µ

3
ζ1 −

2

9
(1− 27µ2) ζ21

+
5 + 999µ2

27
√
3µ

ζ31

νopt =
√
1 + 2µ+

√
µ

3(1 + 2µ)
ζ1

− 1− 10µ− 81µ2 − 108µ3

9(1 + 2µ)3/2
ζ21

+
10 + 889µ+ 7264µ2 + 18360µ3 + 14688µ4

108(1 + 2µ)5/2
√
3µ

ζ31

νBopt =
1

1 + 2µ
− 2

(1 + 2µ)2

√
µ

3
ζ1

+
2(1 + 8µ− 27µ2 − 54µ3)

9(1 + 2µ)3
ζ21

− 5 + 44µ+ 1139µ2 + 3348µ3 + 2700µ4

27(1 + 2µ)4
√
3µ

ζ31

ζ2opt = 0

ζ3opt =
1

2

√
3µ

1 + 2µ
+

1− µ

6(1 + 2µ)3/2
ζ1

− 1 + 4µ− 32µ2 − 54µ3

12(1 + 2µ)5/2
√
3µ

ζ21

+
16 + 96µ+ 2811µ2 + 8984µ3 + 7776µ4

648µ(1 + 2µ)7/2
ζ31



(12)

6. 安定度規範による最適化

安定度規範による最適化では，系の安定度，すなわち

Λ = −max(Re[si]) (13)

が最大となるように動吸振器のパラメータが設計される．ここ
で si は，振動系の i番目の特性根を表している．
安定度規範の場合には，伝達関数の種類 (コンプライアンス，
モビリティ，およびアクセレランス)に関係なく，しかも力加振
系と変位加振系の双方に対して以下の厳密解が得られた．

µBopt = 4ζ21 + 5µ+ 3q
1/3
3 + 3µ(8ζ21 + µ)q

−1/3
3

νopt =
√
1 + µBopt, νBopt =

1

1 + µBopt

ζ2opt = 0, ζ3opt =
ζ1 +

√
3(µ− ζ21 + µBopt)

2νopt

Λmax =
3ζ1 +

√
3(µ− ζ21 + µBopt)
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(14)

ここで

q3 = µ
[
8ζ41 + 8ζ1(ζ

2
1 − µ)3/2 + 20ζ21µ− µ2

]
(15)

ζ1 = 0 においては，式 (14) は無減衰系に対する次の解に帰着す
ることが確認されている．

µBopt = 8µ, νopt =
√
1 + 8µ, νBopt =

1

1 + 8µ

ζ2opt = 0, ζ3opt =
3

2

√
3µ

1 + 8µ
, Λmax =

1

2

√
3µ

 (16)

7. 最適化された動吸振器のパラメータの計算例

前節で示された各計算式は，3次ないし 4次の代数方程式の一
つの根から導かれたものである．方程式には他にも複数の実根
が存在するが，他の根を選択した場合には最適パラメータに負の
値が現われる．また，これらの式を数値計算するにあたって，平
方根内の数値には負の値が許容される．すなわち，計算の途中に
は虚数が現れるが，最後の計算結果は必ず実数になる．
図 2は，さまざまな大きさ (質量比 µ) の動吸振器において，主
系減衰 ζ1 に対する二つの動吸振器 A と B の最適質量比 µBopt

の変化を示している．この図において，ζ1 = 0 のときの値は，
式 (6), (10), および (16) から計算される値と一致している．図
2(c) における実線は数値解を表し，破線は摂動法によって得ら
れた式 (12) による近似値を表している．この図に示されるよう
に，最適質量比 µBopt は主系減衰 ζ1 の増加とともに徐々に大き
くなり，特に図 2(a) と (b) から，H∞ 最適解と H2 最適解は非
常によく似ていることが分かる．一方，安定度規範による解 (図
2(d))は，これらに比べるとかなり大きな値になる．
図 2(c) に示された変位加振系の解は，ζ1 = 0.1までは力加振
系の解と大差はないが，主系減衰がこの値を超えると急激に大
きくなっていく．破線で示された摂動近似解は ζ1 = 0.2までは，
より正確な数値解とほぼ同じ値を返している．このことから，式
(12)は実用上十分な範囲をカバーしていると言える．

8. 最小・最大化された評価指標 hmax, Ia, Λの値

図 3 は式 (3), (7), (11) および (13) によって定義された四つ
の評価指標の最小値もしくは最大値を示している．不動基礎を
有する力加振系 (図 3(a)と (b)) においては，当然のことながら，
主系減衰の値が大きいほど評価指標の値は減少する．ところが，
図 3(c) に示された変位加振系では，この指標は主系減衰のある
値において最小値をとっている．これは，主系減衰が大きくなる
と高振動数域において振動絶縁効果が悪くなるからである．図 3

（d) からは，振動系の安定度は主系減衰 ζ1 の増加に伴って比例
的に向上していくことが分かる．
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(a) H∞-optimal solution for the force excitation system
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(b) H2-optimal solution for the force excitation system
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(c) H2-optimal solution for the motion excitation system
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(d) Stability maximization optimal solution

Fig.2 Optimal mass ratio µBopt (In Fig.(c), Solid line: Nu-

merical solution, Dashed line: Perturbation solution)
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(a) Resonance amplitude minimized by the H∞ criterion
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(b) Area minimized by the H2 criterion for the force excitation
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(c) Area minimized by the H2 criterion for the motion excitation
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(d) Stability index maximized by the stability criterion

Fig.3 Minimized or maximized performance indices obtained

using the three optimization criteria
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9. 最適化された振動系の周波数応答関数

図 4 は，H∞, H2，および安定度の三つの規範で最適化され
た動吸振器が取り付けられた振動系の周波数応答を表している．
各図の (a) と (d) は力加振系に対するモビリティ伝達関数を，
また (b) と (c) は力加振系と変位加振系のそれぞれに対するコ
ンプライアンス伝達関数を表示している．この図に示されるよ
うに，H∞ 規範で最適化すると三つの共振点の高さが等しく調
整され，H2 規範で最適化すると高振動数になるほど共振が低く
なり，安定度規範で最適化すると共振点は唯一つになる．
これらの図から，主系の持つ減衰が大きくなると，それだけ動
吸振器による制振効果が高められていることが分かる．
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(c) Response optimized by the H2 criterion for motion excitation
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(d) Response optimized by the stability criterion

Fig.4 Optimized responses of the primary system with DVAs

with µ = 0.05 based on the three different criteria
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