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In the optimization of dynamic vibration absorbers (DVAs), it is generally assumed that the damping force
changes in proportion to the velocity of the object; this damping is called viscous damping. However, many
DVAs used in practical applications are made of polymeric rubber materials having both restorative and
damping effects. This polymer material is considered to show a hysteretic damping force that is proportional
to the displacement rather than the velocity of the object. Despite the widespread use of such hysteretically
damped DVAs, there are very few studies on their optimal design, and the design formula of the well-known
general viscously damped DVA is presently used for the design of this type of DVA. This article reports the
optimal solution of this hysteretically damped DVA. For generality, it is assumed that the primary system
also has structural damping that can be treated as hysteretic damping. Two optimization criteria, namely
the H∞ optimization and stability maximization criteria, were adopted for the optimization of the DVA. For
these optimization criteria, exact algebraic solutions were successfully derived.

1. 緒 言

動吸振器 (DVA: Dynamic Vibration Absorber) とは，

制振対象となる物体 (これを主系と呼ぶ)の振動を抑え

るために，その物体に取り付けられる小型の振動体の

ことをいう．1928年に Ormondroyd と Den Hartog に

よって(1)初めて減衰のある動吸振器の最適化手法が提

案されて以来，多くの研究者によって動吸振器の最適

設計が試みられてきた．これまでに提案された動吸振

器の最適化規範は，H∞ 最適化，H2 最適化，および安

定度最大化の三つに分類できる(2)．H∞最適化とは最も

早く提案された規範であり，主系の共振点の高さを最

小に抑えることを目的とする．この規範は現在ではH∞

最適化規範と呼ばれる．次に提案された最適化規範は，

不規則励振を受ける主系の全周波数域にわたる運動エ

ネルギーを最小化するために考案された(3)．このこと

は，主系の周波数応答関数の下の二乗面積を最小化す

ることで達成でき，これには H2 最適化規範という名

前が付けられている．これら二つの規範は，いずれも

強制的な励振を受ける振動系の定常応答に注目した設

計法であるが，安定度最大化規範では主系の自由振動

応答を最短時間で減衰させることを動吸振器の設計目

標としている(4)．

動吸振器の減衰特性には，数学的に最も取り扱いの

容易な粘性型の線形減衰が仮定されていた．この粘性

減衰型動吸振器の最適設計に関しては，上記の三つの

最適化規範に対して，主系にも同様に粘性減衰を有す

る場合の一般解が H∞ 最適化を除くすべての規範に対

して代数解の形で求められている(2)．

一方で実用に供されている動吸振器の多くは，ばね

とダッシュポットおよび質量の組合わせではなく，高

分子材料である防振ゴムと補助質量で構成されている．

この高分子材料の減衰特性は，減衰力が物体の運動速

度に比例して変化する粘性型の減衰ではなく，物体の

運動変位に比例するヒステリシス減衰型の特性を有し

ていると言われている．ところが，このヒステリシス

減衰型動吸振器の最適設計に関する研究(5),(6)は少なく，

実際にはそれと等価な粘性減衰型動吸振器の最適設計

の計算式を用いて設計されているのが現状である．

本研究は，このヒステリシス減衰型動吸振器を最適

設計するための設計式を提案しようとして始めたもの

である．一般性を期すために，主系もヒステリシス型

の構造減衰があると考え，上記の三つの規範に対して

動吸振器の最適化を行った．研究の結果，H∞最適化と

安定度最大化規範に対しては代数的厳密解を得ること

に成功し，本論文において報告する．一方，H2最適化

に関しては厳密解を見出すには至らず，これについて

は本論文では説明を省く．

2. 解析モデルと無次元パラメータの定義

図 1と図 2は，本研究で取り上げるヒステリシス減

衰系と一般粘性減衰系のそれぞれの解析モデルを示し

ている．これらの図において，m1 −k1系が制振対象と

なる主系，m2 −k2系が動吸振器を表している．いずれ

の図においても (a)が主質量に直接外力が作用する力加

振系，(b)が振動系の基礎が揺動する変位加振系となっ

ている．主系に減衰がないとき (図 1では η1 = 0，図

2では c1 = 0)には，力加振系であっても変位加振系で

あっても，動吸振器の設計パラメータの最適値に差は

生じない．しかしながら，減衰系に対しては両者に差

が生じることから，これら二通りの場合について動吸
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振器の最適解を探索する必要がある．その結果分かっ

たことであるが，図 1に示されたヒステリシス減衰系

の場合には，図 (a)の力加振系と図 (b)の変位加振系の

間に動吸振器の最適設計値には差を生じない．このこ

とは図 2に示された一般粘性減衰系との大きな違いで

あると言える．

本研究では，次のように定義された無次元パラメー

タを用いて計算を進めて行く．

µ =
m2

m1
, ν =

ω2

ω1
, λ =

ω
ω1

, ζ1 =
c1

2m1ω1
, ζ2 =

c2

2m2ω2

(1)

ここで ω1と ω2は，次のように定義される無減衰固有

角振動数である．

ω1 =
√

k1/m1, ω2 =
√

k2/m2 (2)

なお，図 1に記された記号 η は損失係数 (loss factor)

と呼ばれる無次元パラメータであるが，式 (1)のよう

に定義された減衰比 ζ とは，励振振動数比 λ = 1にお

いて η = 2ζ の関係があることが知られている．
ここで，図 1に示されたヒステリシス減衰系の解析

モデルについて注意をしておく．このモデルは，系に

対して交番的な力もしくは変位が作用することを前提

として構築されたものである．それゆえ，このモデル

に対しては，系の定常状態応答は容易に計算できるが，

任意の初期条件に対する系の自由振動応答を計算する
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Fig. 1 Analytical model of a hysteretically damped system

subjected to (a) force and (b) motion excitation
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Fig. 2 Analytical model of a viscously damped system

subjected to (a) force and (b) motion excitation

ことはできない．しかしながら，後述するように，定

常応答から得られる周波数応答関数を逆フーリエ変換

することによって，初期変位が与えられた問題に対し

ては自由振動応答が計算できる．

3. ヒステリシス減衰と一般粘性減衰の基本的な違い

最初にヒステリシス減衰と粘性減衰の違いを明確に

しておく必要がある．図 3は単一の質量で構成される
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Fig. 3 Single-mass vibratory system: (a) Hysteretically

damped system, (b) Viscously damped system

-1 -0.5 0 0.5 1
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

x/a

F
T

 /
(k

a
)

η  = 0.2, for all λ

(a) Hysteretically damped system

-1 -0.5 0 0.5 1
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

x/a

F
T

 /
(k

a
)

ζ  = 0.1, λ  = 0
ζ  = 0.1, λ  = 0.5
ζ  = 0.1, λ  = 1
ζ  = 0.1, λ  = 2
ζ  = 0.1, λ  = 5

(b) Viscously damped system

Fig. 4 Relationship between input displacement x and
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Fig. 5 Hysteretic load–displacement relationships for

a rubber bush (natural rubber polymer) used in a car

suspension(7)

ヒステリシス振動系と一般粘性減衰系を示している．

いま，これらの系の質量mが正弦波変位 x(t) = asinω t

を受けるとき，ばねとダッシュポットによって基礎に

伝達される力 FT を計算する．仮に，ヒステリシス減

衰系の損失係数 η を 0.2，一般粘性減衰系の減衰比 ζ
を 0.1とすると，力と変位の間に図 4(a)と (b)に示す

ようなヒステリシスループが得られる．このような現

象は，正弦的な変動力と変位の間に位相差があること

によってもたらされる．このヒステリシスループが描

く面積が散逸される振動エネルギーを表すが，ヒステ

リシス減衰の特徴として，動作点がループを周回する

速度によってループの形が変化しないことが挙げられ

る．一方の粘性減衰系では，質量の運動速度が速いほ

ど (言い換えれば，無次元化振動数 λ が高いほど)，楕

円の面積が増加し，減衰力が大きくなる．逆に，質量

の運動速度，従って振動数がゼロに近づくとき，粘性

減衰はゼロに収束するが，ヒステリシス減衰は同じ大

きさを保ったままである．

図 5は自動車のサスペンションに使われているある

ゴムブッシュの荷重・変位曲線を示している(7)．この

図から，加振振動数を 0 Hzから 100 Hzまで変化させ

たときに，ヒステリシスループがほぼ同じ形に保たれ

ていることが伺える．この実験結果は，高分子材料で

作られた防振ゴムは図 4(a)に示されたヒステリシス型

の減衰特性を有していることを示唆している．

防振ゴムの持つ非線形特性には特に注意を払わなけ

ればならない．図 5に示された荷重・変位特性を持つ

ゴムブッシュは，実は軟化ばね特性を有している．同

じ研究グループが行った他の実験では，硬化ばね特性

を有する防振ゴムの例が報告されている(8)．図 5に示

された実験においては，このような非線形性が現われ

ないように，ゴムブッシュに加えられる変位は極めて

微小に抑えられている．変位が大きくなると楕円の形

が歪んでくるし，温度上昇による特性変化も現われる．

本研究ではこのような非線形特性は考えない．

4. ヒステリシス減衰型動吸振器の H∞ 最適化設計

H∞最適化規範の評価指標はH∞ノルムと呼ばれる次

のパラメータである．

hmax =

∣∣∣∣ x1

f/k1

∣∣∣∣
max

or hmax =

∣∣∣∣x1

x0

∣∣∣∣
max

(3)

この hmaxは共振点の高さを表し，これを最小化するこ

とが H∞最適化の目標である．その最小値は hminと表

記される．

4·1 無減衰系に対する H∞ 最適解

主系に減衰がないときには，図 1と図 2に示された

単一質量動吸振器に対して，次のような代数的厳密解

がすでに求められている．まず，図 1のヒステリシス

減衰系に対しては(5),(6)

νopt =
1

1+µ
, η2opt =

√
µ(3+µ)

2
(4)

次に，図 2の一般粘性減衰系に対しては(6)

νopt =
2

1+µ

√
2
3

16+23µ +9µ2 +2(2+µ)
√

4+3µ
64+80µ +27µ2

ζ2opt =
1
4

√
8+9µ −4

√
4+3µ

1+µ


(5)

これらの式から計算された無減衰系に対する H∞ 最

適解は図 6に示されている．式 (4)と (5)に記された

最適同調 νopt の差は極めて小さく，この図では 1本の
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線のように見える．また，λ = 1において ζ = η/2の

関係があることから，η/2の値がこの図に破線で示さ

れているが，その線は ζ2optの線よりも大きな値を示し

ている．さらに，最小化された共振振幅 hminについて

は，ヒステリシス減衰系の方 (黒線)が一般粘性減衰系

(灰色線)よりも大きくなっている．言い換えれば，ヒ

ステリシス減衰型動吸振器は粘性減衰型動吸振器より

も制振性能が劣る．

H∞ 規範に基づいて最適に設計されたヒステリシス

型と粘性型減衰の動吸振器が取付けられた振動系の周

波数応答関数が，それぞれ図 7(a)と (b)に示されてい

る．ここでも粘性減衰型動吸振器を有する系の方が共

振点の高さが低くなっていることが確認できる．しか

しながら，実用的な質量比の範囲 (µ ≤ 0.2)において

は，その差は無視できるほど小さい．

4·2 減衰系に対する H∞ 最適解

同様にして，ヒステリシス減衰系に対する H∞ 規範

の一般解が本研究において次のように求められた．こ
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(a) Hysteretically damped system
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Fig. 7 Frequency response functions for an undamped

primary system with an optimally tuned and damped DVA

の H∞ 規範による単一質量動吸振器の最適解の導出手

順については，西原と浅見の論文(9)で詳しく記述され

ている．

νopt =
1

1+µ

√
Numν
Denν

, η2opt =

√
r2

min +η2
1

(1+µ)2ν4
opt

−1

hmin =

√
1

1− r2
min


(6)

ここで

Numν = [2+µ −2r2
min(1+µ)][(1+µ)2

−2r2
min(2+µ +µ2)]−2 [5+7µ +6µ2 +2µ3

−2r2
min(4+6µ +2µ2 +µ3)]η2

1 +4(2+3µ)η4
1

Denν =−[1+µ +2r2
min(1−µ)][2+µ −2r2

min(1+µ)]

−2 [1−3µ −2µ2 −2r2
min(2−µ2)]η2

1 +4η4
1


(7)

rmin =

√
−h1

3
+2
√

p
3

cos(θ +2π/3)

or

√
−h1

3
+2
√

p
3

cos(θ +4π/3)

θ =
1
3

cos−1 3q/p

2
√

p/3

p =
1
3

h2
1 −h2, q =

1
3

h1h2 −
2
27

h3
1 −h3

h1 = g1/g0, h2 = g2/g0, h3 = g3/g0

g0 = 4(1−µ2)2

g1 =−4(1+µ)(3+3µ2 +2µ3)+4η2
1 (3−4µ2 +µ4)

g2 = (2+µ)(6+9µ +12µ2 +5µ3)

− 4η2
1 (6+6µ +µ2 +5µ3 +2µ4)+ 4η4

1 (3−2µ2)

g3 =−(1+µ)2(2+µ)2

+ 4η2
1 (3+6µ +8µ2 +5µ3 +µ4)

+ 4η4
1 (3+3µ −2µ2)+4η6

1


(8)

この解は，図 1(a)に示された力加振系に対して導か

れたものである．同図 (b)の変位加振系に対してはこ

れらとは異なる式が導かれるが，その式を計算すると，

νopt と η2opt については上記の式 (6)から (8)で計算さ

れる値と同じ値になる．ただし，後述されるように，最

小化された共振点高さ hmin については，上記の式 (6)

と (8)から計算される値よりは大きな値になる．

式 (8)は r2 = 1−1/h2
maxで定義される r2に関する三

次方程式を解いて得られた式であるが，この三次方程
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式をカルダノの方法で解くと，実数解が 3個生じる還

元不能の場合に陥る．その実数解の一つに我々の欲し

い解が存在しているが，その実数解には虚数単位の i

が含まれる．実数解に虚数単位が含まれるのを避ける

ために，ここでは三角関数の三倍角の公式を利用した

ビエタの方法によってこの方程式を解いた．その結果，

我々の欲しい解は式 (8)に示された二つの rmin の式の

いずれかに含まれることが分かった．このように 2種

類の解が存在していることになるが，動吸振器の通常

の適用領域ではその第 1式で十分カバーできる．

主系の損失係数 η1 を横軸にとり，適当な質量比 µ
に対して，式 (6)から (8)によって計算された H∞最適

解を図示すると図 8のようになる．上記の H∞ 最適解

の計算式には計算上の制約があり，µ の値を 1にする

と式 (8)に示されたパラメータ h1 から h3 の分母がす

べてゼロになってしまう．よって，図 8においては µ
の値は 0.99までしか計算されていない．この図におい

て，横軸の η1がゼロのときの νoptと η2optの値は式 (4)

による計算値と一致する．図に示されるように，主系
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Fig. 8 H∞-optimal solutions for a hysteretically damped

system

の減衰 η1 が増加するに従って，νopt は単調に減少し，

η2optの値は単調に増加する．この変化は，この後に示

される H2 最適解とは全く逆の関係になっている．

図 9は式 (6)によって最適に設計された動吸振器が

取付けられた主系の共振点高さ hminを表している．こ

の図の (a)は式 (8)によって計算される力加振系の hmin

値を，同図 (b)は変位加振系の hmin 値 (その計算式は

省略されている)を示している．前者は 1以下の値を

とり得るが，後者は 1以下にはならない点が大きな違

いである．その理由については，この後に示される周

波数応答関数の形から理解できる．この図から，より

大きな動吸振器を取付けるほど共振点が低く抑えられ

ていることが分かる．また，この図においてグレーで

記された µ = 0の曲線は，動吸振器を取付けないとき

の振動系の共振点高さを表しており，µ = 0.05の曲線

との開きが大きいことから，たとえ小さな動吸振器で

あってもそれを取付けることによってかなりの制振効

果が期待できると言える．

図 10と 11は，それぞれ図 1(a)の力加振系と同図 (b)
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Fig. 9 Minimized resonance amplitudes for hysteretically
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Fig. 10 Frequency response functions for a damped

primary system subjected to force excitation

の変位加振系に対する周波数応答関数を示したもので

ある．力加振系の図 10において，縦軸にとられた主系

の変位応答は静的変位 | f/k1|で除して無次元化されて
いるが，この静的ばね定数 k1 には損失係数 η1 が含ま

れていない．ヒステリシス減衰系では静的な力に対し

ても減衰力が作用することになるので，縦軸をこのよ

うに無次元化すると，静止状態 (λ = 0)においても無

次元された変位は 1にはならず，それよりも小さな値

になる．そのため，図 10に示されるように，共振点の

高さが 1よりも小さくなるという現象が現われる．一

方，変位加振系では，振動伝達率 |x1/x0|の値は静止状
態において必ず 1になるので，共振点の高さは図 11に

示されるように必ず 1よりも大きくなる．

5. ヒステリシス減衰型動吸振器の安定度最適化設計

安定度最大化設計においては，動吸振器は次の評価

指標を最大化するように設計される．

Λ =−max(Re[si]) (9)
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Fig. 11 Frequency response functions for a damped

primary system subjected to motion excitation

この Λの値は，最も右側に位置する特性根と虚軸との
距離を表す (図 12)．この規範で設計された動吸振器が

取付けられた振動系は，自由振動が最も早く静止する

ようになる．これは図 13に示されるように，動吸振器

から主系への振動の揺れ戻しが起こらないからである．
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Fig. 12 Characteristic roots of a three-degree-of-freedom

vibratory system
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5·1 ヒステリシス減衰系に対する最適解の導出手順

図 1(a)に示されるヒステリシス減衰を有する主系に

取付けるヒステリシス減衰型動吸振器の設計手順を以

下に記す．この系のコンプライアンス伝達関数は，複

素数を用いて以下のように表現される．
x1

f/k1
= [(1+ iη2)ν2 −λ 2]/{λ 4 − [1+ iη1 + . . .

. . .+(1+ iη2)(1+µ)ν2]λ 2 − (η1 − i)(η2 − i)ν2}


(10)

系の特性方程式は，この式の分母をゼロと置くことに

よって得られる．このとき s = iλ の置き換えを実施す
ると，その特性方程式は

s4 +[1+ iη1 +(1+ iη2)(1+µ)ν2]s2

−(η1 − i)(η2 − i)ν2 = 0 (11)

演算子 sの係数は複素数であるので，これらは以下の

ように表現できる．

s4 +(a2r + ia2i)s2 +a4r + ia4i = 0 (12)

ここで

a2r = 1+(1+µ)ν2, a2i = η1 +η2(1+µ)ν2

a4r = (1−η1η2)ν2, a4i = (η1 +η2)ν2

}
(13)

この特性方程式は s2 に関する二次方程式であるので，

その解は以下で与えられる．

s2 =
−(a2r + ia2i)±

√
(a2r + ia2i)2 −4(a4r + ia4i)

2
(14)

既研究(4), (12)により，特性方程式が重根をとるときに安

定度が最大値をとることが証明されている．式 (14)は，

根号内の式がゼロになるときに重根をとるので

a2
2r −a2

2i −4a4r = 0, a2ra2i −2a4i = 0 (15)
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-0.5

0

0.5

1

τ  = ω1

ω
1

 
1

 /υ
0

μ = 0.1,  ζ1 = 0
H  optimization
H2 optimization
 Stability maximization

Fig. 13 Free vibration response of an undamped system

with DVAs designed by different optimization criteria

式 (13)を式 (15)に代入すると

(1−η2
2 )(1+µ)2ν4 −2(1−η1η2)(1−µ)ν2

+1−η2
1 = 0

ν2(1+µ)2ν4 − (η1 +η2)(1−µ)ν2 +η1 = 0

 (16)

この式のパラメータ µ と η1 はどちらも正の実数であ

り，これらの値が与えられると，連立方程式 (16)は以

下の正の重根をとる．

νopt =

√
1−µ −2η1

√µ
1+µ

, η2opt =
η1(1−µ)+2

√µ
1−µ −2η1

√µ
(17)

この重根は動吸振器の最適同調条件と最適損失係数を

表しているので，添字 “opt”が付けられている．こうし

て特性方程式が重根をとるとき，特性根の二乗値は次

の単一の値をとる．

s2 =−a2r + ia2i

2
≡−(a0 + ib0)

=− 1
1+µ

[1−η1
√

µ + i(η1 +
√

µ)]

 (18)

この二乗特性根は複素平面上では第三象限に存在する．

それゆえ，その偏角は 180◦から 270◦または 540◦から

630◦ の領域にある．

次に，式 (18)の平方根をとると

s1,2 =± i
√

a0 + ib0 (19)

今度は，特性根 s1 と s2 の偏角は，それぞれ 90◦ から

135◦と 270◦から 315◦の領域にある．したがって，s1

と s2 は複素平面内の第二象限と第四象限に存在する．

複素数の平方根もまた複素数であるので，これらの

特性根は以下のように表現できる．

s1,2 = A0 + iB0 (20)

式 (19)と (20)を等値すると

−a0 − ib0 = A2
0 −B2

0 +2iA0B0 (21)

A2
0 ≥ 0および B2

0 ≥ 0であることから，式 (21)の解は

次のように表される．

A2
0 =

−a0 +
√

a2
0 +b2

0

2
, B2

0 =
a0 +

√
a2

0 +b2
0

2
(22)

最後に，s1は複素平面の第二象限に，s2は第四象限に

存在することから，それらの座標は

s1 =−x1 + i y1, s2 = x1 − i y1 (23)

ここで

x1 =

√[
−1+η1

√µ +
√

(1+µ)(1+η2
1 )
]
/[2(1+µ)]

y1 =

√[
1−η1

√µ +
√

(1+µ)(1+η2
1 )
]
/[2(1+µ)]


(24)
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5·2 粘性減衰系に対する最適解

同様にして，粘性減衰系に対する安定度規範解は(4)

νopt =
1

1+µ

(
1−ζ1

√ µ
1+µ −ζ 2

1

)

ζ2opt =
ζ1 +

√
µ(1+µ −ζ 2

1 )

1+µ

 (25)

この最適解は，特性方程式が共役二重複素根を持つ領

域に加えて，異なる二重実根を持つ領域においても成

立することが確認されている．

一般粘性減衰系においては，主系の減衰比が増加す

ると，特性方程式は異なる二実根を持つようになる．ま

ず，特性根が共役二重複素根をとるときには，その座

標は以下のように表される．

s1,2 = x1 ± i y1 (26)

ここで

x1 =− ζ1

1+µ
− 1+µ −2ζ 2

1
2(1+µ)

√ µ
1+µ −ζ 2

1

y2
1 =

1+ζ 2
1

1+µ
− 2ζ 2

1
(1+µ)2 − µ

4(1+µ −ζ 2
1 )

−
2ζ1

√
µ(1+µ −ζ 2

1 )

(1+µ)2 .


(27)

この式において，座標 y1は平方の形で表されているこ

とに注意されたい．

次に，特性方程式が異なる二重実根を持つときには，

それらの x座標は次のように表される．

s1 = x1 =− ζ1

1+µ
− 1+µ −2ζ 2

1
2(1+µ)

√ µ
1+µ −ζ 2

1

s2 = x2 = s1 +
1

1+µ

[
2ζ1

√
µ(1+µ −ζ 2

1 )

− (1+µ)2(4−µ)/4−ζ 2
1 (1+µ)(2−µ)+ζ 4

1 (1−µ)
1+µ −ζ 2

1

]1/2


(28)

系の安定度は s2 によって決定される．ζ1 → 1に対し

ては，µ = 0のときを除き，s1は 0.5に収束するが，s2

は 0に収束する．

5·3 無減衰系と減衰系に対する最適解の表示

図 14は，無減衰系に対して最適化されたヒステリシ

ス減衰型動吸振器と粘性減衰型動吸振器の安定度規範

の解を示している．この図を図 6と比較すると，安定

度規範の解においては，ヒステリシス減衰系の最適同

調解と粘性減衰系の最適同調解が明確に異なることと，

最適損失係数と最適減衰比の値がかなり大きいことが

分かる．また，ここでも粘性減衰型動吸振器を有する

系の方がヒステリシス減衰を有する系よりも安定度の

値が大きく，高性能であることが分かる．

図 15(a)と (b)は，式 (17)で計算される最適同調 νopt

と最適損失係数 η2optの値を主系減衰 η1に対して表示

したものである．これらの最適値が主系の損失係数 η1

に対して変化するようすは図 8と似ているが，変化の

大きさはずっと激しくなっている．
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5·4 特性根の軌跡と安定度

安定度規範で最適化された動吸振器を有するヒステ

リシス減衰系の特性根の軌跡は式 (23)と (24)から計算

することができ，その結果は図 16(a)に示されている．

同様に，図 16(b)は式 (26)と (27)から計算された粘性

減衰系における特性根の軌跡である．両者の基本的な

違いは，ヒステリシス減衰系では複素根が共役になっ

ていないことと，実根が存在しないことである．この

ことは，ヒステリシス減衰系の一般解が実数では表現

できないことによる．また，図 16(a)から明らかなよ

うに，ヒステリシス減衰系においては実部が正の複素

根が存在する．これは運動方程式に不安定な解が存在

することを意味しているが，物理現象では発現しない．

このことは，図 1の解析モデルが自由振動に対しては

不完全であることを意味する．

図 17は，図 16に示された特性根のうち，第二象限

に存在する特性根のみを示している．図 17(a)と (b)を

比較すると，主系減衰の増加に伴い，粘性減衰系の固

有角振動数 (図の虚軸の値)は減少するが，ヒステリシ

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8
-1.2

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

x

y

μ = 0

      0.005

      0.02

      0.05

      0.1

      0.2

      0.3

      0.5

      0.7

      1.0

(a) Hysteretically damped system

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6
-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x

y

μ = 0

     0.001

     0.005

     0.02

     0.05

     0.1

     0.2

     0.3

     0.5

     0.7

     1.0

(b) Viscously damped system

Fig. 16 Trajectory of characteristic roots when the

stability index is maximized (overall view of the roots)

ス減衰系では逆に増加する．それゆえ，粘性減衰系で

は過減衰という状況が現われるが，ヒステリシス減衰

系では系の減衰がどれだけ大きくなっても起こらない．

これらの特性根と虚軸 (x = 0) の水平距離は最大化

された安定度を示しており，その値 Λmaxが図 18に示

されている．ヒステリシス減衰系においては，最大安

定度は主系減衰の増加および動吸振器の質量の増加と

共に大きくなっていくが，粘性減衰系においては ζ1が

0.5 を越えるとこの関係が逆転する．すなわち，主系

と動吸振器の質量比 µ が大きくなるほど系の安定度が
低下するという現象が現われる．このことは，図 17(b)

において，ζ1 = 0.5の曲線がほぼ鉛直に立っているこ

とからも伺える．すなわち，ζ1 が 0.5を超えると，µ
が増加するに従って特性根と虚軸の水平距離が減少し

ている．粘性減衰系では，主系減衰が臨界減衰比 (おお

よそ 0.5–1.0)を超えると，特性根は複素数から実数に

変化する．このとき，特性根の x座標は式 (27)から式

(28)に急に切り替わる．これが，図 18(b)において曲

線の勾配が不連続に変化している理由である．
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5·5 主系の周波数応答と自由振動応答

図 19は，安定度規範によって最適に設計された動吸

振器が取付けられた系のコンプライアンス伝達関数を

示している．安定度規範では動吸振器の減衰がかなり

大きく設計されるため，図に示されるように，振動系

にはかなり鋭い共振点が一つだけ現われる．

図 1に示されたヒステリシス減衰系においては，一

般解が実数のみで表現できないために，任意の初期条

件に対して自由振動応答を計算することはできない．

しかしながら，初期変位が与えられた問題に対しては，

図 19の周波数応答関数を逆フーリエ変換することに

よって計算することはできる(13)．その計算例を図 20に

示している．図 20(a)と (b)は，それぞれ H∞規範と安

定度規範によって最適化された動吸振器が取付けられ

た主系の自由振動応答である．赤線はヒステリシス減

衰系の，そして青線は同一条件における粘性減衰系の

自由振動応答である (主系の減衰比 ζ1は損失係数 η1の

1/2に設定されている)．この程度の減衰比 (ζ1 = 0.1)と

質量比 (µ = 0.1)に対しては，二つの振動系でほとんど
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Fig. 18 Maximized stability index for a system with an

optimally tuned and damped DVA

差が生じないことが分かる．青線が赤線よりもやや右

側にシフトしているのは，粘性減衰系では振動の周期

がやや長くなることによるものである．図 20の (a)と

(b)を比較すると，安定度規範で設計された動吸振器が

取付けられた振動系の方が確かに振動が早く収束する．

6. 結 言

本研究の結果，ヒステリシス減衰型動吸振器の制振

性能は，H∞規範においても安定度規範においても，粘

性減衰型動吸振器より劣ることが明らかになった．た

だし，動吸振器の通常の使用状況 (µ ≤ 0.2)においては，

その差は無視できるほど小さい．ヒステリシス減衰型

動吸振器の最適設計に関して以下の結論が得られた．

(1) 最適同調比 νoptに関しては粘性減衰型動吸振器と

ほぼ等しいが，安定度規範で動吸振器を設計する

ときには粘性型よりも少し小さい値をとる．

(2) 損失係数 η は一般に減衰比 ζ の 2倍の値にとられ

るが，動吸振器の最適損失係数の値 η2opt は最適

減衰比 ζ2opt の 2倍の値よりも僅かに大きくなる．
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Fig. 19 Frequency response functions for a hysteretically

damped system subjected to force excitation
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(3) H∞最適化に関しては,減衰系に取付ける動吸振器

の最適設計値を計算するための代数的厳密解が得

られた.

(4) 安定度規範に関しては, 減衰系に取付ける動吸振

器の最適設計値が極めてシンプルな代数的厳密解

から計算できることを示した．

(5) 複素ばね表現されたヒステリシス減衰系において

は，一般解は粘性減衰系のように共役複素数の形

では表現できない．

(6) ヒステリシス減衰系のばねを複素数表現すると必

然的に不安定な解が現われる．この不安定解は実

際には発現しない．
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