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安定度規範に基づくヒステリシス減衰型直列二重動吸振器の最適設計
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Optimal Design of a Series-Type Double-Mass Hysteretically Damped
Dynamic Vibration Absorber Based on the Stability Criterion
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実用に供されている動吸振器のほとんどは，コイルばねと粘性ダンパで構成されているわけではな
く，それらの性質を併せ持つ防振ゴムのような高分子材料が用いられている．この高分子材料の減衰
力は，物体間の相対速度に比例して変化する粘性減衰ではなく，相対変位に比例するヒステリシス型
の特性を持つことが実験的に確かめられている．本報告では，このような二つの動吸振器を直列に接
続したヒステリシス減衰型の二重動吸振器の最適設計式を提案するものである．この動吸振器の設
計規範には，主系の自由振動応答を最短時間で減衰させることを目標とする安定度最大化規範を採
用した．研究の結果，主系が無減衰のときには，動吸振器の最適設計条件は極めてシンプルな式で表
現できることが明らかになった．さらに，動吸振器を二重化することによって，単一質量の動吸振器
に比べて安定度が 2倍近く上昇し，振動の収束時間が大幅に短縮できることが確認された．
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1. 緒 言

小型の制振装置として知られる動吸振器 (DVA: Dy-

namic Vibration Absorber)は，船舶のローリング振動を

抑えるために初めて使われたとされている(1)．その後，

この動吸振器の最適化のために幾つかの設計規範が提

案され，今では建築構造物，鉄道車両や自動車，および

振動絶縁器のような様々な分野に用いられている．動

吸振器に対する代表的な設計規範には，周期的励振を

受ける振動系の定常応答における共振点高さを最小化

することを目標とする H∞ 最適化
(2)，共振点も含めて

全周波数域における主系の運動エネルギーの最小化を

目標とするH2最適化
(3)，強制振動下での定常応答では

なく，初期励振に対する自由振動応答を最短時間で収

束させることを目標とする安定度最大化(4)がある．

近年，動吸振器の性能向上とロバスト性改善のため

に，二つ以上の動吸振器を組み合わせた多重動吸振器

の研究が行われている(5),(6),(7),(8)．著者らも，二重動吸

振器の最適化の研究に取り組み，特にそれらが直列に

接続された場合には，動吸振器の性能が大幅に向上す

ることを確認した(9),(10)．ここで研究した動吸振器を含

む振動系は，すべてが物体間の相対速度に比例して変

化する粘性型の減衰力を発揮すると仮定されていた．

その解析モデルは図 1(b)に示されている．

多くの動吸振器は，図 1(b)に示されるように，コイ

ルばねと粘性ダンパによって構成されている訳ではな

く，その代わりに復元性能と減衰効果を併せ持つ防振

ゴムに代表される高分子材料が用いられている．実験

的に，高分子材料の生み出す減衰力は，物体間の相対

速度ではなく相対変位に比例するヒステリシス減衰型

の特性を持つことが知られている(11)．さらに，主系に

働く減衰力についても，主系を構成する材料の内部減

衰や接触部の摩擦減衰によることが多く，これらも粘

性減衰ではなくヒステリシス型の減衰としてモデル化

する方が適しているとされる．

図 1(a)に示されるようなヒステリシス減衰型動吸振

器の最適化についての研究は少なく，m3 = 0の単一質

量型の動吸振器に関する著者らの研究(12),(13)以外は見

当たらない．本研究は前報告の続編であり，図 1(a)に

示されるようなヒステリシス減衰型の直列二重動吸振

器の最適設計条件を探る．その最適化には，上で述べ

た第３番目の規範である安定度最大化規範を用いる．

Fig. 1 Analytical models of three-degree-of-freedom (3-

DOF) vibratory systems.
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2. 解析モデルと無次元パラメータの定義

図 1(a)は本研究で取り扱うヒステリシス減衰型の３

自由度振動系を示している．ここで，Pは制振対象で

ある主系で，DVA-Aと DVA-Bは直列に接続された二

つの動吸振器を表している．三つの質量を連結してい

るばねにはヒステリシス型の減衰特性があり，それは

損失係数 ηi,(i = 1 ∼ 3)によって表現されている．この

動吸振器との比較のために，粘性減衰型動吸振器を有

する３自由度の振動系が同図 (b)に示されている．これ

らの系はいずれも線形系であることから，その動特性

は以下の無次元パラメータによって完全に表現できる．

λ = ω/ω1, τ = ω1t

µ =
m2 +m3

m1
, µB =

m3

m2
, ν =

ω2

ω1
, νB =

ω3

ω2

ζ1 =
c1

2m1ω1
, ζ2 =

c2

2m2ω2
, ζ3 =

c3

2m3ω3


(1)

ここで ω1,ω2,ω3 はそれぞれの系の無減衰固有角振動

数であり，次式で定義される．

ω1 =
√

k1/m1, ω2 =
√

k2/m2, ω3 =
√

k3/m3 (2)

3. 安定度最大化規範

本研究では，動吸振器の設計に，主系の自由振動応

答を最短時間で収束させることを目標とする安定度最

大化規範を採用する．この目的に対しては，図 1に示

された周期的励振力 f はインパルス入力に置き換えら

れる．図 2は，ある３自由度粘性減衰系の特性根の座

標を複素平面上に描いたものである．粘性系の場合に

は，振動系の減衰が過度に大きくない限りは，この図

のように共役の複素根が三対現れる．特性根の虚部は

励起した三つの減衰固有角振動数を表し，実部 (安定系

では負の値をとる)はそれぞれの固有振動数の収束の

早さを表す．振動系全体の収束の早さは最も右端に位

置する特性根が決定し，その特性根と虚軸との距離を

安定度と称し，次式で定義される記号 Λで表す(4)．
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Fig. 2 Characteristic roots of a 3-DOF viscously damped

system. Parameter Λ is a stability index of the system.

Λ =−max(Re[si]) (3)

この Λの値を最大化することが設計目標である．
著者らの既発表論文(13)で述べたように，ヒステリシ

ス減衰系では図 2に示されるような共役の複素根は現

れない．代わりに第二象限に現れた特性根から座標原

点を中心に点対称の位置に第二の特性根が出現する．こ

の特性根の実部は正であるので，振動系は必然的に不

安定になる．一方で，ヒステリシス減衰系に図 1のよ

うに周期的励振力が作用する場合の定常応答は常に安

定であることから，本研究においては，インパルス入

力をフーリエ級数展開し，その展開した各正弦波入力

に対する応答を個別に計算し，それらを重ね合わせる

ことによって自由振動応答を計算することにした．こ

の方法の詳しい説明については，著者の一人の既発表

講演論文原稿を参照されたい(14)．

4. 動吸振器の設計手順と結果の表示

4·1 連立代数方程式の導出

図 1(a)の振動系の特性方程式は次式で表される．

(1+µB)S6+(a1+ ib1)S4+(a2+ ib2)S2+(a3+ ib3) = 0

(4)

図 2に示された特性根 sは角振動数の単位を有してい

るが，ここで使われている特性根 S (= s/ω1)は無次元

化されている．式 (4)の各記号は，式 (1)で定義された

無次元パラメータを用いて，次のように表される．

a1 = (1+µB)(1+ν2)+µν2 +(1+µB)
2ν2ν2

B

b1 = η1(1+µB)+η2(1+µ +µB)ν2 +η3(1+µB)
2ν2ν2

B

a2 = (1+µB)ν2{1+[1+µB +(1−η2η3)(1+µ)ν2]ν2
B

−η1[η2 +η3(1+µB)ν2
B]}

b2 = (1+µB)ν2{η1[1+(1+µB)ν2
B]

+η2[1+(1+µ)ν2ν2
B]+η3[1+µB +(1+µ)ν2]ν2

B}
a3 = (1−η1η2 −η2η3 −η3η1)(1+µB)ν4ν2

B

b3 = (η1 +η2 +η3 −η1η2η3)(1+µB)ν4ν2
B


(5)

粘性減衰系に対する直列二重動吸振器の最適化の研

究(15),(16)において，図 1(b)に示された動吸振器 DVA-A

の減衰は小さいほど望ましく，ゼロが最適であること

が発見された．それは，その方が動吸振器DVA-Bの働

きが良くなるからである．さらに，特性根の三つの実

部にはトレードオフの関係があり，これらの実部を一

致させることが安定度指数 Λが最大値をとるための必
要条件であることも明らかになった．このとき，特性

根の虚部も互いに一致するので，特性根は三重根をと

ることになる．この三重根の座標を
√

a0 + ib0 とおく

と，特性方程式 (4)は次のように因数分解できるはず
2



である．

(1+µB)(S−
√

a0 + ib0)
3(S+

√
a0 + ib0)

3 = 0 (6)

式 (6)を展開し，各項の実部と虚部を式 (4)と等置する

と，以下に示す六元連立の代数方程式が得られる．

f1 = (1+3a0)(1+µB)+(1+µ +µB)ν2

+(1+µB)
2ν2ν2

B = 0

f2 = 3b0 +η1 +η3(1+µB)ν2ν2
B = 0

f3 =−3(a2
0 −b2

0)+ν2 +(1+µ)ν4ν2
B

+(1+µB)(1−η1η3)ν2ν2
B = 0

f4 =−6a0b0 +η1ν2 +η1(1+µB)ν2ν2
B

+η3[1+µB +(1+µ)ν2)]ν2ν2
B = 0

f5 = a0(a2
0 −3b2

0)+(1−η1η3)ν4ν2
b = 0

f6 = b0(3a2
0 −b2

0)+(η1 +η3)ν4ν2
b = 0



(7)

ここでは η2 = 0としている．式 (7)において，µ と η1

は与えられたパラメータであるので，未知のパラメー

タは 6個 (µB, ν , νB, η3, a0, b0)である．よって，通常

の四則演算によって解を求めることができる．

4·2 無減衰系に対する解

特別な場合として，主系が無減衰 (η1 = 0)であるな

らば，式 (7)の解は次のように求められる．

µBopt =
8µ(1+µ)
(1−µ)2 , νopt =

1+3µ
(1+µ)

√
1−µ

νBopt =
(1−µ)

√
(1+µ)(1−9µ)

(1+3µ)2

η3opt =
3(1−µ)

√
3µ

1−9µ
, a0 =− 1

1+µ
, b0 =−

√
3µ

1+µ


(8)

式 (8)は，式 (7)を満たす唯一の正の実根であることを

確認している．4個の解については動吸振器の最適設

計条件であることから添え字 “opt”をつけている．

残りの解 (a0, b0)は特性根の座標を表すが，これらは

根号内に入っていることから，この平方根を外さなけれ

ばならない．既発表論文(13)に記されている方法に従っ

て平方根を取り去ると，二つの特性根の座標 (x1, y1)

と (x2, y2)が以下のように求められる．{
x1

x2

}
=∓

√
−1+

√
1+3µ

2(1+µ){
y1

y2

}
=± i

√
1+

√
1+3µ

2(1+µ)


(9)

このうち，座標 (x2, y2)は不安定な特性根であるので，

安定な特性根 (x1, y1)の方を採用する．このとき，最

大化された安定度指標は以下のように表される．

Λmax =

√
−1+

√
1+3µ

2(1+µ)
(10)

4·3 無減衰系に対する最適解の表示

図 3の実線は，式 (8)に示された二重動吸振器の最

適解と式 (10)に示された安定度の最大値を表示したも

のである．比較のために，ヒステリシス減衰型におけ

る単一質量動吸振器の最適値と安定度の値が破線で示

されている．この単一質量動吸振器の最適値の計算式

については，以下のように求められている(13)．

νopt,single =

√
1−µ

1+µ
, η2opt,single =

2
√µ

1−µ

Λmax,single =

√√√√1
2

(√
1

1+µ
− 1

1+µ

)


(11)

式 (8)から明らかなように，二重動吸振器の最適解

は質量比 µ = 1/9までしか存在しない．µ = 0 ∼ 1/9の

範囲において単一質量動吸振器で達成できる安定度の

最大値と比較すると，動吸振器を二重にした場合には

系の安定度が約 1.7倍にできることが確認できる．

4·4 減衰系に対する最適解の表示

主系に減衰が存在する場合には，式 (7)の解は簡単

な式では表現できない．ここでは，途中の計算過程は

省略し，最後に得られた数値解のみを図で表示する．

図 4は，二重動吸振器の四つの設計パラメータの最

適値が主系の損失係数 η1 の増加に伴って変化してい

く様子を示している．この図から，η1 が増加すれば，

図 3に示された解の存在領域がさらに狭くなっていく

ことが分かる．図 5 は，η1 の増加とともに振動系の

安定度が直線的に増加していくことを示している．こ

の図の µ = 0の直線は，動吸振器のない１自由度ヒス

テリシス減衰系の安定度であり，この線と比較すると，

µ = 0.005の曲線の方が安定度がかなり上昇している

ことから，たとえ小さな動吸振器であっても振動系の

安定度の改善に大きく貢献していると言える．　

Fig. 3 Optimal solution for a hysteretically damped DVA

in an undamped system based on the stability criterion.
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Fig. 4 Optimized parameters of a hysteretically damped

series-type double-mass DVA in a damped system.

Fig. 5 Maximized stability index of a hysteretically

damped series-type double-mass DVA.

4·5 ヒステリシス減衰型 3自由度系の自由振動応答
図 6は，安定度規範で最適設計された直列二重動吸

振器が取り付けられた 3自由度振動系において，主系

の質量が初速度 υ0 で動き出したときの主質量と各動

吸振器の自由振動応答を表している．この計算におい

て，主系は無減衰 η1 = 0としている．この振動系の特

性根は三重根となっていることから，主質量は１自由

度減衰振動系の自由振動応答のように挙動しているこ

とが分かる．

Fig. 6 Free vibration responses of a hysteretically damped

3-DOF system.
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4·6 粘性減衰型 3自由度系の自由振動応答
図 7は，H∞ 規範，H2 規範，および安定度規範で最

適設計された粘性減衰型の直列二重動吸振器が取り付

けられた 3自由度振動系において，図 6と同様に，主

質量が初速度 υ0で動き出したときの各質量の自由振動

応答を表している．図 7(c)を図 6(b)と比較すると，わ

ずかではあるが，図 7(c)の応答の方が収束が早いこと

が伺える．また，図 7(a), (b), (c)の各応答を比較する

と，安定度規範で設計された動吸振器が取り付けられ

Fig. 7 Free vibration responses of a viscously damped

3-DOF system.

た振動系は初期減衰は遅いが，振動の揺れ戻しが生じ

ないことから最終的には最も早く振動が収束している．

図 7の図中に記載された最適値の計算式(9)を示すと

• H∞ 最適解：

µBopt =
(
1+

√
2
)
µ, νopt =

√
1+
(
1+

√
2
)

µ

νBopt =
1

1+
(
1+

√
2
)
µ
, ζ3opt =

√√√√1
2

(
1+

√
2
)
µ

1+
(
1+

√
2
)
µ


(12)

Fig. 8 Free vibration responses of a hysteretically damped

2-DOF system.
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• H2 最適解：

µBopt = 2µ , νopt =
√

1+2µ

νBopt =
1

1+2µ
, ζ3opt =

1
2

√
3µ

1+2µ

 (13)

•安定度規範に対する最適解：

µBopt = 8µ, νopt =
√

1+8µ

νBopt =
1

1+8µ
, ζ3opt =

3
2

√
3µ

1+8µ

 (14)

4·7 ヒステリシス減衰型 2自由度系の自由振動応答
図 8は，安定度規範で最適設計されたヒステリシス

減衰型単一質量動吸振器が取り付けられた 2自由度振

動系において，主系の質量が初速度 υ0 で動き出した

ときの主質量と動吸振器の自由振動応答を表している．

図 8(c)における動吸振器の設計式は式 (11)に示されて

いる．図 8(c)と図 6(b)の比較から，一つの動吸振器を

二つに分けてそれらを直列接続することにより，自由

振動が早く収束するようになることが確認できる．

5. 結 言

本報告は，著者らによる既発表論文(13)の続報である．

前報では，ヒステリシス減衰型の単一質量動吸振器の

最適化を行い，このときには緒言で述べた３種類の最

適化規範 (H∞, H2,および安定度規範)に従って動吸振器

を最適設計した．今回の直列二重動吸振器の最適化で

は，安定度規範に絞って動吸振器の最適化を行い，振

動系の自由振動応答を計算した．研究の結果をまとめ

ると以下のようになる．

(1) 主系に減衰が存在しなければ，動吸振器の四つ (η2

も含めると五つ)の設計パラメータは極めて簡単

な式により計算できることを示した．

(2) 動吸振器を二つに分けて直列結合することにより，

振動系の自由振動の収束の早さを表す安定度の値

は 1.7倍にも増加する．
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