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Abstract
There are three typical criteria used in the design of dynamic vibration absorbers (DVAs): H∞ optimization, H2

optimization, and stability maximization. In these criteria, in even the most basic single-mass DVA, the effect of primary

system damping on the optimal solution is still not fully understood with respect to the H∞ criterion. This article presents

exact algebraic equations for calculating the H∞-optimal solutions for a single-mass DVA attached to a damped primary

system. In the H∞ optimization of the mobility transfer function, a highly accurate numerical solution was obtained by

solving a single sixth-order algebraic equation. In the case of optimization of the compliance transfer function, it is shown

that a highly accurate numerical solution can be obtained by solving a ternary system of simultaneous algebraic equations.

Key Words : Dynamic Vibration Absorber, Damped Primary System, H∞ Optimization, Formula Manipulation,
Exact Algebraic Equation, Compliance Transfer Function, Mobility and Accelerance Functions

1. 緒 言

動吸振器 (DVA: Dynamic Vibration Absorber)は 1883年にWattsによって考案され(1)，1909年と 1911年に Frahm

によって最初に特許を取られたとされている(2). その最適化規範については，H∞最適化，H2最適化，および安定

度最大化の三つに分類できる(3)．これらの中で H∞ 最適化は主系の共振点の高さを最小に抑えることを目的とし，

最も早く提案され，現在でも動吸振器の設計に最も広く採用されている規範である. Ormondroydと Den Hartogに

よって 1928年に提案された H∞最適化の近似手法
(4)は定点理論と呼ばれている. その方法を用いて，減衰のない主

系に取付ける単一質量動吸振器に対する最適同調比の式が 1932年に Hahnkamm(5)によって導かれ，その後，1946

年に Brock(6)によって動吸振器の最適減衰比の式が導出された．その解の詳細な導出方法は Den Hartogの著書(7)に

紹介されている．彼らが導いた近似最適解は，力励振を受ける主系のコンプライアンス伝達関数 (絶対変位応答)

の最小化に対する解であったが，その後，モビリティ伝達関数 (絶対速度応答)とアクセレランス伝達関数 (絶対加

速度応答)に対する近似最適解も求められ，それらは専門書にまとめられている(8)．これらの解は，すべて主系に

減衰が存在しない特別な場合の解である. その後，主系に含まれる減衰の影響を考慮した H∞最適解が提案された

が，それらはすべて数値解(9)−(11)か摂動近似解(3)であり，現在に至るまで代数解はまだ得られていない.

動吸振器の H∞ 最適化に対する厳密解の導出方法は，1997年と 2002年に西原らによって提案された(12),(13). こ

のとき，コンプライアンス伝達関数に対する最適解も呈示された. その後，この西原の方法でモビリティとアクセ

レランス伝達関数に対する厳密解も導出された(14). これらの解も，すべて無減衰系に対する解である．本講演で

は，この厳密な手法で導かれた減衰系に取付ける単一質量動吸振器の H∞ 最適解の計算式を報告する．
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2. 解析モデルと無次元パラメータの定義

図 1(b)は，本研究で取り上げる２自由度振動系の解析モデルで，m1 − k1系が制振対象となる主系 (P)，m2 − k2

系が動吸振器 (DVA)を表している．主系には調和外力が作用し，主系の定常振動振幅を最小化するように動吸振

器が設計される．この振動系から動吸振器を取り外した 1自由度の振動系が同図 (a)に示されている.

本研究では，次のように定義された無次元パラメータを用いて計算を進めて行く．

µ = m2/m1, ν = ω2/ω1, λ = ω/ω1, ζ1 = c1/(2m1ω1), ζ2 = c2/(2m2ω2) (1)

ここで ω1 と ω2 は，次のように定義される無減衰固有角振動数である．

ω1 =
√

k1/m1, ω2 =
√

k2/m2 (2)

式 (1)で定義された五つの無次元パラメータにおいて，励振振動数比 λ はゼロから無限大まで変化すると想定し，
質量比 µ と主系の減衰比 ζ1 が与えられたときに動吸振器の望ましいばね定数と減衰係数を与える ν と ζ2 の最適

値を探すことがこの動吸振器の最適化問題である.

3. H∞ 最適化における三つの評価指標と無減衰系に対する厳密解

3·1 コンプライアンス伝達関数の H∞ 最適化

コンプライアンス伝達関数とは，系に入力された外力 f (t)に対する絶対変位応答 x1(t)の比を表す伝達関数であ

り，その最大値を表す H∞ ノルムを無次元化すると次式で表現される.

hmax =

∣∣∣∣ x1

f/k1

∣∣∣∣
max

(3)

この hmax を最小化することが H∞ 最適化の目標である. これ以降，hmax の最小値は hmin と表される.

3·2 モビリティ伝達関数の H∞ 最適化

モビリティ伝達関数とは，系に入力された外力に対する絶対速度応答の比を表す伝達関数であり，その最大値を

表す H∞ ノルムはここでも無次元化されて次式で表現される.

hmax2 =

∣∣∣∣ ẋ1

ω1 f/k1

∣∣∣∣
max

=

∣∣∣∣ λx1

f/k1

∣∣∣∣
max

(4)

この hmax2 を最小化することが H∞ 最適化の目標であり，この hmax2 の最小値も hmin と表される.

3·3 アクセレランス伝達関数の H∞ 最適化

アクセレランス伝達関数とは，系に入力された外力に対する絶対加速度応答の比を表す伝達関数であり，その

最大値を表す H∞ ノルムを無次元化すると次式で表現される.

hmax3 =

∣∣∣∣ ẍ1

ω2
1 f/k1

∣∣∣∣
max

=

∣∣∣∣λ 2x1

f/k1

∣∣∣∣
max

(5)

この hmax3 を最小化することが H∞ 最適化の目標であり，この hmax3 の最小値も hmin と表される.
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Fig. 1: Analytical model of viscously damped systems
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Fig. 2: H∞-optimal solutions for DVA attached to an

undamped primary system
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3·4 無減衰系に対する H∞ 最適解

主系に減衰が無いとき (ζ1 = 0)には，上記のすべての伝達関数に対して，すでに動吸振器の厳密な H∞最適解が

得られている(14)．その解は今回の研究の出発点になることからここでまとめて紹介する．

まず，コンプライアンス伝達関数に対しては

νopt =
2

1+µ

√
2
3

16+23µ +9µ2 +2(2+µ)
√

4+3µ
64+80µ +27µ2 , ζ2opt =

1
4

√
8+9µ −4

√
4+3µ

1+µ

hmin =
1

3µ

√
(8+9µ)2(16+9µ)−128(4+3µ)3/2

3(32+27µ)

 (6)

次に，モビリティ伝達関数に対しては

νopt =
1

1+µ

√
−(1+µ)+

√
2(1+µ)(2+µ), ζ2opt =

√
1
2
− 1√

2(1+µ)(2+µ)

hmin =

√√√√ 1
µ

[
2+µ

2(1+µ)
+

√
2+µ

2(1+µ)

]


(7)

最後に，アクセレランス伝達関数に対しては

νopt =
2

8+5µ

√
2
3
(16+7µ + c0), ζ2opt =

1
8+5µ

√
64+88µ +33µ2

2
− (4+3µ)c0

hmin =
8

3µ

√
16+25µ −2c0

3(32+27µ)
; where c0 =

√
64−16µ −26µ2

 (8)

これらの式を図示した結果が図 2に示されている. この図において，hminに関しては，他に比べて値が大きいこ

とから定数 5で除した値が記されている．この hminの値は，コンプライアンス伝達関数とアクセレランス伝達関数

においては 1未満にはならないという性質があるが，アクセレランス伝達関数の方が圧倒的に早く 1に漸近してい

き，µ = 1.291において完全に 1になり，これ以上の µ の値に対しては最適解が存在しなくなる．この µ = 1.291

という値は，式 (8)に記されたパラメータ c0 が虚数に転じる瞬間である.

4. コンプライアンス伝達関数に対する H∞ 最適化

H∞ 最適化を達成させる動吸振器の設計条件は，次の三元連立代数方程式の一つの解として求められる．

f1 = a0r2 +a1r+a2 = 0, f2 = c0r2 + c1r+ c2 = 0, f3 = d0r3 +d1r2 +d2r+d3 = 0

a0 = 1−2ζ 2
2 , a1 =−1+2ζ 2

1 +4ζ1ζ2µν − (1+µ)[1−2ζ 2
2 (1+µ)]ν2, a2 = (1+µ −2ζ 2

1 )ν2

c0 = 1, c1 =−2ν2, c2 = 4ζ 2
2 (1+µ)3[1−ζ 2

2 (1+µ)]ν4 +8ζ1ζ2µ(1+µ)[1−2ζ 2
2 (1+µ)]ν3

+{2−4ζ 2
1 [1−µ −2ζ 2

2 (1+µ)(1−3µ)]−4ζ2(1−µ2)}ν2 +8ζ1(1−2ζ 2
1 )ζ2µν − (1−2ζ 2

1 )
2

d0 = ζ2ν
d1 =−ζ1µ(1+µ)2[1+4ζ 2

2 (1+µ)−4ζ 4
2 (1+µ)2]ν3 −ζ1µ [1+6ζ 2

2 (1+µ)−12ζ 4
2 (1+µ)2]ν2

−ζ2{1−2ζ 2
2 (1−µ2)−2ζ 2

1 [1−µ −2ζ 2
2 (1+µ)(1−3µ)]}ν −2ζ1(1−2ζ 2

1 )ζ 2
2 µ

d2 = [ζ2(1+µ)4ν3 +ζ1µ(1+µ)2ν2 +ζ2(1+µ −4ζ 2
1 )µ(1+µ)ν +ζ1µ(2+µ −4ζ 2

1 )]ν2

d3 = (1+µ −2ζ 2
1 ){−ζ2(1+µ)3[1−2ζ 2

2 (1+µ)]ν3 −ζ1µ(1+µ)[1−6ζ 2
2 (1+µ)]ν2

+ζ2(1+µ)[1−µ −2ζ 2
1 (1−3µ)]ν −ζ1(1−2ζ 2

1 )µ}ν2



(9)

ここで，共振点高さ hmax は，次式で定義される記号 rで置き換えられている．

r =

√
1− 1

h2
max

(10)

この置き換えにより，hmaxを最小化する問題は，rを最小化する問題に置換される．連立方程式 (9)の最初の二つ

の式は 2自由度振動系において現われる二つの共振点の高さを等しくする条件式(12),(13)であり，第 3番目の式は

その共振点の高さを最小化するための条件式(15),(16)である.
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Fig. 3: Optimization of compliance transfer function for

a damped primary system by the H∞ criterion

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

ζ1

ν
o
p
t

μ = 0.02
    0.05
    0.1
    0.2
    0.3
    0.5
    0.7
    1.0

(a) Optimal tuning ratio νopt

(b) Optimal damping ratio ζ2opt

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

ζ1

m
in

μ = 0

    0.02

    0.05

    0.1

    0.2

    0.3

    0.5

    0.7

    1.0

(c) Minimized resonance amplitude hmin

0 0.5 1 1.5 2
0

1

2

3

4

5

λ

|λ
1
/(
f 

/k
1
)|

ζ1 = 0
       0.02
       0.05
       0.1
       0.2
       0.3
       0.4
       0.6
       1.0

μ = 0.1

(d) Optimized frequency responce for µ = 0.1

Fig. 4: Optimization of mobility transfer function for a

damped primary system by the H∞ criterion
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連立方程式 (9)は，パラメータ µ と ζ1 に希望する値を入れれば，数式処理ソフトの Mathematicaのコマンド

“NSolve”を用いて解くことができる. その結果，非常に多くの解の組が得られる (ある計算条件では 14組の実根

と 56組の複素根が得られた)が，その中で正の実根は一組だけである. なお，主系減衰 ζ1 がゼロの特別な場合に

は，式 (9)を構成する式はさらに因数分解でき，その簡単化された式から代数解の式 (6)が導かれる．

こうして得られた動吸振器の最適同調比 νopt と最適減衰比 ζ2opt, および最小化された共振振幅 hmin の値を図

3(a)–(c)に示す. 図の横軸には主系の減衰比 ζ1 が 1/
√

2 = 0.7071の値までとられている. よく知られているよう

に，図 1(a)に示された 1自由度粘性減衰系のコンプライアンス伝達関数は，振動数比 λ = 0において 1から始ま

り，減衰比 ζ1 が 0.7071に達すると，振動数の増加と共に単調に減少していく. このことから，動吸振器の最適値

は ζ1 = 0.7071までしか存在しない. 図 3(c)における µ = 0の曲線は 1自由度振動系の共振振幅比を表している.

図 3(d)は，最適化された µ = 0.1の動吸振器が取付けられた振動系のコンプライアンス伝達関数を示している.

5. モビリティ伝達関数に対する H∞ 最適化

モビリティ伝達関数の H∞最適化に関しても，全く同様にして三元連立の代数方程式が導かれる．今度は，その

中の二つの式を代数的に解くことができ，最後に単独の 6次代数方程式が残される．したがって，コンプライア

ンス伝達関数のときよりも方程式を簡単に解くことができる．その結果が図 4に示されている．
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