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Abstract
The author had previously reported the optimal design formulas for a series-type double-mass dynamic vibration absorber

(DVA) to be installed in a damped primary system. At that time, only one formula giving the exact optimal design

conditions for the DVA was reported for each optimization criterion. Each formula was obtained by solving a set

of simultaneous algebraic equations consisting of four or five equations. The usual method for solving simultaneous

equations is to reduce the number of unknowns in these equations one by one, and finally derived a single higher-order

(cubic or quartic) equation consisting of a single unknown. Depending on which variables are left at the last equation,

completely different solutions calculating the optimal designing values of the DVA can be obtained for each criterion.

Because these are the solutions to the same optimization problem, numerical calculations will return to us the same values.

However, the derived multiple solutions cannot be derived from one solution to the other through algebraic operations. In

this article, some of those solutions will be presented.

Key Words : Dynamic Vibration Absorber, Damped Primary System, H∞ and H2 Optimization Criteria,
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1. 緒 言

動吸振器を多重化すれば，単一質量動吸振器に比べて制振性能が向上することは昔から知られている(1),(2). 本記

事の著者においても，二つの動吸振器を直列もしくは並列に配置した二重動吸振器の最適化の研究を以前より行っ

ており，その制振効果の向上を確認している(3),(4)．特に，二つの動吸振器を直列に配置した場合には，並列に配置

した場合よりも優れた制振効果が得られ，しかも主振動系に減衰が存在する場合においても，動吸振器の最適な

設計条件を厳密な式の形で導出することができた(5) (ただし H∞ 最適化規範の場合には励振力に対する主系のモビ

リティ伝達関数，H2 最適化規範の場合にはコンプライアンス伝達関数に限られる)．

単一質量型動吸振器では，未だに減衰のある主系に取付けられる動吸振器の H∞最適解が代数解の形では得られ

ていない(6)という現状で，直列型二重動吸振器において代数的厳密解が見つかったことは特筆すべきことである

が，実は，その代数解には様々な表現法がある．それは，その最適解が 3次ないし 4次の代数方程式の解として

導かれることに起因する．その高次方程式をどのシステムパラメータで表現するかによって，得られる解の形が

違うのである．もちろん，同じ最適化問題の厳密解を探索していることから，式の形は違っても数値計算をする

と同じ値が返されてくる．これが 2次の代数方程式を解く問題であるなら，どのシステムパラメータから解を導

き出しても最終的には同一の代数解に帰着することになるが，3次以上の高次方程式に対してはそれができない．

以前に発表した直列型二重動吸振器の最適解(5)は 1種類だけであったが，本記事では別の形の解を紹介する．
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2. システムパラメータの無次元化

図 1は Pで表現された主系の質量の振動を抑えるために，1個あるいは 2個の動吸振器 (DVA)が取付けられた 3

種類の振動系を示している．この中で，本記事で取り上げるのは図 1(b)に示された直列型二重動吸振器の最適設

計問題である．一方，図 1(a)と (c)に示された単一質量型動吸振器および並列型二重動吸振器については，H∞規

範に基づく代数的な最適解は未だ得られていない(6),(7)．図 1に示された系はすべて線形の振動系であるので，そ

の周波数および時刻歴応答は以下で定義された 9個の無次元パラメータで完全に表現できる．

λ =
ω
ω1

, τ = ω1t, µ =
m2 +m3

m1
, µB =

m3

m2
, ν =

ω2

ω1
, νB =

ω3

ω2
, ζ1 =

c1

2m1ω1
, ζ2 =

c2

2m2ω2
, ζ3 =

c3

2m3ω3
(1)

ω1 =
√

k1/m1, ω2 =
√

k2/m2, ω3 =
√

k3/m3 (2)

ここで，λ (無次元励振振動数)と τ (無次元時間)は共にゼロから無限大まで変化すると想定し，主系と動吸振器の

質量比 µ の値は大きいほど動吸振器の性能は向上する．µ と主系の減衰比 ζ1の値が与えられたとき，残りの五つ

の設計パラメータに最適値が存在し，それらの最適値を探し求めるのが二重動吸振器の最適化問題である．

3. 動吸振器の H∞ 最適化

3·1 最適化の評価指標

直列二重動吸振器の H∞最適化に関しては，励振力に対する主系の速度応答を表すモビリティ伝達関数に対して

のみ最適解が得られている．その評価指標は次式で与えられる．

hmax =

∣∣∣∣ ẋ1

ω1 f/k1

∣∣∣∣
max

=

∣∣∣∣ λx1

f/k1

∣∣∣∣
max

(3)

この式における hmax は，無次元化されたモビリティ伝達関数の周波数領域での最大値 (H∞ ノルム)を表し，これ

を最小化することが H∞ 最適化の目標である．hmax の最小値は hmin と表される.

3·2 五元連立方程式

評価指標の最小値 hmin は，次の五元連立方程式を解くことによって達成できる
(5)．

f1 = 5−6r2 + r4 −24ζ 2
1 +≪ 63 terms ≫+16ζ 4

3 µ5
Bν4ν4

B = 0

f2 = 2−2r2 −8ζ 2
1 −12ζ 2

3 +≪ 124 terms ≫−8ζ 2
3 µµ3

Bν4ν4
B = 0

f3 = 16ζ 2
3 −16ζ 4

3 −4ν2
B +4r2ν2

B +≪ 27 terms ≫+16ζ 2
1 µν4ν4

B = 0

f4 = 16ζ1ζ 2
3 µµBν3 −16r2ζ1ζ 2

3 µµBν3 +≪ 8769 terms ≫+128ζ 7
3 µµ10

B ν8ν11
B = 0

f5 = 2−8r2 +12r4 −8r6 +2r8 −32ζ 2
1 +≪ 11724 terms ≫−2048ζ 8

3 µµ9
Bν8ν10

B = 0


(4)

直列型二重動吸振器では，動吸振器 Aの最適減衰比は ζ2opt = 0となる(4)．そのことによって実際に最適化すべ

きパラメータの数が 5個から 4個に減じるが，その代わりに共振点高さが r2 = 1−1/h2
maxと姿を変えて最適化 (最

小化)すべきパラメータに加わってくる．このとき，hmaxを最小化させるという H∞最適化問題は rを最小化する

問題に置き換えられる．式 (4)における最初の三つの式は，3自由度振動系において現われる三つの共振点の高さ

を等しく調整する条件であり，最後の二つの式はその共振点の高さ (ここでは r)を最小化する条件である．

Fig. 1: Analytical models of the vibratory system with three different DVAs.
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3·3 既発表の最適解

既発表論文(5)では，この五元連立方程式から他のパラメータを消去し，r2 に関する次の 4次方程式を導いた．

f6 = r8 +a1r6 +a2r4 +a3r2 +a4 = 0

a1 =−4(1−4ζ 2
1 +2µ), a2 = 2[3(1−4ζ 2

1 )
2 +12(1−4ζ 2

1 )µ +4µ2]

a3 =−4[(1−4ζ 2
1 )

3 +6(1−4ζ 2
1 )

2µ +4(1−8ζ 2
1 )µ2 −8µ3]

a4 = [(1+2ζ1)
2(1−4ζ 2

1 +4µ)−4µ2][(1−2ζ1)
2(1−4ζ 2

1 +4µ)−4µ2]

 (5)

この 4次方程式をそれと等価な 3次方程式に置き換えてカルダノの方法で解き，以下の最適解を導いた．

µBopt =
1− r2

min −4ζ 2
1 +4µ

2
, νopt =

√
1+µBopt, νBopt =

1
1+µBopt

, ζ2opt = 0

ζ3opt =

√ µBopt

2(1+µBopt)
, hmin =

√
1

1− r2
min

 (6)

ここで

rmin =

√√√√p0 −q1 −

√
3p2

0 − p2 −q2
1 −

2p3
0 − p0 p2 − p3

q1
, q1 =

√
p2

0 −
1
3
(

p2 −2p1/3
4 +16p1 p−1/3

4

)
p0 = 1−4ζ 2

1 +2µ, p1 = (3ζ 2
1 −2µ)µ3, p2 = 3(1−8ζ 2

1 +16ζ 4
1 )+4µ(3−12ζ 2

1 +µ)

p3 =−1+12ζ 2
1 −48ζ 4

1 +64ζ 6
1 −6µ(1−8ζ 2

1 +16ζ 4
1 )−4µ2(1−8ζ 2

1 −2µ)

p4 = 4µ4
(
27ζ 4

1 −36ζ 2
1 µ +16µ2

)
+12ζ 2

1 µ4
√

3
(
27ζ 4

1 −40ζ 2
1 µ +16µ2

)


(7)

3·4 別解・その１

五元連立方程式からは，次のような ν2 に関する 4次方程式を導くこともできる．

f7 = ν8 +b1ν6 +b2ν4 +b3ν2 +b4 = 0

b1 =−4(1+µ), b2 = 2(3+6µ +µ2), b3 =−4 [1+3µ +(1+2ζ 2
1 )µ2 +µ3]

b4 = 1+4µ +2(1+4ζ 2
1 )µ2 −4µ3 +µ4

 (8)

この 4次方程式もカルダノの方法で解くことができ，その結果，以下の最適解が導かれる．

µBopt = ν2
opt −1, νBopt = 1/ν2

opt, ζ2opt = 0

ζ3opt =
1

νopt

√
ν2

opt −1
2

, hmin =

√
1

2(ν2
opt −1+2ζ 2

1 −2µ)

 (9)

ここで

νopt =

√√√√1+µ +q1 +

√
3(1+µ)2 − p0 −q2

1 +
2ζ 2

1 µ2

q1
, q1 =

√√√√(1+µ)2 − p0

3
+

µq1/3
0

3
− 2p1µ2

3q1/3
0

p0 = 3+6µ +µ2, p1 = 3ζ 2
1 −2µ

q0 =
1
2

µ(27ζ 4
1 −36ζ 2

1 µ +16µ2)+
3
2

ζ 2
1 µ
√

3(27ζ 4
1 −40ζ 2

1 µ +16µ2)


(10)

3·5 別解・その 2
さらに，五元連立方程式 (4)から次の ζ 2

3 に関する 4次方程式を導くこともできる．

f8 = d0ζ 8
3 +d1ζ 6

3 +d2ζ 4
3 +d3ζ 2

3 +d4 = 0

d0 = 16 [1+4µ +2(1+4ζ 2
1 )µ2 −4µ3 +µ4], d1 =−32µ [1+(1+6ζ 2

1 )µ −3µ2 +µ3]

d2 = 8µ2(1+12ζ 2
1 −6µ +3µ2), d3 =−8µ2 [2ζ 2

1 − (1−µ)µ], d4 = µ4

 (11)

この 4次方程式を解くと，以下の最適解が導かれる．

νopt =

√
1

1−2ζ 2
3opt

, µBopt = ν2
opt −1, νBopt =

1
ν2

opt
, ζ2opt = 0, hmin =

√
1

2(ν2
opt −1+2ζ 2

1 −2µ)
(12)
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ここで

ζ3opt =

√√√√ µ
2p4

(
p3 +q1 +

√
3p2

3 − p2 p4 −q2
1 +

2ζ 2
1 p5

µq1

)
, q1 =

√√√√p2
3 −

p2 p4

3
+

p4q1/3
0

3µ
+

2p1 p4

3q1/3
0

p1 = 2µ −3ζ 2
1 , p2 = 1−6µ +3µ2 +12ζ 2

1 , p3 = (1−µ)(1+2µ −µ2)+6ζ 2
1 µ

p4 = (1+2µ −µ2)2 +8ζ 2
1 µ2, p5 = (1+2µ −µ2)(1+6µ2 +8µ3 +5µ4)−4ζ 2

1 µ2(5+5µ +µ2 −3µ3)−8ζ 4
1 µ4

q0 =
µ
2
(27ζ 4

1 −36ζ 2
1 µ +16µ2)+

3ζ 2
1 µ
2

√
3(27ζ 4

1 −40ζ 2
1 µ +16µ2)


(13)

4. 動吸振器の H2 最適化

4·1 最適化の評価指標

動吸振器の H2最適化とは，不規則な周波数で励振される主系の振動エネルギーを最小化することを目標とする

最適化の手法である(8)．その評価指標は次式で与えられる．

Ia =
1

2π

∫ ∞

−∞

∣∣∣∣ x1

f/k1

∣∣∣∣2 dλ (14)

ここで，Ia は無次元化コンプライアンス伝達関数を周波数領域で二乗した関数と実軸とに囲まれた面積 (H2 ノル

ム)を表し，これを最小化することが H2 最適化の目標である．Ia の最小値は Iamin と表される.

4·2 四元連立方程式

式 (14)の広義積分は留数定理によって代数的に計算でき，得られた多変数の連続関数は通常の方法でその最小

値 Iamin が求められる．その最小値は，次の四元連立方程式が満たされるときに達成できる
(5)．

f1 =−ζ 2
1 ζ3µν3 −2ζ 2

1 ζ3µµBν3 +≪ 2008 terms ≫+ ζ 2
1 ζ3µµ8

Bν11ν12
B = 0

f2 = ζ 2
1 ζ 2

3 µν3 +2ζ 2
1 ζ 2

3 µµBν3 +≪ 2048 terms ≫+ ζ 2
1 ζ 2

3 µµ8
Bν11ν12

B = 0

f3 =−ζ 2
1 ζ 2

3 µ −2ζ 2
1 ζ 2

3 µµB +≪ 1686 terms ≫+ 3ζ 2
1 ζ 2

3 µµ8
Bν8ν12

B = 0

f4 =−ζ 2
1 ζ 2

3 µ −2ζ 2
1 ζ 2

3 µµB +≪ 1536 terms ≫− ζ 2
1 ζ 2

3 µµ8
Bν8ν12

B = 0

 (15)

4·3 既発表の最適解

既発表論文(5)では，この四元連立方程式から他のパラメータを消去し，ν2 に関する次の 3次方程式を導いた．

f5 = ν6 +b1ν4 +b2ν2 +b3 = 0

b1 =−3(1+µ), b2 = 3(1+2µ), b3 =−(1−µ)(1+2µ)2 −4ζ 2
1 µ2

}
(16)

この 3次方程式をカルダノの方法で解き，以下の最適解を導いた．

µBopt = µ +q1/3
1 +µ2q−1/3

1 , νopt =
√

1+µBopt, νBopt =
1

1+µBopt
, ζ2opt = 0, ζ3opt =

ζ1µ
νopt(µBopt −2µ)

(17)

ここで

q1 = µ2
(

2ζ 2
1 −µ +2ζ1

√
ζ 2

1 −µ
)

(18)

4·4 別解

四元連立方程式から次に示される ζ 2
3 に関する 3次方程式を導くこともできる．

f6 = d0ζ 6
3 +d1ζ 4

3 +d2ζ 2
3 +d3 = 0, d0 =−16 [(1−µ)(1+2µ)2 +4ζ 2

1 µ2]

d1 = 24µ [(1−µ)(1+2µ)+2ζ 2
1 µ], d2 =−3µ2 [3(1−µ)+4ζ 2

1 ], d3 = ζ 2
1 µ2

}
(19)

この 3次方程式を解くことにより，以下の最適解が導かれる．

νopt =
ζ1ζ3opt [−µ(4−5µ)+4ζ 2

3opt(1+2µ −5µ2)+16ζ 4
3optµ2]

ζ 2
1 µ +ζ 2

3optµ(3−8ζ 2
1 −6µ)−4ζ 4

3opt(1−4ζ 2
1 µ −7µ2)−16ζ 6

3optµ(1+2µ)
, µBopt = ν2

opt−1, νBopt =
1

ν2
opt

(20)
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ここで

ζ3opt =
1
2

√
4µ(1−µ)(1+2µ)+8ζ 2

1 µ2 +(1− i
√

3)(1−µ)q1/3
0 +(1+ i

√
3)(1−µ)µ2[(1+2µ)2 −4(1+µ)ζ 2

1 ]q
−1/3
0

2[(1−µ)(1+2µ)2 +4ζ 2
1 µ2]

q0 = µ3(1+2µ)3 +8ζ 4
1 µ4 +2ζ1µ2[(1−µ)(1+2µ)2 +4ζ 2

1 µ2]
√

ζ 2
1 −µ −2ζ 2

1 µ2(1+2µ)(1+µ +4µ2)


(21)

5. 最適化された系の周波数応答と結言

第 3節と第 4節に示された解の式を用いて計算された図 1(b)の振動系の周波数応答の例を図 2に示す．これら

の節には複数の解の式が示されているが，どの式を用いても同じ値が得られる．図 2(a)はモビリティ伝達関数，同

図 (b)はコンプライアンス伝達関数であることに注意されたい．図中に動吸振器の最適パラメータの値が示されて

いるので，興味のある方は上記の式により確認されたい．

本研究の結果，これまでとは違う形の解の式を導くことはできたが，既発表の式よりも簡単な設計式に辿り着

くことはできなかった．既発表の式よりも簡単な式を導出することは現時点では不可能であると結論する．
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