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Transfer functions are often used to evaluate the vibration characteristics of mechanical and electrical
systems, but some of these transfer functions have reciprocity property. The reciprocity of a transfer
function means that swapping the coefficients of the two terms that make up its equation does not change
the properties of the original function. Taking a mechanical vibratory system with single degree of freedom
as an example, among the three transfer functions called compliance, mobility, and accelerance, only the
mobility transfer function has this reciprocity. In two-degree-of-freedom vibratory systems, there are no
conflicting transfer functions, and in a three-degree-of-freedom system, a transfer function with reciprocity
property suddenly return. In this paper, it will be shown that the presence or absence of transfer functions
with reciprocity plays an extremely important role in finding the simple optimal design formulas of dynamic
vibration absorbers.

1. 緒 言

動吸振器 (DVA: Dynamic Vibration Absorber)の最適

化の研究は Ormondroyd と Den Hartog によって 1928

年に報告された H∞ 最適化の一つの方法である定点理

論(1)の提案から始まったとされている．その方法を使っ

て 1932年と 1946年に導かれた代数解(2),(3)は近似解で

はあるが，現在に至るまで使われている．その後，動

吸振器の H∞最適化に対する厳密解の探求が，1997年

と 2002年に発表された西原らの研究から始まった(4),(5).

このときに発表された代数的厳密解は，主系に減衰が

存在しない特別な場合の解である.

本記事の著者は，この西原の厳密解法を使って 2020

年に主系減衰を有する系に取付ける単一質量動吸振器

に対する解の導出を試みたが，途中で 6次代数方程式

が現われたことによって数値解しか得られなかった(6)．

一方で，同じ主系に取付ける直列型の二重動吸振器に

対しては，最適解は代数解の形で導出することに成功

していた(7)．このように，複雑な系に対しては代数的

な形で最適解が得られるのに，それより簡単な振動系

に対しては数値解しか得られない理由について検討し，

伝達関数の持つ相反性の有無が重要な役割を果たして

いることに気付いた．結論から述べると，単一質量動

吸振器を有する 1自由度振動系 (全体として 2自由度

系)の伝達関数には相反性が無く，直列二重動吸振器を

備えた振動系 (全体として 3自由度系)の伝達関数には

相反性が有るということが明暗を分けたのである．同

じ 3自由度振動系でも，並列型の二重動吸振器を備え

た振動系には伝達関数に相反性が無く，これがこの動

吸振器に対する代数解の導出を不可能にしている原因

であることが明らかになった．

このように，これまで注目されることのなかった伝

達関数の相反性という性質が動吸振器の最適化設計に

重要な意味を持つことから，本記事ではこの伝達関数

の相反性を掘り下げて議論する．

2. システムパラメータの無次元化

図 1(a), (b)と図 2(a), (b)は，本記事で取り上げる 4種

類の機械振動系の解析モデルを示している．図 1におい

て記号 Pで表された質量は正弦的外力 f (t) = f0 sinω t

を受けて振動する主系 (Primary system)の質量を表し，

記号 DVA はその振動を抑制するために取付けられた

動吸振器質量を表している．図 2(a)と (b)では 2個の

動吸振器がそれぞれ直列と並列に配置されている．こ

れらはすべて線形の振動系であることから，系の周波

数応答と時刻歴応答はすべて以下のように定義された

9個の無次元化パラメータで表現できる．

λ =
ω
ω1

, τ = ω1t, µ =
m2 +m3

m1
, µB =

m3

m2
, ν =

ω2

ω1

νB =
ω3

ω2
, ζ1 =

c1

2m1ω1
, ζ2 =

c2

2m2ω2
, ζ3 =

c3

2m3ω3


(1)

ここで

ω1 =
√

k1/m1, ω2 =
√

k2/m2, ω3 =
√

k3/m3 (2)

式 (1)は図 2の振動系を想定して定義されているが，よ

り単純な図 1 の振動系に対しても等しく適用できる．

式 (1)において，λ と τ はそれぞれ無次元振動数と無
次元時間を表しており，前者は系の周波数応答を表示

するときに，また後者は系の時刻歴応答を表示すると

きに使用されるが，本記事では τ を使うことはない．
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図 1(b)に示された単一質量動吸振器の場合には，主

系と動吸振器の質量比 µ (ここではm3 = 0)と主系の減

衰比 ζ1が与えられたときに，主系と動吸振器の同調比

ν と動吸振器の減衰比 ζ2の最適値を求めることが動吸

振器の最適化問題になる．同様に，図 2(a)と (b)に示

された二重動吸振器の場合には，同じように与えられ

た質量比 µ と主系の減衰比 ζ1 の値に対して，五つの

無次元パラメータ (µB, ν , νB, ζ2,および ζ3)の最適値を

求めることが動吸振器の最適化問題である．

3. 伝達関数の相反性について

伝達関数とはシステムの入出力の関係を表す数式の

ことであり，図 1(a)に示された 1自由度の機械振動系

の場合には，系に入力された励振力 f (t)に対する主質

量の変位・速度・加速度応答のそれぞれを表すコンプ

ライアンス・モビリティ・アクセレランスの伝達関数が

知られている．これらの伝達関数の大きさを式 (1)で

定義された無次元パラメータで表現すると，まずコン

プライアンス伝達関数に対しては∣∣∣∣ x1

f/k1

∣∣∣∣=
√

1
(1−λ 2)2 +(2ζ1λ )2 =

√
Num1
Den1

≤ hmax

(3)

次に，モビリティ伝達関数に対しては∣∣∣∣ ẋ1

ω1 f/k1

∣∣∣∣= ∣∣∣∣ λx1

f/k1

∣∣∣∣= λ

√
1

(1−λ 2)2 +(2ζ1λ )2 (4)

最後に，アクセレランス伝達関数に対しては

Fig. 1 Analytical model of viscously damped systems

Fig. 2 Analytical model of 3-DOF systems

∣∣∣∣ ẍ1

ω2
1 f/k1

∣∣∣∣= ∣∣∣∣λ 2x1

f/k1

∣∣∣∣= λ 2

√
1

(1−λ 2)2 +(2ζ1λ )2 (5)

無次元振動数 λ を横軸にとり，これらの伝達関数を
図示すると図 3のようになる．コンプライアンス伝達

関数に λ を掛けるとモビリティ伝達関数になり，λ 2を

掛けるとアクセレランス伝達関数になることから，図

中に破線で表された伝達関数の極大点 (共振点)がこれ

らの順に右方に移動していく様子がわかる．特に，モ

ビリティ伝達関数の共振点が，系の減衰比 ζ1の値に拘

わらず常に λ = 1で生じることはよく知られている．

次に，これらの伝達関数を次のように変形する．ま

ず，式 (3)に示されているように，根号内に現われる

分数式の分子を Num1，分母を Den1 と表示する．さ

らに，この伝達関数の最大値を hmaxと置き，以下の関

数を定義する．

fn = Den1−Num1/h2
max ≥ 0 (6)

式中の不等式が示しているように，この関数 fnは非負

であり，伝達関数の最大値，すなわち共振点において

常にゼロの値をとる．

図 1(a)に示された 1自由度振動系の場合には，関数

fnは λ の 4次式になるが，奇数次のべき条項が存在し

ないことから y = λ 2と置いて yの 2次関数として表現

すると
fn = a0y2 +a1y+a2 (7)

の形に整理できる．式 (3)のコンプライアンス伝達関

数の場合について，この関数に含まれる三つの係数

a0, a1, a2 を計算すると

a0 = 1, a1 =−2(1−2ζ1), a2 = (1−2ζ1)
2 (8)

同様にして，式 (4)のモビリティ伝達関数に対しては

a0 = 1, a1 =−2, a2 = 1 (9)

また，式 (5)のアクセレランス伝達関数に対しては

a0 = (1−2ζ1)
2, a1 =−2(1−2ζ1), a2 = 1 (10)

これらは変形されたコンプライアンス/モビリティ/アク

セレランス伝達関数と呼ぶことができる．

後述する動吸振器の最適設計式の導出において重要

なことは，これらの変形された伝達関数に相反性が存

在するか否かということである．関数の相反性は，二

つの項を入れ替えたときに元の関数の性質が変化しな

いことでチェックできる．式 (8)から (10)に示す三種

類の係数の中で，a0 と a2 の値を入れ替えても元の関

数形が変化しないのはモビリティ伝達関数だけである．
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すなわち，モビリティ伝達関数のみが相反性を有して

いると言うことができる．

図 4(a)から (c)にパラメータ yを横軸にとって関数 fn

の形を表示している．これらの図を対応する元の伝達

関数の図 3と比較すると，図 4では伝達関数の形が上

下反転し，共振点において最小値ゼロをとることが分

かる．この図 4は伝達関数をより単純化した形で表現

したものであり，例えば図 3(b)に示されたモビリティ

Fig. 3 Transfer functions for SDOF system shown in

Fig.1(a)

伝達関数は系の減衰比 ζ1の値によって様々な形をとっ

ているように見えるが，結局のところ，図 4(b)に示さ

れた 1本の 2次曲線を変形させたに過ぎないと言える．

この図 4(b)を同図 (a)および (c)と比較すると，変形

された伝達関数が相反性を有していると，系の共振振

動数が減衰比の値に影響を受けなくなると予想される．

以下では，この伝達関数の相反性が 2および 3自由度

系において保たれているかどうかをチェックする．

Fig. 4 Deformed transfer functions for SDOF system

shown in Fig.1(a)
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4. 2自由度振動系の伝達関数に対する相反性

1自由度系で取り上げた 3種類の伝達関数のうち，モ

ビリティ伝達関数にのみ相反性があることが判明した．

系の自由度が大きくなったときにもモビリティ以外の

伝達関数が相反性を有することは期待できないので，

ここからはモビリティ伝達関数のみを取り上げる．

図 1(b)に示された単一質量動吸振器に対して，主系

のモビリティ伝達関数が最適化されるように動吸振器

を設計すると，その最適化された 2自由度系のモビリ

ティ伝達関数は図 5(a)のように表される．この図にお

いて，主系と動吸振器の質量比は µ = 0.1の値に固定さ

れ，主系の減衰比のみが 0から 1まで変化させられて

いる．第 3章に記述された方法に従ってこのモビリティ

伝達関数を変形した関数 fnを導出すると，その結果は

図 5(b)のようになる．この図に示された破線は，1自

由度振動系に対する変形モビリティ伝達関数 (図 4(b))

である．2自由度系において最適化された伝達関数に

は，λ = 1付近には共振点ではなく反共振点が存在す

ることから，相反性は存在しない．

Fig. 5 Mobility T. F. and deformed mobility T. F. for 2-

DOF system shown in Fig.1(b). (T. F. = transfer function)

実際，この系の関数 fn は以下のように表される．

fn = a0y4 +a1y3 +a2y2 +a3y+a4

a0 = 1, a4 = ν4

a1 =−3+ r2 +4ζ1(ζ1 +2ζ2µν)−2(1+µ)ν2

+4ζ 2
2 (1+µ)2ν2

a2 = 1+2(3+µ)ν2 −2r2(1−2ζ 2
2 )ν2

−8(ζ 2
1 +ζ 2

2 µ)ν2 −4(3−4ζ 2
1 )ζ 2

2 ν2 +(1+µ)2ν4

a3 =−2ν2 +4ν2(ζ 2
2 +ζ 2

1 ν2)− (3− r2 +2µ)ν4


(11)

ここで，r =
√

1−1/h2
max は，共振点高さ hmax を置き

換えたものである．関数 fn の相反性が成立するには，

a0 = a4と a1 = a3が成立しなければならないが，パラ

メータ ν の最適値は決して 1にはならず(6)，この関数

には相反性は存在し得ない．

単一質量動吸振器を最適化するのに必要なパラメー

タは，主系と動吸振器の最適同調比 νoptと動吸振器の

最適減衰比 ζ2opt の二つであるが，H∞ 最適化において

は，それらに加えて最小化された共振点高さ hminが未

知数として加わってくる．これらの未知数を決定する

には，三つの式で構成される連立方程式が必要になっ

てくるが，それらの式はすべて式 (11)から導出できる．

その連立方程式は以下に示される．

f1 =−1+ r2 +4ζ 2
1 +≪ 7 terms ≫+ 4ζ 2

2 µ2ν2 = 0

f2 = 5−6r2 + r4 +≪ 34 terms ≫+ 16ζ 4
2 µ4ν4 = 0

f3 = 12ζ1ζ 2
2 µ +≪ 103 terms ≫− 8ζ 3

2 µ5ν5 = 0


(12)

式 (12)において，最初の二つの式は方程式 fn = 0が図

5(b)のように二つの yの値において重根をとる条件か

ら導出でき，第三の式は図 5(a)に示された共振点の高

さを最小化する条件 (ヤコビ行列のランク落ち(8))から

導くことができる．

この三元連立方程式から ν 以外のすべての未知数を
消去すると，ν2に関する次の 6次方程式が導かれる．

fν = b0ν12 +b1ν10 +b2ν8 +b3ν6 +b4ν4

+b5ν2 +b6 = 0

b0 = (1+µ)6, b6 = ζ 2
1

b1 = (1+µ)4[(1+µ)(3−µ)−ζ 2
1 (9−µ)]

b2 =−(1+µ)[2(1+µ)2(3+3µ +2µ2)

−ζ 2
1 (1+µ)(21+18µ +13µ2)+8ζ 4

1 µ2]

b3 =−2[(1+µ)2(5+2µ +µ2)

+ζ 2
1 (1+µ)(5+4µ −3µ2)+4ζ 4

1 µ2]

b4 = (3+µ)(7+9µ +4µ2)−2ζ 2
1 (3+2µ +µ2)

b5 =−(3+µ)2 +3ζ 2
1 (1−µ)


(13)

この式は代数的には解けず，数値的に解かざるを得な

い．6次式であるから 6個の解が得られるが，その中
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で物理的に意味のある解は一つだけである．その解 (最

適同調比 νopt)が図 6(a)に示されている(6)．νoptが得ら

れると，動吸振器の最適減衰比 ζ2optは代数式から計算

でき，その結果が図 6(b)に示されている．

もし，主系減衰 ζ1 がゼロのときには式 (13)を因数

分解することができ，以下の最適解が導かれている(6)．

νopt =
1

1+µ

√
−(1+µ)+

√
2(1+µ)(2+µ)

ζ2opt =

√
1
2
− 1√

2(1+µ)(2+µ)

hmin =

√√√√ 1
µ

[
2+µ

2(1+µ)
+

√
2+µ

2(1+µ)

]


(14)

5. 直列型 3自由度振動系の伝達関数に対する相反性

次に，図 2(a)に示された直列型の二重動吸振器を有

する 3自由度系のモビリティ伝達関数を調査する．こ

れまでの研究から，動吸振器 Aの減衰比は小さいほど

望ましく，すべてのシステムパラメータが非負である

ならば，ζ2opt = 0が最適であることが分かっている(7)．

Fig. 6 Optimal solutions of a single-mass DVA system

for various primary damping ratio ζ1.

式を簡単にするために，ここでは最初から ζ2 = 0とす

ると，関数 fnは次のような yに関する 6次式で表現さ

れる．

fn = a0y6 +a1y5 +a2y4 +a3y3 +a4y2 +a5y+a6

a0 = (1+µB)
2, a6 = (1+µB)

2ν8ν4
B

a1 =−(1+µB){(1+µB)(3− r2 −4ζ 2
1 )+2ν2(1+µ

+µB)+2(1+µB)
2ν2ν2

B[1−2ζ 2
3 (1+µB)]}

a2 = µν2[2+(2+µ)ν2 +2µB(1+ν2)]

+(1+µB)
2[1+2(3− r2 −4ζ 2

1 )ν2 +ν4]

+2(1+µB)
2ν2ν2

B{3+3µB −6ζ 2
3 (1+µB)

2

− (r2 +4ζ 2
1 )(1+µB)[1−2ζ 2

3 (1+µB)]+2ν2

−4ζ 2
3 (1+µ)(1+µB)ν2 +2µν2 +µBν2}

+(1+µB)
4ν4ν4

B

a3 =−2(1+µB)
2ν2{1+(1+µB)ν2

B[1−2ζ 2
3 (1+µB)]}

− (1+µB)ν4{2µ +3(1+µB)+2(1+µB)ν2
B[2µ

+3(2+µB)−4ζ 2
3 (3+µ)(1+µB)]+3(1+µB)

3ν4
B}

+(r2 +4ζ 2
1 )(1+µB)

2ν4{1+2[2+µB −4ζ 2
3 (1+

µB)]ν2
B +(1+µB)

2ν4
B}+8ζ1ζ3µµB(1+µB)ν5νB

−2(1+µ)(1+µB)ν6ν2
B[1+µ +µB +(1+µB)

2ν2
B

−2ζ 2
3 (1+µ)(1+µB)]

a4 = (1+µB)
2ν4{1+2[2+µB −4ζ 2

3 (1+µB)]ν2
B

+(1+µB)
2ν4

B}+2(1+µB)ν6ν2
B{3+2µ

+(3+µ)µB +(3+µ)(1+µB)
2ν2

B

−2ζ 2
3 (3+2µ)(1+µB)

− (r2 +4ζ 2
1 )(1+µB)[1−2ζ 2

3 +(1+µB)ν2
B]}

+(1+µ)2(1+µB)
2ν8ν4

B

a5 =−(1+µB)
2ν6ν2

B{2−4ζ 2
3 +[2+2µB

+(3− r2 −4ζ 2
1 +2µ)ν2]ν2

B}


(15)

この伝達関数の場合には

νB = 1/ν2, µB = ν2 −1 (16)

と置くことによって相反性を付与できる．その結果は

fn/ν4 = a0y6 +a1y5 +a2y4 +a3y3 +a4y2 +a5y+a6

a0 = a6 = 1

a1 = a5 =−5+ r2 −2µ −2ν2 +4(ζ 2
1 +ζ 2

3 ν2)

a2 = a4 = 10+6µ +µ2 +2(4+µ)ν2 +ν4

−4ζ 2
3 (5+2µ)ν2 −2(r2 +4ζ 2

1 )[1+(1−2ζ 2
3 )ν2]

a3 =−13−8µ −2µ2 −2(5+2µ)ν2 −3ν4

+4ζ 2
3 (8+4µ +µ2)ν2 −8ζ1ζ3µν(1−ν2)

+(r2 +4ζ 2
1 )[3+2(1−4ζ 2

3 )ν2 +ν4]


(17)

このように，変形されたモビリティ伝達関数である fn

は，7個の係数の値が a3 を中心に対称形となる．

この伝達関数の相反性により，最適調整された二重

動吸振器を備えた主系のモビリティ伝達関数は，図 7(a)
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に示されるように，主系の減衰比 ζ1の値に関係なく常

に第二共振点が λ = 1において生じるようになる．関

数 fnは同図 (b)のようになり，確かに y = λ 2 = 1にお

いて常にゼロの値をとっている．

この直列型動吸振器において ζ2opt = 0であることか

ら，他に最適化すべきパラメータは µB, ν , νB, および

ζ3の 4個であり，これに hminが未知数として加わって

くる．よって，これらの未知数の決定に必要な方程式

の数は 5個であり，それらは次のように表される．

f1 = 5−6r2 + r4 +≪ 95 terms ≫+ 16ζ 4
3 µ5

Bν4ν4
B = 0

f2 = 2−2r2 +≪ 183 terms ≫− 8ζ 2
3 µµ3

Bν4ν4
B = 0

f3 = 16ζ 2
3 −16ζ 4

3 +≪ 29 terms ≫+ 16ζ 2
1 µν4ν4

B = 0

f4 =−16ζ1ζ 2
3 µµBν3 +16r2ζ1ζ 2

3 µµBν3

+≪ 8769 terms ≫− 128ζ 7
3 µµ10

B ν8ν11
B = 0

f5 = 2−8r2 +12r4 −8r6 +2r8 −32ζ 2
1

+≪ 11724 terms ≫− 2048ζ 8
3 µµ9

Bν8ν10
B = 0


(18)

これらの中で，最初の三つの式が関数 fnが三つの yの

値で重根ゼロをとる条件であり，最後の二つの式が共

振点の高さを最小化する条件である．

Fig. 7 Mobility T. F. and deformed mobility T. F. for 3-

DOF system shown in Fig.2(a). (T. F. = transfer function)
Fig. 8 Optimal solutions of series-type double-mass DVA

system for various primary damping ratio ζ1.
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五元連立方程式 (18)は，個々の式が長大であるため

に，このままでは代数的には解くことができないが，相

反性が成立ための条件式 (16)を適用すれば，未知パラ

メータの数が 5個から 3個に減少するために式が劇的

に簡単になる．さらに，一部の式が因数分解できるこ

とから，最終的には以下に示された ν2に関する 4次方

程式を解く問題に帰着する．

fν = ν8 +b1ν6 +b2ν4 +b3ν2 +b4 = 0

b1 =−4(1+µ), b2 = 2(3+6µ +µ2)

b3 =−4 [1+3µ +(1+2ζ 2
1 )µ2 +µ3]

b4 = 1+4µ +2(1+4ζ 2
1 )µ2 −4µ3 +µ4

 (19)

この 4次方程式はカルダノの方法で解くことができ

νopt =

√√√√1+µ +q1 +

√
3(1+µ)2 − p0 −q2

1 +
2ζ 2

1 µ2

q1

q1 =

√√√√(1+µ)2 − p0

3
+

µq1/3
0

3
− 2p1µ2

3q1/3
0

p0 = 3+6µ +µ2, p1 = 3ζ 2
1 −2µ

q0 =
1
2

µ(27ζ 4
1 −36ζ 2

1 µ +16µ2)

+
3
2

ζ 2
1 µ

√
3(27ζ 4

1 −40ζ 2
1 µ +16µ2)


(20)

このとき，他のパラメータの最適解は

µBopt = ν2
opt −1, νBopt =

1
ν2

opt
, ζ3opt =

1
νopt

√
ν2

opt −1
2

ζ2opt = 0, hmin =

√
1

2(ν2
opt −1+2ζ 2

1 −2µ)


(21)

ここで発表する直列型二重動吸振器の最適解の式 (20)

と (21)は，以前に発表した式(6)とは形が異なるが，二

つの式は同じ値を返してくることは確認している．実

は，式 (18)は最後にどの未知パラメータを残すかによっ

て形の違う幾つもの解を導出できるのである(9)．以前

に発表した式は rについて整理していたが，今回は ν
について整理したので形が異なって見えるだけである．

両式を比較すると，今回発表する式の方が少しだけ短

縮されている．

特別な場合として，ζ1 = 0の場合には，動吸振器の

最適解は次のような簡単な形で表現できる．

µBopt =
(
1+

√
2
)

µ , νopt =

√
1+

(
1+

√
2
)

µ

νBopt =
1

1+
(
1+

√
2
)

µ
, ζ2opt = 0

ζ3opt =

√√√√ 1
2

(
1+

√
2
)

µ
1+

(
1+

√
2
)

µ
, hmin =

√
1+

√
2

2µ


(22)

この式を単一質量動吸振器の最適解の式 (14)と比較す

ると，式 (22)の方がよりシンプルな式であることが分

かる．これも伝達関数が相反性を有することによって

もたらされたものであるだろう．主系の減衰比 ζ1を横

軸にとって式 (20)と (21)を図示した結果を図 8に示し

ている．

6. 並列型 3自由度振動系の伝達関数に対する相反性

最後に，図 2(b)に示された並列型の二重動吸振器を

備えた振動系の伝達関数の相反性について検討する．

結論から述べると，この場合のモビリティ伝達関数

には相反性は存在しない．図 9(a)と (b)には，最適化さ

れた並列型二重動吸振器が取付けられた振動系のモビ

リティ伝達関数を示しているが，図 7と違って第二共

振点が λ = 1の位置からずれていることが分かる．そ

のことによって，並列型二重動吸振器の最適設計条件

は代数式の形では導出し得ない．

並列型二重動吸振器では ζ2の最適値はゼロにならな

いので，関数 fnは次式のようにすべてのシステムパラ

メータが含まれた長い式になる．

Fig. 9 Mobility T. F. and deformed mobility T. F. for 3-

DOF system shown in Fig.2(b). (T. F. = transfer function)
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fn = a0y6 +a1y5 +a2y4 +a3y3 +a4y2 +a5y+a6

a0 = (1+µB)
2, a6 = (1+µB)

2ν8ν4
B

a1 =−3+ r2 +4ζ 2
1 +≪ 32 terms ≫+ 4ζ 2

3 µ2µ2
Bν2ν2

B

a2 = 1+2µB +µ2
B +≪ 137 terms ≫+ µ2µ2

Bν4ν4
B

a3 = (1+µB)ν2(−2 +≪ 76 terms ≫+ 4ζ 2
2 µ2µBν4ν4

B)

a4 = (1+µB)ν4(1+µB +≪ 47 terms ≫+ µ2µBν4ν4
B)

a5 = (1+µB)
2ν6ν2

B(−2 +≪ 6 terms ≫− 2µν2ν2
B)


(23)

Fig. 10 Optimal solutions of parallel-type double-mass

DVA system for various primary damping ratio ζ1.(Part 1)

この動吸振器の最適化には，動吸振器の最適化すべ

き五つのパラメータに加えて，最小化された共振点高

さを含む 6個の未知パラメータを有する六つの方程式

が必要となる．その方程式は以下のように表現される．

f1 = 5−6r2 + r4 −24ζ 2
1 +8r2ζ 2

1

+≪ 584 terms ≫+ 16ζ 4
3 µ4µ4

Bν4ν4
B = 0

f2 = 2−2r2 −8ζ 2
1 +8ζ 2

2 −12ζ 2
3

+≪ 427 terms ≫− 8ζ 2
3 µ3µ2

Bν4ν4
B = 0

f3 = 16ζ 2
3 −16ζ 4

3 +32ζ 2
3 µB −32ζ 4

3 µB

+≪ 163 terms ≫+ 16ζ 2
1 µµ2

Bν4ν4
B = 0

f4 = 64ζ1ζ 2
3 µµBν2 −128r2ζ1ζ 3

3 µµBν2

+≪ 261577 terms ≫+ 1024ζ 3
1 ζ2ζ 4

3 µ6µ6
Bν10ν11

B = 0

f5 = 24ζ1ζ 2
2 µ −32r2ζ1ζ 2

2 µ +8r4ζ1ζ 2
2 µ

+≪ 185447 terms ≫+ 128ζ2ζ 6
3 µ8µ8

Bν9ν10
B = 0

f6 = 8ζ1ζ 2
3 µµBν2 −16r2ζ1ζ 2

3 µµBν2

+≪ 191018 terms ≫+ 256ζ 3
1 ζ2ζ 3

3 µ6µ7
Bν10ν11

B = 0


(24)

この六元連立の代数方程式をニュートン法で解いて得

られた最適解を図 10と 11に示す．

Fig. 11 Optimal solutions of parallel-type double-mass

DVA system for various primary damping ratio ζ1.(Part 2)
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7. 結 言

強制外力を受ける 1自由度振動系にはコンプライア

ンス，モビリティ，およびアクセレランスと呼ばれる

代表的な３種類の伝達関数がある．これら三つの関数

のうち，モビリティ伝達関数だけは振動系の減衰比が

変化してもその共振振動数が変化しないことで知られ

る．この性質は，動吸振器の最適化における代数計算

を簡単化するのに役立てられる．本記事では，これら

の伝達関数をよりシンプルな形に変形し，1自由度系

では周波数に対して 2次関数 (放物線)として，2自由

度系では 4次関数，さらに 3自由度系では 6次関数と

して表現されることを見てきた．これらの関数は多項

式で表現されているが，その各項の係数に相反性 (もっ

と具体的には対称性)があれば，動吸振器の設計式が端

的に表現できることを確認した．

具体的には，直列型の二重動吸振器を備えた振動系

のモビリティ伝達関数はこのような相反性があり，そ

れゆえ動吸振器の最適設計条件がシンプルな代数解の

形で得られる．それに対して，並列型の二重動吸振器

を備えた振動系のモビリティ伝達関数には相反性が無

く，最適設計条件は数値解の形でしか得られなかった．

今後，動吸振器の構造を工夫して，並列型においても

伝達関数に相反性を持たせることができるようになれ

ば，もっと簡単な形の代数解が導けるようになるかも

知れない．
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