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Abstract
This is a follow-up article to a talk given a week ago at the D&D 2022 conference. At that time, we discussed the rate

of deterioration of vibration suppression performance of the DVA optimized based on the H∞ criterion that occurs when

the two absorber masses of a parallel-type double-mass dynamic vibration absorber (DVA) are set to equal. There are

five dimensionless parameters necessary for optimal design of the double-mass DVA. One of them is the mass ratio of

two absorbers arranged in parallel. Depending on a given system condition, the optimum mass ratio of the two absorbers

becomes as small as 0.75(75%), but even when this mass ratio is set to 100%, the degradation rate of the DVA performance

was only 0.43%. Now, in addition to the H∞ criterion, which aims to minimize the height of the resonance point of the

primary system, there is the H2 criterion, which minimizes the area (called the H2 norm, which represents the energy of the

vibration) under the curve obtained by squaring the frequency response function. In this presentation, we investigate how

much the performance of a DVA designed with this H2 criterion deteriorates when the two absorber masses are equal.
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1. 緒 言

Den Hartogらの研究によって確立された動吸振器の H∞最適化設計から後に，1963年になって Crandallらによ

る H2 最適化規範が提案された
(1)．H∞ 規範では励振力は時不変の単一周波数成分のみを含む単調和励振が仮定さ

れていたが，実際の励振は複数の周波数成分を同時に含む不規則外乱であったり，周波数が時間と共に変化する励

振であることが多く，そのような場合には，周波数応答関数の最大値 (共振点)のみに注目する H∞規範よりも，周

波数応答関数を二乗した曲線 (これは H2ノルムと呼ばれ，対象物の振動のエネルギーを表す)の下の面積を最小化

することを目指した H2規範の方が優れているとされている．単一質量動吸振器の場合には，1982年にWarburton

によって代数解が導出されている(2)．Warburtonの導出した解は主系に減衰が存在しないときの解であったが，そ

の後，浅見や西原らによって減衰のある系に対しても厳密な設計式が代数解の形で導かれている(3),(4)．

二重質量動吸振器では，最適化すべき動吸振器の設計パラメータは 5個存在する．その中に二つの動吸振器の質

量比 µBがある．ところが，特に並列型動吸振器については，動吸振器を新たに設置するのではなく，既存の機械

部品や構造物を動吸振器として活用するということが多く(5)，そのときには質量比の最適値 µBoptが実現出来ない
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と考え，前報(6)では µB = 1に固定し，他の四つの無次元パラメータについてのみ最適化を行った。その結果，H∞

規範では µBopt = 0.75の場合においても，動吸振器の制振性能の悪化率は 0.43%に留まることが明らかになった．

この結果を受けて，本報では，H2 規範で動吸振器を最適設計した場合に，µBopt の値に関係なく，常に µB = 1と

置いた場合に，動吸振器の性能がどれほど低下するのかということを調査した．

2. 解析モデルと無次元パラメータの定義式

図 1に示された振動系はすべて線形特性を有しているので，その振動特性は無次元化して表現することができ

る．その無次元化の仕方は様々であるが，著者は以前から 9個の無次元パラメータを以下のように定義してきた．

λ =
ω
ω1

, τ = ω1t, µ =
m2 +m3

m1
, µB =

m3

m2
, ν =

ω2

ω1
, νB =

ω3

ω2
, ζ1 =

c1

2m1ω1
, ζ2 =

c2

2m2ω2
, ζ3 =

c3

2m3ω3
(1)

ここで

ω1 =
√

k1/m1, ω2 =
√

k2/m2, ω3 =
√

k3/m3 (2)

は，それぞれ主系，動吸振器 A，動吸振器 Bの無減衰固有角振動数である．主系に作用する外乱は f (t) = f0 sinω t

のような正弦波入力を仮定している．この励振振動数 ω は式 (1)の λ のように無次元化される．また，時間 t は

Fig. 1: Example of dynamic vibration absorbers (DVAs) mounted on the primary system P subject to a disturbance force

f (t) = f0 sinω t.

Fig. 2: Compliance transfer functions of the primary system and two absorbers with a parallel-type double-mass dynamic

vibration absorber optimized based on the H∞ criterion(6).
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式 (1)の τ として無次元化される．式 (1)に示された残りの 7個の無次元パラメータのうち，主系と動吸振器の質

量比 µ と主系の減衰比 ζ1は，振動系に与えられたパラメータであり，これらのパラメータが与えられたときに動

吸振器の設計に関する残りの五つのパラメータ，すなわち µB，ν，νB，ζ2，および ζ3 が最適化すべきパラメータ

になる．図 1(b)に示された単一質量動吸振器の場合には，最適化すべきパラメータは ν と ζ2 の二つだけになる．

本研究で取り上げる図 1(d), (e)の並列型二重動吸振器を備えた系の運動方程式は次式で与えられる．

m1ẍ1 + c1ẋ1 + c2(ẋ1 − ẋ2)+ c3(ẋ1 − ẋ3)+ k1x1 + k2(x1 − x2)+ k3(x1 − x3) = f

m2ẍ2 + c2(ẋ2 − ẋ1)+ k2(x2 − x1) = 0, m3ẍ3 + c3(ẋ3 − ẋ1)+ k3(x3 − x1) = 0

 (3)

3. 主系のコンプライアンス伝達関数の H∞ 最適化

最初に，D&D2022で発表した並列二重動吸振器の H∞最適化の場合について紹介する．二重動吸振器では最適

化すべき動吸振器のパラメータは 5個存在するが，そのうちの一つのパラメータ µB の最適値を図 2(a)に示して

いる．µB は二つの動吸振器の質量比を表しているが，これは決して 1にはならない．同図 (c)に示されているよ

うに，大きい方の動吸振器 Aは主系の最も低振動数側に位置する第一共振点を抑制するために働き，小さい方の

動吸振器 Bはその右隣にある第二共振点を抑えるのに作用するというように役割分担がなされている．仮に，二

つの動吸振器の質量が同じであれば，図 2(c)の応答曲線は同図 (e)のようになり，最小化された主系の共振点高

さ hmin,5 = 4.096が hmin,4 = 4.100に増加してしまうことになる．ここで添え字の 5とか 4の意味は，最適化に関

与した設計パラメータの数を表している．しかしながら，もともと動吸振器 Bは動吸振器 Aの 75%しかなかった

のを 100%まで大きくしたにも拘わらず，hmin の値は図 2(f)に示されているように 0.43%しか増えていない．そ

れは同図 (c)と (e)の比較から分かるように，小さくなった動吸振器 Aをより大きく振動させることによって制御

力を稼いでいるからであると推察される．しかも最適質量比 µBopt の値は主系減衰 ζ1 の値が大きくなるほど小さ

くなっているにも拘わらず，共振点高さ hminの増加率は同図 (f)に示されるように，ゼロに向かって単調に減少す

る．これは同図 (b)に示されるように，主系減衰が大きいほど共振点が固定値の 1に向かって低くなっていくから

であると考えられる．いずれにしても，今回計算した範囲 (主系減衰比はゼロから 0.6まで，主系と動吸振器の質

量比は 0.02から 1まで)においては，共振点高さの増加率は 0.43%以下に抑えられた．

参考までに，図 2(a)と (c)に示された動吸振器の最適設計条件と最小化された共振点高さ hmin,5は次の六元連立

代数方程式を数値的に解くことによって求められたものである(6)．

f1 =−r+ r3 +4rζ 2
1 −4rζ 4

1 +≪ 521 terms ≫− 4rζ 4
3 µ4µ4

Bν4ν4
B = 0

f2 = r2 − r3 −2r2ζ 2
1 +2r3ζ 2

2 −2r2ζ 2
3 +≪ 445 terms ≫− 2ζ 2

3 µ3µ2
Bν4ν4

B = 0

f3 = 4r4ζ 2
3 −4r4ζ 4

3 +8r4ζ 2
3 µB +≪ 165 terms ≫+ r2µ2µ2

Bν4ν4
B = 0

f4 = 8r6ζ1ζ 3
3 µµBν2 −16r7ζ1ζ 3

3 µµBν2 +≪ 278675 terms ≫− 8r4ζ1ζ2ζ 4
3 µ7µ6

Bν10ν11
B = 0

f5 = 2r7ζ1ζ 2
2 µ −2r8ζ1ζ 2

2 µ +≪ 183409 terms ≫+ 8r5ζ2ζ 6
3 µ8µ8

Bν9ν10
B = 0

f6 = 2r6ζ1ζ 2
3 µµBν2 −4r7ζ1ζ 2

3 µµBν2 +≪ 191970 terms ≫+ 4r4ζ1ζ2ζ 3
3 µ7µ7

Bν10ν11
B = 0


(4)

式中の rは共振点高さ hmax の形を変えたパラメータであり，この連立方程式を解いて得られた解 rmin より，我々

の必要とする最小共振点高さ hmin,5 は次式により計算される．

hmin,5 =
√

1/(1− r2
min) (5)

連立方程式 (4)を観察すると，最初の三つの式と最後の三つの式では長さが全く異なる．実は，最初の三つの式は

コンプライアンス伝達関数において現れる三つの共振点の高さを等しくする条件式であり，最後の三つの式はそ

の共振点の高さを最小にする条件式である．ここで，µB = 1という制約条件を課すと，方程式群は次の五元連立

方程式になる．

f1 = 4r−4r3 −16rζ 2
1 +16rζ 4

1 +≪ 130 terms ≫+ rζ 4
3 µ4ν4ν4

B = 0

f2 = 2r2 −2r3 −4r2ζ 2
1 +4r3ζ 2

2 −4r2ζ 2
3 +≪ 181 terms ≫− ζ 2

3 µ3ν4ν4
B = 0

f3 = 4r4ζ 2
3 −4r4ζ 4

3 −2r3ν2
B +2r4ν2

B + ≪ 55 terms ≫+ r2µ2ν4ν4
B = 0

f4 = 32r7ζ1ζ 2
2 µ −32r8ζ1ζ 2

2 µ +≪ 25699 terms ≫+ 4r5ζ2ζ 6
3 µ8ν9ν10

B = 0

f5 = 32r6ζ1ζ 2
3 µν2 −64r7ζ1ζ 2

3 µν2 +≪ 27280 terms ≫+ 4r4ζ1ζ2ζ 3
3 µ7ν10ν11

B = 0


(6)
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式 (6)は式 (4)に比べて方程式が一つ少なく，各方程式も短くなっていので，数値計算の収束性はかなり改善される．

4. 主系のコンプライアンス伝達関数の H2 最適化

次に，並列型二重動吸振器を備えた系のコンプライアンス伝達関数を H2規範に基づいて最適設計する方法を紹

介する．まず，この H2 規範における制振の評価指標を示すと

Ia =
1

2π

∫ ∞

−∞

∣∣∣∣ x1

f/k1

∣∣∣∣2 dλ (7)

この式はコンプライアンス伝達関数を二乗した曲線の下の面積を表している．この関数 Ia を最小化することがこ

の設計規範の目標である．続いて，運動方程式 (3)を解いて，式 (1)に示された無次元パラメータへの転換を施し

てから，留数定理を用いて式 (7)の広義積分を計算すると

Ia =
1
4

ζ2ζ3 +3ζ2ζ3µB +3ζ2ζ3µ2
B +≪ 3023 terms ≫+ 4ζ2ζ3µ3µ3

Bν8ν8
B +ζ2ζ3µ4µ3

Bν8ν8
B

ζ1ζ2ζ3 +3ζ1ζ2ζ3µB +≪ 3276 terms ≫+ 4ζ1ζ2ζ3µ3µ3
Bν8ν8

B +ζ1ζ2ζ3µ4µ3
Bν8ν8

B
(8)

このように非常に長い分数式が得られる．式 (8) が最小値 Iamin をとるときには，最適化すべき五つのパラメー

タに対して式 (8) の偏導関数がゼロにならなければならない．こうして， f1 = ∂ Ia/∂ µB = 0， f2 = ∂ Ia/∂ν = 0，

f3 = ∂ Ia/∂νB = 0， f4 = ∂ Ia/∂ζ2 = 0， f5 = ∂ Ia/∂ζ3 = 0より，次の五元連立方程式が導出できる．

f1 = ζ 3
2 ζ 2

3 +4ζ 3
2 ζ 2

3 µB +6ζ 3
2 ζ 2

3 µ2
B +≪ 65215 terms ≫+ 6ζ1ζ 2

2 ζ 2
3 µ5µ4

Bν13ν16
B +ζ1ζ 2

2 ζ 2
3 µ6µ4

Bν13ν16
B = 0

f2 = ζ 3
2 ζ 2

3 +5ζ 3
2 ζ 2

3 µB +10ζ 3
2 ζ 2

3 µ2
B +≪ 83145 terms ≫− 12ζ1ζ 2

2 ζ 2
3 µ5µ5

Bν13ν16
B −2ζ1ζ 2

2 ζ 2
3 µ6µ5

Bν13ν16
B = 0

f3 = ζ 2
2 ζ 3

3 +5ζ 2
2 ζ 3

3 µB +10ζ 2
2 ζ 3

3 µ2
B +≪ 61168 terms ≫− 12ζ1ζ 2

2 ζ 2
3 µ5µ5

Bν13ν13
B −2ζ1ζ 2

2 ζ 2
3 µ6µ5

Bν13ν13
B = 0

f4 = ζ 2
2 ζ 2

3 +5ζ 2
2 ζ 2

3 µB +10ζ 2
2 ζ 2

3 µ2
B +≪ 55054 terms ≫− 4ζ 2

1 ζ 2
2 ζ 2

3 µ5µ5
Bν12ν16

B +2ζ 2
2 ζ 2

3 µ6µ5
Bν12ν16

B = 0

f5 = ζ 2
2 ζ 2

3 +5ζ 2
2 ζ 2

3 µB +10ζ 2
2 ζ 2

3 µ2
B +≪ 55036 terms ≫− 4ζ 2

1 ζ 2
2 ζ 2

3 µ5µ5
Bν12ν12

B +ζ 2
2 ζ 2

3 µ6µ5
Bν12ν12

B = 0


(9)

このように，非常に長い式で構成される連立方程式を解かなければならないが，それでも H∞規範のときよりも式

は短く，方程式の数も一つ少ない．五つの無次元パラメータに適切な初期値を入れて，連立方程式 (9)をニュート

ン・ラフソン法によって解いた結果を図 3に示す．図 3(f)を図 2(b)と比較すると，H∞最適化に比べて H2最適化

の方が確かに主系の共振点は高くはなるが，反共振点がより深くなり，曲線の下の面積の減少に貢献している．

Fig. 3: Optimal parameters of a parallel-type double-mass dynamic vibration absorber based on the H2 criterion and

optimized compliance transfer function of the primary system.
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µB = 1とおいたときの近似解は次のようにして計算される．このときの評価指標 Ia は，式 (8)において µB = 1

と置くと次のように導かれる．

Ia =
1
4

8ζ2ζ3 +32ζ1ζ 2
2 ζ3ν −16ζ2ζ3ν2 +≪ 862 terms ≫+ 12ζ2ζ3µ3ν8ν8

B +2ζ2ζ3µ4ν8ν8
B

8ζ1ζ2ζ3 +32ζ 2
1 ζ 2

2 ζ3ν +≪ 949 terms ≫+ 12ζ1ζ2ζ3µ3ν8ν8
B +2ζ1ζ2ζ3µ4ν8ν8

B
(10)

今度は，この式を f1 = ∂ Ia/∂ν = 0， f2 = ∂ Ia/∂νB = 0， f3 = ∂ Ia/∂ζ2 = 0， f4 = ∂ Ia/∂ζ3 = 0のように四つのパラ

メータで偏微分すると，次の四元連立方程式が導かれる．

f1 = 32ζ 3
2 ζ 2

3 +64ζ1ζ 2
2 ζ 2

3 ν +64ζ 3
2 ζ 2

3 ν2 +≪ 16918 terms ≫− 40ζ1ζ 2
2 ζ 2

3 µ5ν13ν16
B −4ζ1ζ 2

2 ζ 2
3 µ6ν13ν16

B = 0

f2 = 32ζ 2
2 ζ 3

3 +256ζ1ζ 3
2 ζ 3

3 ν2 −128ζ 2
2 ζ 3

3 ν2 +≪ 13820 terms ≫− 40ζ1ζ 2
2 ζ 2

3 µ5ν13ν13
B −4ζ1ζ 2

2 ζ 2
3 µ6ν13ν13

B = 0

f3 = 32ζ 2
2 ζ 2

3 −64ζ 2
2 ζ 2

3 ν2 −128ζ 4
2 ζ 2

3 ν2 +≪ 11183 terms ≫− 8ζ 2
1 ζ 2

2 ζ 2
3 µ5ν12ν16

B +2ζ 2
2 ζ 2

3 µ6ν12ν16
B = 0

f4 = 32ζ 2
2 ζ 2

3 +256ζ1ζ 3
2 ζ 2

3 ν −128ζ 2
2 ζ 2

3 ν2 +≪ 11189 terms ≫− 80ζ 2
1 ζ 2

2 ζ 2
3 µ5ν12ν12

B +2ζ 2
2 ζ 2

3 µ6ν12ν12
B = 0

 (11)

この連立方程式の数値解と，四つの最適化パラメータによって達成された評価指標の最小値 Iamin,4 の値が図 4に

示されている．図 4(f)より，H2規範では厳密解 Iamin,5と近似解 Iamin,4の差はさらに小さくなり，0.09%以下に抑

えられている．それは，図 3(a)に示されるように µBopt の値がそれほど小さくならないからである．
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Fig. 4: Optimal parameters of a parallel-type double-mass dynamic vibration absorber based on the H2 criterion and

minimized performance index Iamin,4 under the condition of µB = 1.
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