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This article presents exact algebraic solutions to optimization problems of a double-mass dynamic vibration
absorber (DVA) attached to a viscously damped primary system. A series-type double-mass DVA
was optimized using three optimization criteria (the H∞ optimization, H2 optimization, and stability
maximization criteria), and exact algebraic solutions were successfully obtained for all of them. It is
extremely difficult to optimize DVAs when there is damping in the primary system. Even in the optimization
of the simpler single-mass DVA, exact solutions have been obtained only for the H2 optimization and
stability maximization criteria. Because all actual vibration systems involve damping, the proposed
expressions are expected to be useful in the design of DVAs. Furthermore, it is a great surprise that the
exact algebraic solutions exist even for such complex optimization problems of a linear vibration system.
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1. 緒 言

動吸振器 (DVA)とは，制振対象となる物体の振動を

抑えるために取り付けられる小型の振動体のことをい

う．最初の動吸振器は 1883年にWattsによって考案さ

れ1)，Frahm によって 1909年と 1911年にそれぞれド

イツとアメリカで特許を取られている2)．

減衰のある単一質量動吸振器の最適設計に対する最

初の方法は 1928年にOrmondroydとDen Hartogによっ

て提案された3)．その設計規範は主振動系の共振振幅を

最小化することを目標としており，この規範は現在で

はH∞最適化と呼ばれる．この規範に基づき，1932年に

Hahnkamm が動吸振器の最適同調条件 (主系と動吸振

器の最適固有振動数比)を導き出し4)，1946年に Brock

が動吸振器の最適減衰比の式を導出した5)．動吸振器の

第二の最適化規範はH2最適化と呼ばれ，これは定常振

動をする主系の全周波数域にわたる振動エネルギーの

最小化を目指している．この規範は 1963年に Crandall

と Mark によって提案され6)，1982年に Warburton に

よって最初に代数解が発見された7)．安定度最大化は動

吸振器の第三の最適化規範であり，1997年に西原らに

よって提案された8)．その目的は，振動系の自由振動応

答を最短時間で減衰させることである．

単一質量動吸振器の欠点はロバスト性が悪いことで

あったが，その改善と動吸振器そのものの性能向上の
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ために，その後，多重動吸振器の研究が行われるように

なった9)−12)．本研究で取り上げる二重動吸振器 (Fig. 1)

の設計においては，最適化すべき無次元パラメータの

数が単一質量動吸振器の場合の 2 個から 5 個に増え，

そのことが二重動吸振器の最適化を非常に困難なもの

にしている．幸いなことに，直列型二重動吸振器につ

いては，最適化すべきパラメータの数が 5個から 4個

に減少し，さらに二つの単純なパラメータ間関係式の

発見により，直接求解すべき未知パラメータの数が 2

ないし 3個に減少した．本論文では，上記の三つの最

適化規範のそれぞれに対して発見された直列型二重動

吸振器の代数的厳密解を紹介する．
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Fig. 1: Analytical model of a series-type double-mass

DVA attached to a damped primary system subjected to

(a) force and (b) motion excitation



2. 減衰系に取り付ける動吸振器の最適化問題

Fig. 1は，減衰のある主系 (P)に直列に取り付けられ

た二つの動吸振器 Aと Bから成る 3自由度の振動系を

示している. 二つの動吸振器を並列に取り付けた場合

には代数解が得られないので本研究では取り上げない

が，この並列型動吸振器は直列型よりも性能が劣るこ

とが本論文の第 5章において示される．Fig. 1(a)は主

系に直接励振力が作用する力加振系を，(b)は基礎から

外乱を受ける変位励振系を表しているが，代数解が得

られるのは力加振系の場合のみである (ただし安定度

規範で得られた解は Fig. 1(a)と (b)で共有できる)．

Fig. 1の振動系は，ω1, ω2, ω3 をそれぞれ主系と動

吸振器 A と B の無減衰固有角振動数とするとき，入

力 f (t) = f0 sinωt に対する主系の応答 x1(t)の振幅比

|x1/( f/k1)|は 8個の無次元パラメータ

λ =
ω
ω1

, µ =
m2 +m3

m1
, µB =

m3

m2
, ν =

ω2

ω1

νB =
ω3

ω2
, ζ1 =

c1

2m1ω1
, ζ2 =

c2

2m2ω2
, ζ3 =

c3

2m3ω3


(1)

によって完全に記述できる．ここで

ω1 =
√

k1/m1, ω2 =
√

k2/m2, ω3 =
√

k3/m3 (2)

上記の無次元パラメータのうち，λ はゼロから無限
大まで変化すると想定し，µ の値は大きいほど動吸振
器の性能は向上する. 主系と動吸振器の質量比 µ と主
系の減衰比 ζ1の値が与えられたとき，残り五つの無次

元パラメータに最適値が存在し，その最適値を探すこ

とがこの系に対する動吸振器の最適化問題になる.

本論文では減衰を有する振動系に取り付ける動吸振

器の最適設計条件を代数解の形で求めようとしている．

当然のことながら，主系に減衰がない特別な場合 (す

なわち ζ1 = 0) については，すでにこの最適化問題が

代数的に解かれていなければならない．既研究13)−15)に

おいて，動吸振器の代数的な厳密解が得られていたの

は次の四つの設計問題に限られていた．

(1) モビリティ伝達関数に対する H∞ 最適化設計

(2) モビリティ伝達関数に対する H2 最適化設計

(3) コンプライアンス伝達関数に対するH2最適化設計

(4) すべての伝達関数に対する安定度最大化設計

これらの中で，主系に減衰がある系について代数的厳

密解が導かれたのは (1), (3), および (4) の場合のみで

あった．以下において，Fig. 1(a) の力加振系に対する

(1), (3),および (4)の代数解をそれぞれ第 6, 7,および 8

章で示し，Fig. 1(b)については安定度規範以外は代数

的には解けない問題であるので，ここでは言及しない．

3. 動吸振器の三つの最適化規範

3·1 H∞ 最適化の評価指標

緒言で述べたように，動吸振器には代表的な三つの

最適化規範がある．動吸振器の H∞ 最適化では，主系

の周波数応答関数の最大値 hmax (これを H∞ ノルムと

いう)を最小化することを目的とする．この規範では，

Fig. 1(a)に示された系において，力入力に対する主系の

絶対速度応答であるモビリティ伝達関数の H∞ ノルム

hmax =

∣∣∣∣ ẋ1

ω1 f/k1

∣∣∣∣
max

=

∣∣∣∣ λx1

f/k1

∣∣∣∣
max

(3)

においてのみ代数解が得られた．今後，hmaxの最小値

を hmin と表記することにする．

3·2 H2 最適化の評価指標

動吸振器の H2 最適化では，主系の周波数応答関数

の 2乗面積 (これを H2 ノルムという)を最小化するこ

とを目的とする．この規範では，主系の絶対変位応答

であるコンプライアンス伝達関数の H2 ノルム

Ia =
1

2π

∫ ∞

−∞

∣∣∣∣ x1

f/k1

∣∣∣∣2 dλ (4)

においてのみ代数解が得られた．今後，Ia の最小値を

Iaminと表記することにする．この式において現われる

広義積分は留数定理16)によって代数的に計算できる．

3·3 安定度規範に対する評価指標

最後に安定度最大化では，西原と松久8)が発展させて

きたように，主系の過渡振動が最も早く減衰するよう

に動吸振器が設計される．このことは，複素平面上に

おいて現われる系の特性根の実部が負の最大値をとる

ようにすることで達成できる．これを式で表現すると

Λ =−max(Re[si]) (5)

ここで si は振動系の無次元化された i番目の特性根を

表し，安定度指標 Λは，Fig. 2に示されるように最も
右側に位置する特性根と虚軸との水平距離を表す．こ

の安定度を最大化させることがこの規範の目標である．
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Fig. 2: Characteristic roots of a vibratory system
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4. 単一質量動吸振器の最適解

主系に減衰がないときには，単一質量動吸振器にお

いては，第 3章で記述された三つの規範すべてに対し

て代数解が導かれている．二重動吸振器の最適化を行

う前に，本章でこの単一質量動吸振器の解を紹介する．

これらの解は，動吸振器を二重にすることにより，制

振性能がどれだけ向上するかを見極めるのに役立つ．

4·1 H∞ 最適化規範に対する解

H∞規範に基づく厳密解法は “西原の方法”と呼ばれ，

その解は西原と松久17)および西原と浅見18)の論文で公

表され，後に浅見ら19)によって次の式に再整理された．

νopt =
2

1+µ

√
2
3

16+23µ +9µ2 +2(2+µ)
√

4+3µ
64+80µ +27µ2

ζ2opt =
1
4

√
8+9µ −4

√
4+3µ

1+µ


(6)

この条件において，共振点は次の最小値をとる19)．

hmin =
1

3µ

√
(8+9µ)2(16+9µ)−128(4+3µ)3/2

3(32+27µ)
(7)

一方，定点理論による近似解4),5)は次式で表される．

νopt =
1

1+µ
, ζ2opt =

√
3µ

8(1+µ)
(8)

Fig. 3において比較されているように，これらの厳密解
と近似解は極めて近い値を示す．図 (c)は，µ = 0.1に

おいて共振点近傍の周波数応答の拡大図を示している．

4·2 H2 最適化規範に対する解

式 (4)で定義された評価指標 Ia の最小値は，二つの

偏微分方程式 ∂ Ia/∂ν = 0と ∂ Ia/∂ζ2 = 0から成る連立

方程式を解くことによって得られる．その最適解と最

小化された評価指標はすでに報告されているように7)

νopt =
1

1+µ

√
2+µ

2
, ζ2opt =

√
µ(4+3µ)

8(1+µ)(2+µ)
(9)

Iamin =
1
2

√
4+3µ

µ(1+µ)
(10)

4·3 安定度最大化規範に対する解

安定度規範に対する最適解と最大化された安定度の

値は次式で与えられる．

νopt =
1

1+µ
, ζ2opt =

√
µ

1+µ
, Λmax =

1
2

√
µ

1+µ
(11)

この式は西原と松久8)によって導かれ，浅見らによって

英語で紹介された20)．

4·4 最適化された動吸振器が取付けられた系の応答

Fig. 4(a)と (b)は，これら 3種類の規範で最適化さ

れた動吸振器が取付けられた振動系の周波数応答と時

刻歴応答を示している．この図から，H∞規範で設計さ

れた動吸振器を有する系では共振点の高さが最も低く

抑えられていること，また安定度規範で設計された動

吸振器を有する系では，自由振動応答において揺れ戻

しが発生しないことから，最終的には最も早く振動が

収束していることが分かる．
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5. 動吸振器の多重化の効果

本章では，動吸振器を二重化することにより，どれ

だけの性能向上が期待できるかを示す．単一質量，直

列二重，および並列二重の各動吸振器を，第 3章で述

べた 3種類の規範で最適設計することによって得られ

る効果を Fig. 5(a)～(c)の各図に示す．各図の横軸には

主系と動吸振器の質量比 µ がとられている．これらの
図から，すべての規範において単一質量動吸振器が最

も性能が悪く，続いて並列型，直列型の順に性能が向

上していることが分かる．ただし，対象とする振動系

が線形であるがゆえに，大幅な性能向上は期待できず，

性能向上は小幅に留まる．

Fig. 6(a), (b), (c)は，H∞ 最適化において，単一質量

型，直列型，並列型のそれぞれの動吸振器が取付けら

れた主系の周波数応答，および各動吸振器の周波数応

答を示したものである．すべての図において，主系と

動吸振器の質量比 µ は 0.1としている．これらの図か

ら，動吸振器の振動振幅は主系に比べてはるかに大き

くなり，そのことによって大きな制御力を生み出して
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Fig. 4: Steady-state and transient responses of primary

system with optimal single-mass DVA (µ = 0.1,ζ1 = 0)

いると推測できる．特に，Fig. 6(b)に示された直列型

二重動吸振器においては，動吸振器 Bの振動振幅が非

常に大きくなり，これが動吸振器の性能向上に大きな

貢献をしている．一方，Fig. 6(c)に示された並列型二

重動吸振器においては，二つの動吸振器に明らかな役

割分担があることが読み取れる．すなわち，動吸振器

Aは主系の第 1共振点を抑え，動吸振器 Bは主系の第

2,第 3共振点を抑える働きをしていると推測できる．
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Fig. 5: Minimized or maximized performance indices of

systems containing a single- or double-mass DVA (ζ1 = 0)
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6. 直列二重動吸振器に対する H∞ 最適化設計

後述の第 10.1節に記述された手順に従って二重動吸

振器の H∞ 最適化問題を解いた結果を以下に示す．

µBopt =
1− r2

min −4ζ 2
1 +4µ

2
, νopt =

√
1+µBopt

νBopt =
1

1+µBopt
, ζ2opt = 0

ζ3opt =

√ µBopt

2(1+µBopt)
, hmin =

√
1

1− r2
min


(12)

Primary

DVA

(a) Response curves of a system with a single-mass DVA

Primary

DVA-A 

DVA-B

(b) Response curves of a system with a series-type DVA

Primary

DVA-A DVA-B

(c) Response curves of a system with a parallel-type DVA

Fig. 6: Frequency responses of the primary mass and

DVAs optimized using the H∞ criterion (µ = 0.1)

ここで

rmin =

√√√√p0 −q1 −

√
3p2

0 − p2 −q2
1 −

2p3
0 − p0 p2 − p3

q1

p0 = 1−4ζ 2
1 +2µ, p1 = (3ζ 2

1 −2µ)µ3

p2 = 3(1−8ζ 2
1 +16ζ 4

1 )+4µ(3−12ζ 2
1 +µ)

p3 =−1+12ζ 2
1 −48ζ 4

1 +64ζ 6
1 −6µ(1−8ζ 2

1 +16ζ 4
1 )

−4µ2(1−8ζ 2
1 −2µ)

p4 = 4µ4
(
27ζ 4

1 −36ζ 2
1 µ +16µ2

)
+12ζ 2

1 µ4
√

3
(
27ζ 4

1 −40ζ 2
1 µ +16µ2

)
q1 =

√
p2

0 −
1
3
(

p2 −2p1/3
4 +16p1 p−1/3

4

)


(13)

記号 rは hmax を次式に従って置き換えたものである．

r2 = 1− 1
h2

max
(14)

hmaxを最小化する問題は rを最小化する問題に置き換

えられる．rの最小値は rmin と表記されている．

ζ1 = 0のときには式 (12)は次のように簡単化される．

µBopt =
(
1+

√
2
)

µ , νopt =

√
1+

(
1+

√
2
)

µ

νBopt =
1

1+
(
1+

√
2
)

µ
, ζ2opt = 0

ζ3opt =

√√√√ 1
2

(
1+

√
2
)

µ
1+

(
1+

√
2
)

µ
, hmin =

√
1+

√
2

2µ


(15)

7. 直列二重動吸振器に対する H2 最適化設計

後述の第 10.2節の手順に従って式変形を進め，以下

の H2 最適解が得られた．

µBopt = µ +q1/3
2 +µ2q−1/3

2 , νopt =
√

1+µBopt

νBopt =
1

1+µBopt
, ζ2opt = 0, ζ3opt =

ζ1µ
νopt(µBopt −2µ)


(16)

ここで

q2 = µ2
(

2ζ 2
1 −µ +2ζ1

√
ζ 2

1 −µ
)

(17)

Iaminの式は長くなるのでここでは省く．ζ1 = 0のとき

には式 (16)は以下のように簡単化される．

µBopt = 2µ, νopt =
√

1+2µ , νBopt =
1

1+2µ

ζ2opt = 0, ζ3opt =
1
2

√
3µ

1+2µ
, Iamin =

1
2

√
3
µ

 (18)
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8. 直列二重動吸振器に対する安定度最大化設計

第 10.3節の手順に従って以下の厳密解が導かれた．

µBopt = 4ζ 2
1 +5µ +3q1/3

3 +3µ(8ζ 2
1 +µ)q−1/3

3

νopt =
√

1+µBopt, νBopt = 1/(1+µBopt)

ζ2opt = 0, ζ3opt =
ζ1 +

√
3(µ −ζ 2

1 +µBopt)

2νopt

Λmax =
3ζ1 +

√
3(µ −ζ 2

1 +µBopt)

5


(19)

ここで
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(c) Stability maximization optimal solution

Fig. 7: Optimal tuning ratios νopt obtained using three

different optimization criteria

q3 = µ
[
8ζ 4

1 +8ζ1(ζ 2
1 −µ)3/2 +20ζ 2

1 µ −µ2
]

(20)

ζ1 = 0のときには，式 (19)は次の式に帰着する．

µBopt = 8µ , νopt =
√

1+8µ, νBopt =
1

1+8µ

ζ2opt = 0, ζ3opt =
3
2

√
3µ

1+8µ
, Λmax =

1
2

√
3µ

 (21)

9. 最適パラメータと系の周波数応答の計算例

ここでは，主系と動吸振器 A の最適同調比 νopt の

値に関して，式 (12)による H∞ 規範解 [Fig. 7(a)]と式
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(a) Mobility transfer function optimized by the H∞ criterion
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(b) Compliance transfer function optimized by the H2 criterion
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(c) Mobility transfer function optimized by the stability criterion

Fig. 8: Optimized responses of the primary system with

DVAs with µ = 0.05 based on the three different criteria
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(16)によるH2規範解 [7(b)]，および式 (19)による安定

度規範解 [7(c)]のみを比較する．これらの図からすぐ

に分かるように，H∞規範解と H2規範解は非常に近い

値を示し，安定度規範解はこれらとは離れた値を示す．

Fig. 8は，上記の三つの規範で最適化された動吸振器
(µ = 0.05)を有する振動系の周波数応答を示している．

10. 最適解の導出手順
10·1 H∞ 最適解の導出手順

H∞ 最適化は西原の方法
17),18),21)に従って厳密解が導

出できる．H∞規範で最適化された動吸振器を有する 3

自由度振動系には高さの等しい三つの共振点が現われ

る．最初に，三つの共振点の高さを等しく調整する条

件より，次の三元連立の代数方程式が得られる15)．

f1 = 5−6r2 + r4 −24ζ 2
1

+≪ 63 terms ≫+16ζ 4
3 µ5

Bν4ν4
B = 0

f2 = 2−2r2 −8ζ 2
1 −12ζ 2

3

+≪ 124 terms ≫−8ζ 2
3 µµ3

Bν4ν4
B = 0

f3 = 16ζ 2
3 −16ζ 4

3 −4ν2
B +4r2ν2

B

+≪ 27 terms ≫+16ζ 2
1 µν4ν4

B = 0


(22)

ここで共振点の高さ hmax は式 (14)で定義されるパラ

メータ rで置き換えられている．この変数変換は，式

(22)の各項に分数式が含まれないようにするために実

施された．この変換により，hmaxを最小化する問題は

rを最小化する問題に置き換えられる．

H∞最適化において最適化すべきパラメータの数は 5

個 (µB,ν ,νB,ζ3,r)である．それゆえ，式 (22)において

与えられた方程式の数は，この最適化問題を解くのに

必要な数よりも 2個少ない．残りの二つの式は，等し

く調整された三つの共振点の高さを最小化するという

条件から導かれる．この付加的な条件は，共振点の高

さを表す rを他の 4個のパラメータで全微分した式が

ゼロにならなければならないという条件

dr =
∂ r

∂ µB
dµB +

∂ r
∂ν

dν +
∂ r

∂νB
dνB +

∂ r
∂ζ3

dζ3 = 0 (23)

から導かれる．rは関数 f1, f2 および f3 の中に含まれ

るので，その全微分は次のように書き換えられる．


dr

dr

dr

=



∂ r
∂ f1

0 0

0
∂ r
∂ f2

0

0 0
∂ r
∂ f3





∂ f1

∂ µB

∂ f1

∂ν
∂ f1

∂νB

∂ f1

∂ζ3

∂ f2

∂ µB

∂ f2

∂ν
∂ f2

∂νB

∂ f2

∂ζ3

∂ f3

∂ µB

∂ f3

∂ν
∂ f3

∂νB

∂ f3

∂ζ3





dµB

dν

dνB

dζ3


(24)

式 (24)をゼロとおいたとき，4個のパラメータが自明

でない解を持つためには，式中の 3行 4列のヤコビ行

列22)がランク落ちしていなければならない. よって，こ

のヤコビ行列から作られる任意の 3× 3のヤコビ小行

列式がゼロにならなければならない21)．すなわち

f4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂ f1

∂ν
∂ f1

∂νB

∂ f1

∂ζ3

∂ f2

∂ν
∂ f2

∂νB

∂ f2

∂ζ3

∂ f3

∂ν
∂ f3

∂νB

∂ f3

∂ζ3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0, f5 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂ f1

∂ µB

∂ f1

∂ν
∂ f1

∂νB

∂ f2

∂ µB

∂ f2

∂ν
∂ f2

∂νB

∂ f3

∂ µB

∂ f3

∂ν
∂ f3

∂νB

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

(25)

これらの行列式を展開して整理すると，次の第 4番目

と 5番目の方程式が得られる．

f4 = 16ζ1ζ 2
3 µµBν3 −16r2ζ1ζ 2

3 µµBν3

+≪ 8769 terms ≫+128ζ 7
3 µµ10

B ν8ν11
B = 0

f5 = 2−8r2 +12r4 −8r6 +2r8 −32ζ 2
1

+≪ 11724 terms ≫−2048ζ 8
3 µµ9

Bν8ν10
B = 0


(26)

方程式 (22) と (26) は五つの未知数を含む五元連立

方程式を構成する．この連立方程式を数値的に解くと，

無減衰系に対して成立していた次の二つの関係式15)　

µB = ν2 −1, ν2νB = 1 (27)

が，ここでも成立していることが確認された．この関

係式を式 (22)と (26)に代入すると，連立方程式は

f1 = (1− r2 −4ζ 2
1 +4ζ 2

3 ν2)

(5− r2 −4ζ 2
1 +4µ −4ν2 +4ζ 2

3 ν2) = 0

f2 = 3−4r2 + r4 −16ζ 2
1 +≪ 16 terms ≫

+16ζ 4
3 ν4 = 0

f3 =− f1

f4 = (3−4r2 + r4 −16ζ 2
1 +≪ 10 terms ≫

−16ζ 4
3 ν4)(2ζ1µ −2r2ζ1µ −8ζ 3

1 µ

+≪ 74 terms ≫+16ζ 2
1 ζ 3

3 ν7) = 0

f5 = 30−106r2 +140r4 +84r6 +22r8 −2r10

−424ζ 2
1 +≪ 939 terms ≫−512ζ 8

3 µν10 = 0



(28)

のように劇的に簡単化される．まず， f1 = 0を解くと

ζ3 =

√
−5+ r2 +4ζ 2

1 −4µ +4ν2

2ν
(29)

これを f4 = 0の式に代入すると，次の解が導かれる．

ν =

√
3− r2 −4ζ 2

1 +4µ
2

(30)
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最後に，式 (29)と (30)を f2 = 0の式に代入すると

f2 = r8 +a1r6 +a2r4 +a3r2 +a4 = 0

a1 =−4(1−4ζ 2
1 +2µ)

a2 = 2[3(1−4ζ 2
1 )

2 +12(1−4ζ 2
1 )µ +4µ2]

a3 =−4[(1−4ζ 2
1 )

3 +6(1−4ζ 2
1 )

2µ

+4(1−8ζ 2
1 )µ2 −8µ3]

a4 = [(1+2ζ1)
2(1−4ζ 2

1 +4µ)−4µ2]

[(1−2ζ1)
2(1−4ζ 2

1 +4µ)−4µ2]



(31)

rの最小値 rminを与える式 (13)は，r2に関する 4次方

程式 (31)の一つの解として求められる．式 (12)に示さ

れた最適解は，この解を式 (30), (29)および (27)の順

に逆代入することによって得られる．ζ1 = 0のときに

は，式 (31)はさらに以下のように因数分解できる．

f20 = [ r4 −2(1+2µ)r2 +1+4µ −4µ2]2 = 0 (32)

式 (32)の一つの解として，rの最小値 rmin が

rmin =

√
1+2(1−

√
2)µ (33)

と求められる．この式から，無減衰系に対する H∞ 最

適解の式 (15)が導出される．

10·2 H2 最適解の導出手順

H2最適化の評価指標の式 (4)は留数定理16)を用いて

代数的に積分できる．その結果は

Ia =
1

2π

∫ ∞

−∞

∣∣∣∣ x1

f0/k1

∣∣∣∣2 dλ =
IaNum

IaDen

IaNum = ζ1ζ3µν3 +ζ1ζ3µµBν3

+≪ 313 terms ≫+ζ1ζ3µµ5
Bν7ν8

B

IaDen = 4(ζ 2
1 ζ3µν3 +ζ 2

1 ζ3µµBν3

+≪ 311 terms ≫+ζ 2
1 ζ3µµ5

Bν7ν8
B)


(34)

次に，連続関数の極値を求めるときの常套手段として，

∂ Ia/∂ µB = 0, ∂ Ia/∂ν = 0, ∂ Ia/∂νB = 0, ∂ Ia/∂ζ3 = 0と

おくと，以下の四元連立の代数方程式が得られる．

f1 =−ζ 2
1 ζ3µν3 −2ζ 2

1 ζ3µµBν3

+≪ 2008 terms ≫+ ζ 2
1 ζ3µµ8

Bν11ν12
B = 0

f2 = ζ 2
1 ζ 2

3 µν3 +2ζ 2
1 ζ 2

3 µµBν3

+≪ 2048 terms ≫+ ζ 2
1 ζ 2

3 µµ8
Bν11ν12

B = 0

f3 =−ζ 2
1 ζ 2

3 µ −2ζ 2
1 ζ 2

3 µµB

+≪ 1686 terms ≫+ 3ζ 2
1 ζ 2

3 µµ8
Bν8ν12

B = 0

f4 =−ζ 2
1 ζ 2

3 µ −2ζ 2
1 ζ 2

3 µµB

+≪ 1536 terms ≫− ζ 2
1 ζ 2

3 µµ8
Bν8ν12

B = 0



(35)

式 (27)で与えられた二つの関係式がこの最適化問題に

も適用でき，それを式 (35)に代入すると

f1 = (ζ1 +ζ3ν)(ζ1µ −ζ3ν +4ζ 2
1 ζ3ν +4ζ1ζ 2

3 ν2 +ζ3ν3)2

+(1−µ2 −4ζ1ζ3µν −2ν2 −4ζ 2
3 µµ2 +ν4) = 0

f2 = ν(ζ1µ −ζ3ν +4ζ 2
1 ζ3ν +4ζ1ζ 2

3 ν2 +ζ3ν3)2

(−ζ1µ −2ζ1ζ3ν+≪ 14 terms ≫−ζ 2
3 ν6) = 0

f3 = f2/ν3

f4 = (1/ν2)(ζ1µ −ζ3ν +4ζ 2
1 ζ3ν +4ζ1ζ 2

3 ν2 +ζ3ν3)2

(ζ 2
1 µ +2ζ1ζ3µν+≪ 10 terms ≫−ζ 2

3 ν6) = 0


(36)

前と同様に，ここでも方程式が簡単化され，さらに因

数分解されている．これから次の式

ζ3 =− ζ1µ
ν(1+2µ −ν2)

(37)

が得られ，最後に ν2 に関する 3次方程式

f5 = ν6 +b1ν4 +b2ν2 +b3 = 0

b1 =−3(1+µ), b2 = 3(1+2µ)

b3 =−(1−µ)(1+2µ)2 −4ζ 2
1 µ2

 (38)

が導出される．式 (16) で与えられている ν の最適値
νoptは式 (38)の一つの解として求められたものである．

他のパラメータの最適値は，これを式 (27)と (37)に代

入することによって導かれる．

再び ζ1 = 0のときには，式 (38)は次のように因数分

解できる．

f50 = (1+2µ −ν2)2(−1+µ +ν2) = 0 (39)

この式の第 1因数の中に我々の欲しい解が存在する．

10·3 安定度規範の解の導出手順

Fig. 1に示された振動系の特性方程式は

D(s) = s6 +a1s5 +a2s4 +a3s3 +a4s2 +a5s+a6 = 0

a1 = 2[ζ1 +ζ3(1+µB)ννB]

a2 =
1

1+µB
{1+µ2

Bν2ν2
B

+4ζ1ζ3(1+µ2
B)ννB +ν2(1+µ +ν2

B)

+µB[1+8ζ1ζ3ννB +ν2(1+2ν2
B)]}

a3 = 2ν{ζ3[1+µB +(1+µ)ν2]νB

+ζ1ν [1+(1+µB)ν2
B]}

a4 = ν2{1+4ζ1ζ3ννB +[1+µB +(1+µ)ν2]ν2
B}

a5 = 2ν3νB(ζ3 +ζ1ννB)

a6 = ν4ν2
B


(40)
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先行研究15)により，3自由度系の安定度が最大化され

るときには特性根は 3重根をとる．このとき，式 (40)

は以下のように因数分解できるはずである．

D(s) = [s− (xr + iyr)]
3[s− (xr − iyr)]

3 (41)

ここで (xr,yr)は複素平面上の共役複素根の座標を表し

ている．式 (41)を展開して sのべきで整理し，それを

式 (40)と比較すると，次の 6個の恒等式が得られる．

f1 = 3xr +ζ1 +ζ3ννB(1+µB) = 0

f2 = (1−15x2
r −3y2

r )(1+µB)+(1+µ +µB)ν2

+(1+µB)
2ννB(4ζ1ζ3 +ννB) = 0

f3 = 2xr(5x2
r +3y2

r )+ζ3ν [1+µB +(1+µ)ν2]

+ζ1ν2[1+(1+µB)ν2
B] = 0

f4 =−3(x2
r + y2

r )(5x2
r + y2

r )+ν2(1+4ζ1ζ3ννB)

+ν2[1+µB +(1+µ)ν2] = 0

f5 = 3xr(x2
r + y2

r )
2 +ν3νB(ζ3 +ζ1ννB) = 0

f6 =−(x2
r + y2

r )
3 +ν4ν2

B = 0



(42)

パラメータ間の関係式 (27)がここでも適用でき，これ

を式 (42)に代入すると

f1 = 3xr +ζ1 +ζ3ν = 0

f2 = 2−15x2
r −3y2

r +µ +4ζ1ζ3ν +ν2 = 0

f3 = 10x3
r +6xry2

r +ζ1(1+ν2)+ζ3ν(2+µ) = 0

f4 = 2−15x4
r −18x2

r y2
r −3y4

r +µ +4ζ1ζ3ν +ν2 = 0


(43)

この段階では f5 と f6 の式は不要であり，ここでは省

かれている．まず， f1 = 0の式から次式が得られる．

xr =−1
3
(ζ1 +ζ3ν)≡−Λmax (44)

これを式 (43)の第 2式に代入し，yr について解くと

yr =
1
3

√
6−5ζ 2

1 +3µ +2ζ1ζ3ν +3ν2 −5ζ 2
3 ν2 (45)

式 (44)と (45)を式 (43)の第 4式に代入して，これを

ζ3 について解くと

ζ3 =
ζ1 +

√
3(−1−ζ 2

1 +µ +ν2)

2ν
(46)

最後に，これらの式を式 (43)の第 3式に代入すると，

ν2 に関する次の 3次方程式が得られる．

f3 = ν6 +d1ν4 +d2ν2 +d3 = 0

d1 =−3(1+4ζ 2
1 +5µ)

d2 = 3[(1+4ζ 2
1 )

2 +2µ(5−16ζ 2
1 +8µ)]

d3 =−(1+4ζ 2
1 )

3 −3(1−8ζ 2
1 )(5+8ζ 2

1 )µ

−48(1+ζ 2
1 )µ2 +64µ3


(47)

この方程式を解くと，その解の一つとして式 (19)が得

られる．さらに，これから式 (19)に示される他のパラ

メータの最適解も導かれる．

ここでも ζ1 = 0のときには，式 (47)は次のように因

数分解できる．

f30 = (1+8µ −ν2)2(−1+µ +ν2) = 0 (48)

我々の欲しい解は式 (48)の第 1因数の中にある．その

解から式 (21)に示されたすべての解が導かれる．

11. 結 言

三つの最適化規範 (H∞最適化，H2最適化，および安

定度最大化)を適用し，それぞれの規範に対して，減衰

系に取り付ける二重動吸振器の最適設計条件を代数的

な厳密解の形で導いた．その代数解は力励振を受ける

直列二重動吸振器においてのみ可能であった．本研究

で得られた成果をまとめると，以下のとおりである．

(1) H∞ 規範で動吸振器を設計すると，三つの共振点

の高さが等しく調整され，その高さは三つの規範

の中では最も低くなる．　

(2) モビリティ伝達関数に対する H∞ 最適解とコンプ

ライアンス伝達関数に対する H2 最適解は極めて

よく似ている．(コンプライアンス伝達関数に対す

る H∞ 最適解は，同じコンプライアンス伝達関数

に対する H2 最適解とは似ていない.)

(3) H2規範によって設計された動吸振器を有する振動

系では，三つの共振点の高さは励振振動数が高く

なるに従って低くなる．

(4) 安定度規範で動吸振器を設計すると，動吸振器の

最適減衰比が大きく設定されることから，振動系

の共振点は唯一つになる．

(5) 主系に少しでも減衰が存在すれば，その制振効果

に動吸振器による効果が加わって，さらに効果的

な振動抑制ができる．
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