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In most dynamic vibration absorbers (DVAs) used in practical applications, polymeric materials having
energy restoring capability and damping effect are used instead of coil springs as spring elements. It is
known that the damping force for such polymeric materials has hysteretic characteristics and varies in
proportion to the relative displacement rather than the relative velocity between objects. This paper proposes
an optimal design formula for a double-mass hysteretically damped DVA with two masses connected in
series. For the design of the DVA in this study, the stability maximization criterion, which attenuates the
free vibration response of the primary system in the shortest time, was adopted. It was found that the
optimal design expression for installing the series-type double-mass DVA on an undamped primary system
can be expressed by a very simple formula. The maximized stability index which determines the speed of
vibration convergence in the double-mass DVA was 1.7 times higher than that of the corresponding single-
mass DVA. When there is damping factor in the primary system, the optimal design condition for the DVA
cannot be expressed with such a simple formula, however an equation for this calculation is presented in
this paper. The equation can be easily solved numerically, and the results show that the stability of the
system is further increased compared to the undamped primary system.
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1. 緒 言

小型の制振装置として知られる動吸振器 (DVA: Dy-

namic Vibration Absorber)は，船舶のローリング振動を

抑えるために初めて使われたとされている1)．その後，

この動吸振器の最適化のために幾つかの設計規範が提

案され，今では建築構造物，鉄道車両や自動車，および

振動絶縁器のような様々な分野に用いられている．動

吸振器に対する代表的な設計規範には，周期的励振を

受ける振動系の定常応答における共振点高さを最小化

Fig. 1: Analytical models of three-degree-of-freedom (3-

DOF) vibratory systems.
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することを目標とするH∞最適化
2)，共振点も含めて全

周波数域における主系の運動エネルギーの最小化を目

標とする H2最適化
3)，強制振動下での定常応答ではな

く，初期励振に対する自由振動応答を最短時間で収束

させることを目標とする安定度最大化4)がある．

近年，動吸振器の性能向上とロバスト性改善のため

に，二つ以上の動吸振器を組み合わせた多重動吸振器

の研究が行われている5),6),7),8)．著者らも，二重動吸振

器の最適化の研究に取り組み，特にそれらが直列に接

続された場合には，動吸振器の性能が大幅に向上する

ことを確認した9),10)．ここで研究した動吸振器を含む

振動系は，すべてが物体間の相対速度に比例して変化

する粘性型の減衰力を発揮すると仮定されていた．そ

の解析モデルは Fig. 1(b)に示されている．

多くの動吸振器は，Fig. 1(b)に示されるように，コイ

ルばねと粘性ダンパによって構成されている訳ではな

く，その代わりに復元性能と減衰効果を併せ持つ防振

ゴムに代表される高分子材料が用いられている．実験

的に，高分子材料の生み出す減衰力は，物体間の相対

速度ではなく相対変位に比例するヒステリシス減衰型



の特性を持つことが知られている11)．さらに，主系に

働く減衰力についても，主系を構成する材料の内部減

衰や接触部の摩擦減衰によることが多く，これらも粘

性減衰ではなくヒステリシス型の減衰としてモデル化

する方が適しているとされる．

Fig. 1(a)に示されるようなヒステリシス減衰型動吸

振器の最適化についての研究は少なく，m3 = 0の単一

質量型の動吸振器に関する著者らの研究12),13)以外は見

当たらない．本研究は前報14)の続報であり，Fig. 1(a)に

示されるようなヒステリシス減衰型の直列二重動吸振

器の最適設計条件を探る．その最適化には，上で述べ

た第３番目の規範である安定度最大化規範を用いる．

2. 解析モデルと無次元パラメータの定義

Fig. 1(a)は本研究で取り扱うヒステリシス減衰型の

３自由度振動系を示している．ここで，Pは制振対象で

ある主系で，DVA-Aと DVA-Bは直列に接続された二

つの動吸振器を表している．三つの質量を連結してい

るばねにはヒステリシス型の減衰特性があり，それは

損失係数 ηi,(i = 1 ∼ 3)によって表現されている．この

動吸振器との比較のために，粘性減衰型動吸振器を有

する３自由度の振動系が同図 (b)に示されている．これ

らの系はいずれも線形系であることから，その動特性

は以下の無次元パラメータによって完全に表現できる．

λ = ω/ω1, τ = ω1t

µ =
m2 +m3

m1
, µB =

m3

m2
, ν =

ω2

ω1
, νB =

ω3

ω2

ζ1 =
c1

2m1ω1
, ζ2 =

c2

2m2ω2
, ζ3 =

c3

2m3ω3


(1)

ここで ω1,ω2,ω3 はそれぞれの系の無減衰固有角振動

数であり，次式で定義される．

ω1 =
√

k1/m1, ω2 =
√

k2/m2, ω3 =
√

k3/m3 (2)
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Fig. 2: Characteristic roots of a viscously damped 3-

DOF system. Stability Λ describes how quickly the free

vibration decay.

3. 安定度最大化規範

本研究では，動吸振器の設計に，主系の自由振動応

答を最短時間で収束させることを目標とする安定度最

大化規範を採用する．この目的に対しては，Fig. 1に示

された周期的励振力 f はインパルス入力に置き換えら

れる．Fig. 2は，ある３自由度粘性減衰系の特性根の座
標を複素平面上に描いたものである．粘性系の場合に

は，振動系の減衰が過度に大きくない限りは，この図

のように共役の複素根が三対現れる．特性根の虚部は

励起した系の減衰固有角振動数を表し，実部 (安定系で

は負の値をとる)はそれぞれの固有振動数の収束の早

さを表す．振動系全体の収束の早さは最も右端に位置

する特性根が決定し，その特性根と虚軸との距離を安

定度と称し，次式で定義される記号 Λで表す4)．

Λ =−max(Re[si]) (3)

この Λの値を最大化することが設計目標である．
著者らの既発表論文14)で述べたように，ヒステリシ

ス減衰系では Fig. 2に示されるような共役の複素根は

現れない．代わりに第二象限に現れた特性根から座標

原点を中心に点対称の位置 (第四象限)に第二の特性根

が出現する．この特性根の実部は正であるので，振動

系は必然的に不安定になる．一方で，ヒステリシス減衰

系に Fig. 1のように周期的励振力が作用する場合の定

常応答は常に安定であることから，本研究においては，

インパルス入力をフーリエ級数展開し，その展開した

各正弦波入力に対する定常応答を個別に計算し，それ

らを重ね合わせることによって自由振動応答を計算す

ることにした．この方法の詳しい説明については，著

者の一人の既発表講演論文集を参照されたい15)．

4. 動吸振器の設計手順と結果の表示

4·1 連立代数方程式の導出

Fig. 1(a)の振動系の特性方程式は次式で表される．

(1+µB)S6 +(a1 + ib1)S4 +(a2 + ib2)S2

+(a3 + ib3) = 0

}
(4)

Fig. 2に示された特性根 sは角振動数の単位を有してい

るが，ここで使われている特性根 S (= s/ω1)は無次元

化されている．式 (4)の各記号は，式 (1)で定義された

無次元パラメータを用いて，次のように表される．

a1 = (1+µB)(1+ν2)+µν2 +(1+µB)
2ν2ν2

B

b1 = η1(1+µB)+η2(1+µ +µB)ν2 +η3(1+µB)
2ν2ν2

B

}
(5a)
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a2 = (1+µB)ν2{1+[1+µB +(1−η2η3)(1+µ)ν2]ν2
B

−η1[η2 +η3(1+µB)ν2
B]}

b2 = (1+µB)ν2{η1[1+(1+µB)ν2
B]

+η2[1+(1+µ)ν2ν2
B]+η3[1+µB +(1+µ)ν2]ν2

B}
a3 = (1−η1η2 −η2η3 −η3η1)(1+µB)ν4ν2

B

b3 = (η1 +η2 +η3 −η1η2η3)(1+µB)ν4ν2
B


(5b)

粘性減衰系に対する直列二重動吸振器の先行研究16),17)

において，動吸振器DVA-Aの減衰は小さいほど望まし

く，ゼロが最適であることが発見された．それは，そ

の方が動吸振器 DVA-Bの働きが良くなるからである．

さらに，三つの特性根の実部にはトレードオフの関係

があり，これらの実部を一致させることが安定度最大

化の必要条件であることも明らかになった．このとき，

特性根の虚部も一致するので，特性根は三重根をとる

ことになる．この三重根の座標を ±
√

a0 + ib0 とおく

と，式 (4)は次のように因数分解できる筈である．

(1+µB)(S−
√

a0 + ib0)
3(S+

√
a0 + ib0)

3 = 0 (6)

式 (6)を展開し，各項の実部と虚部を式 (4)と等置する

と，以下に示す六元連立の代数方程式が得られる．

f1 = (1+3a0)(1+µB)+(1+µ +µB)ν2

+(1+µB)
2ν2ν2

B = 0

f2 = 3b0 +η1 +η3(1+µB)ν2ν2
B = 0

f3 =−3(a2
0 −b2

0)+ν2 +(1+µ)ν4ν2
B

+(1+µB)(1−η1η3)ν2ν2
B = 0

f4 =−6a0b0 +η1ν2 +η1(1+µB)ν2ν2
B

+η3[1+µB +(1+µ)ν2)]ν2ν2
B = 0

f5 = a0(a2
0 −3b2

0)+(1−η1η3)ν4ν2
b = 0

f6 = b0(3a2
0 −b2

0)+(η1 +η3)ν4ν2
b = 0



(7)

ここでは η2 = 0としている．式 (7)において，µ と η1

は与えられたパラメータであるので，未知のパラメー

タは 6個 (µB, ν , νB, η3, a0, b0)である．よって，求解

に必要な方程式の数は足りている．

4·2 無減衰系に対する解

主系が無減衰 (η1 = 0)のときには，式 (7)の解は

µBopt =
8µ(1+µ)
(1−µ)2 , νopt =

1+3µ
(1+µ)

√
1−µ

νBopt =
(1−µ)

√
(1+µ)(1−9µ)

(1+3µ)2 , a0 =− 1
1+µ

η3opt =
3(1−µ)

√
3µ

1−9µ
, b0 =−

√
3µ

1+µ


(8)

で与えられ，これは式 (7)を満たす唯一の正の実根で

もある．ここで，4個の解については動吸振器の最適

設計条件であることから添え字 “opt”をつけている．

残りの解 (a0, b0)は特性根の座標を表すが，これらは

根号内に入っていることから，この平方根を外さなけ

ればならない．既発表論文14)に記されている方法に従っ

て平方根を取り去ると，二つの特性根の座標 S1(x1, y1)

と S2(x2, y2)が以下のように求められる．{
x1

x2

}
=∓

√
−1+

√
1+3µ

2(1+µ){
y1

y2

}
=± i

√
1+

√
1+3µ

2(1+µ)


(9)

このうち，S2(x2, y2)は不安定な特性根であるので，安

定な特性根 S1(x1, y1)の方を採用する．このとき，最

大化された安定度指標は以下のように表される．

Λmax =

√
−1+

√
1+3µ

2(1+µ)
(10)

4·3 無減衰系に対する最適解の表示

Fig. 3の実線は，式 (8)に示された二重動吸振器の最

適解と式 (10)に示された安定度の最大値を表示したも

のである．比較のために，ヒステリシス減衰型におけ

る単一質量動吸振器の最適値と安定度の値が破線で示

されている．この単一質量動吸振器の最適値の計算式

については，以下のように求められている14)．

νopt,single =

√
1−µ

1+µ
, η2opt,single =

2
√µ

1−µ

Λmax,single =

√√√√1
2

(√
1

1+µ
− 1

1+µ

)


(11)

式 (8)から明らかなように，二重動吸振器の最適解は

質量比 µ = 1/9までしか存在しない．この µ = 0 ∼ 1/9

の範囲において単一質量動吸振器で達成できる安定度

の最大値と比較すると，動吸振器を二重にした場合に

は系の安定度が約 1.7倍にできることが確認できる．

Fig. 3: Optimal solution for a hysteretically damped DVA

in an undamped system based on the stability criterion.
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4·4 減衰系に対する最適解の表示

主系に減衰が存在する場合には，式 (7)の解は簡単

な式では表現できない．ここでは，途中の過程は省略

し，最後に得られた数値解のみを図で表示する．

Fig. 4(a)は，直列型二重動吸振器を有する減衰系が三

重根を取るときに，第二象限に現われる特性根S1(x1,y1)

の位置を示している．もう一つの特性根 S2(x2,y2)は，

座標原点 (0, 0)を中心に，S1と点対称の位置 (第四象限)

に出現する．図中の曲線が途中で消えているのは，そ

こから先は三重根が存在しないことを意味する．η1 = 0

の黒の細線は無減衰系に対する特性根の位置を示して

おり，µ = 0のときにはこの特性根は虚軸上に存在す

る (系の安定限界に位置する)．この特性根は質量比 µ
の増加と共に左下に向かって移動し，系の安定度は増

加する．一方，Fig. 4(b)は，同様に単一質量動吸振器

を有する系の特性根の位置を示している．Fig. 4(a)と

(b)を比較すると，同じ µ の値に対しては，(a)の方が

より左に位置している．例えば，η1 = 0, µ = 0.1にお

いて，Fig. 4(a)では x = −0.25であるのに対して同図

(b)では x =−0.15となっている．このことは動吸振器

の二重化により，同じ質量比に対しては振動系の安定

度が増加することを意味している．

Fig. 4: Trajectories of the characteristics root when a hys-

teretically damped system takes a multiple root.

Fig. 5: Optimized parameters of a hysteretically damped

series-type double-mass DVA in a damped system.
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Fig. 5(a)–(d)は，二重動吸振器の四つの設計パラメー

タの最適値が主系の損失係数 η1の増加に伴って変化し

ていく様子を示している．これらの最適解の存在領域

は，Fig.5 (c)に示された νBoptが正の値をとる範囲に制

限され，µ の増加に伴って，解が存在する η1の範囲が

さらに狭くなることが分かる．次に Fig. 6は，η1の増

加と共に振動系の安定度が直線的に増加していくこと

を示している．この図の µ = 0の線に比べて µ = 0.005

の線の方が，同じ η1の値に対して安定度がかなり増加

Fig. 6: Maximized stability index of a hysteretically

damped series-type double-mass DVA.

Fig. 7: Free vibration responses of a hysteretically

damped 3-DOF system.

していることから，小さな動吸振器でも振動系の安定

度の改善に大きく貢献していると言える．

4·5 ヒステリシス減衰型 3自由度系の自由振動応答
Fig. 7は，安定度規範で最適設計された直列二重動
吸振器が取り付けられた 3自由度振動系において，主

系の質量が初速度 υ0で動き出したときの主質量と各動

吸振器の自由振動応答を表している．この計算におい

て，主系は無減衰 η1 = 0としている．この振動系の特

性根は三重根となっていることから，主質量は１自由

度減衰振動系の自由振動応答のように挙動している．

4·6 粘性減衰型振動系の自由および強制振動応答

Fig. 8は，H∞ 規範，H2 規範，および安定度規範で

最適設計された粘性減衰型の直列二重動吸振器が取り

付けられた 3自由度振動系において，Fig. 7と同様に，

主質量が初速度 υ0 で動き出したときの各質量の自由

振動応答を表している．この Fig. 8(c)を Fig. 7(b)と比

較すると，両振動系の収束の早さにはほとんど差が無

がないが，二つの動吸振器の揺れの大きさに違いがあ

る．また，Fig. 8(a), (b), (c)の各応答を比較すると，安

定度規範で設計された動吸振器が取り付けられた振動

系は初期減衰は遅いが，振動の揺れ戻しが生じないこ

とから最終的には最も早く振動が収束している．参考

までに，Fig. 8中に記載された最適値の計算式9)を示す

と，(a)の H∞ 最適解に対しては

µBopt =
(
1+

√
2
)
µ, νopt =

√
1+
(
1+

√
2
)

µ

νBopt =
1

1+
(
1+

√
2
)
µ

ζ3opt =

√√√√1
2

(
1+

√
2
)
µ

1+
(
1+

√
2
)
µ


(12)

次に，(b)の H2 最適解に対しては

µBopt = 2µ, νopt =
√

1+2µ

νBopt =
1

1+2µ
, ζ3opt =

1
2

√
3µ

1+2µ

 (13)

最後に，(c)の安定度規範に対する最適解は

µBopt = 8µ, νopt =
√

1+8µ

νBopt =
1

1+8µ
, ζ3opt =

3
2

√
3µ

1+8µ

 (14)

上記の H∞ 最適解と H2 最適解は，強制振動を受け

る振動系の定常応答の最適化を目指した規範による解

であることから，Fig. 9(a)–(c)にはこれらの最適化され

た動吸振器を有する主系の定常応答特性を示している．
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これらの図の中で，Fig. 9(a)だけは力入力に対する速

度応答を表すモビリティ伝達関数を示しているが，そ

れは式 (12)がモビリティ伝達関数に対する最適解であ

ることによる．H∞最適解に関しては，力入力に対する

変位応答を表すコンプライアンス伝達関数に対する代

数的解はまだ得られていない．なお，式 (12)–(14)は無

減衰系に対する解であるが，主系に減衰が存在すると

きの最適解は既発表論文18)に記されている．本計算結

果は，その式を使って計算されたものである．

Fig. 8: Free vibration responses of a viscously damped

3-DOF system.

4·7 ヒステリシス減衰型 2自由度系の自由振動応答
Fig. 10は，安定度規範で最適設計されたヒステリシ
ス減衰型単一質量動吸振器を有する振動系において，

主系が初速度 υ0で動き出したときの主質量と動吸振器

の自由振動応答を示している．Fig. 10(c)の動吸振器の

設計式は式 (11)に示されている．Fig. 10(c)と Fig. 7(b)

から，一つの動吸振器を二つに分けてそれらを直列接

続することにより，自由振動が早く収束するようにな

ることが確認できる (例えば τ = 40における値)．

Fig. 9: Steady-state responses of a viscously damped

3-DOF system.
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4·8 ヒステリシス減衰型振動系の周波数応答

Fig. 11(a)と (b)は，安定度規範で最適設計されたヒ

ステリシス減衰型直列二重動吸振器が取り付けられた

振動系の周波数応答で，同図 (c)と (d)は，同じく単一

質量動吸振器が取付けられたヒステリシス型振動系の

周波数応答である．同一質量比の動吸振器を有する系

の応答 (a)と (c)，および (b)と (d)を比較すると，動吸

振器を二重化することによって，定常応答における共

振点の高さも低減できていることが分かる．こうして，

安定度の上昇により系の定常応答も改善される．

Fig. 10: Free vibration responses of a hysteretically

damped 2-DOF system.

Fig. 11: Steady-state responses of a hysteretically damp-

ed 3- and 2-DOF systems optimized by stability criterion.
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5. 結 言

本論文は，著者らの既発表論文14)の続報である．前

報では，単一質量のヒステリシス減衰型動吸振器の最

適設計法について議論し，動吸振器の H∞ 最適化と安

定度最大化の二つの規範に基づく解が示された．本報

では，性能改善のために二つのヒステリシス減衰型動

吸振器を直列に接続し，安定度規範に基づく最適設計

を行った．研究結果は以下のようにまとめられる．

(1) 主系に減衰が存在しなければ，二重動吸振器の四

つの設計パラメータ (動吸振器 DVA-Aの損失係数

η2 も含めると五つ)は極めて簡単な式 (8)によっ

て最適化できる．一方で，主系に減衰が存在する

場合には，六元連立の代数方程式 (7)を数値的に

解くことによって最適解が得られる．

(2) 二つの動吸振器を二重化することにより，同じ動

吸振器質量に対して，振動系の安定度は単一質量

動吸振器が取付けられた系の約 1.7倍に増加する．

(3) 振動系の安定度が増加すると，自由振動応答はよ

り早く収束し，周波数応答における共振点高さが

より低く抑えられることを確認した．
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