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既知の式 (    :Conwayの2次)a2
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• arrow diagram
def
= 円周上２個ずつペアとなる

点配置.

• arrow diagram AD
def
= oriented knot diagram

がもつ２重点 k の逆像 (k, k̄)の配置.

arrow diagram

• arrow diagram           oriented knot diagramが
もつ２重点　 の逆像          の配置. 

• arrow diagram      円周上２個ずつペアとなる点
配置.

AD
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• arrow diagram
def
= 円周上２個ずつペアとなる

点配置.

ここから sub-arrow diagram を数え上げる関数
を定義する.

arrow diagram

• arrow diagram      円周上２個ずつペアとなる点
配置. 

• ここから sub arrow diagramを数え上げる関数を
定義する.



sub diagramの数え上げ関数の定義(院生向け)

• arrow diagram Gに対し,   

• 内積（ , ）により 

　→線型拡張しGauss diagram formulaと呼ぶ. 
   →                  の　　を選び不変量を作ろう！

hx,Gi :=
X

z2Sub(G)

(x, z).
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なぜGauss diagram formula?(院生向け)

• classical knotsの, 任意のVassiliev不変量は
Gauss diagram formulaで表示される。 

　→大山-谷山の式を経由すれば, 空間グラフへも相
当な範囲で応用が見込まれる. 
• 不変量作成方法の自動化が確立(I. 2019). 
• 計算効率から、ポリマーへの応用が期待. 
• 量子群の表現論, 配置空間論(積分論)へ連携. 
   (例：ビオ・サバール“＝”Gauss diagram formula)



• 出口哲生 [結び目確率(どのくらいの頂点数で結び
目が確率的に現れるか)の定式化を90年代にしてい
る]→Shimamura-Deguchiなどを経て、実際の実
験でknot-typeの物性があることをつきとめた
(Uehara-Deguchi, 2017)． 

• 手塚研究室 実際に，高分子で空間グラフが合成さ
れている(Heguri-Yamamoto-Tezuka, 2015) 

• 環状かそうでないかだけでも物性は大きく異なるこ
とがある(東工大プレスリリース, 山本, 2013)

高分子方面(関連だけ抜粋)



希薄溶液のポリマー[自分自身との重なりを許さない実在鎖(self-
avoiding random walk, SAW)] 
頂点は体積排除効果を持ち，その効果が大きくなるとトポロジー効果
の観察が難しくなる． 
<なお，セグメント，ボンドの用語に数学者は注意.> 

希薄溶液のポリマー



ポリマーとして空間グラフは実際に合成されており，
その性質は研究対象となっている．

T. Suzuki, T. Yamamoto, and Y. Tezuka, Constructing a Macromolecular K3,3 Graph through 
Electrostatic Self-Assembly and Covalent Fixation with a Dendritic Polymer Precursor, 
J. Am. Chem. Soc. 2014, 136, 28, 10148–10155

空間グラフの合成(手塚研究室)



頂点数Nは排除体積効果が小さい範囲でありながら， 
knotするくらい大きくあってほしい． 

M. K. Shimamura and T. Deguchi, Finite-size and asymptotic behaviors of the gyration 
radius of knotted cylindrical self-avoiding polygons, Phys. Rev. E 2002, 65, 051802

頂点数Nと排除体積効果



山田多項式



　バシリエフ不変量は定数倍のambiguity
があるので、山田多項式に合わせること
を「正規化」と呼ぶことにする. 
(Ishii 2011)(Yoshida 2014)

「正規化」の意味



flat vertex isotopy



固定頂点 isotopyと ambient isotopyの差

up  to  ambient  isotopy

　　　異なる空間固定頂点グラフ

flat vertex isotopy とambient isotopy の差

すべて異なるflat vertex graph



2-bouquet graph

embed embed



2-bouquet graph

embed embed

K型 (knot型) L型 (link型)



2-bouquet graphの2つの型

K 型 (knot type) L 型 ( link type )

K型 と L型



2-string tangleと2-bouquet graphの関係

2-string

tangle

2-string tangleと2-bouquetの関係2-string tangleとは

B : 3-ball

T : B 内に proper に埋め込まれた 1次元部分多様体

Bと Tの組 (B, T) を tangle という 

tangle の正則図 (diagram)

    

2-string tangle

正則図 (diagram)とは，交点においてどちらが上か下かわか
るように R2に射影したもの
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2-string tangleを使った構成方法

2-string tangle

4-valent
flat vertex

2-bouquet

2-string tangleから2-bouquetを構成する
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2-bouquetが与えられたとき



頂点が内部にある場合
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頂点が内部にある場合

180度回転させる

solid torusに入れて



2-bouquetと2-string tangleの関係
任意の2-bouquet graphを構成する方法

2-string tangle に固定頂点を 1つつなげたもの

任意の 2-bouquet graph は 2-string tangle から構成することができる

全ての 2-string tangle を得られれば、それから全ての 2-bouquet graph を構成できる

• 2-bouquetは2-string tangleと1対1に対応する

任意の2-bouquet graphを構成する方法

2-string tangle に固定頂点を 1つつなげたもの

任意の 2-bouquet graph は 2-string tangle から構成することができる

全ての 2-string tangle を得られれば、それから全ての 2-bouquet graph を構成できる

2-string tangleに 
4価のflat vertexを 
つないだもの



tangleの同値 (equivalence)
2-string tangleの同値関係

これらは同じ2-string tangleとみなす
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これらは同じ2-string tangleとみなす

tangleの同値 (equivalence)



tangleと構成される2-bouquet graph

…

…

…

…

…

…

2-string tangleと2-bouquetの組
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tangle tangle

tangle tangle

tangle tangle2-bouquet 2-string tangle

Knot 型

Knot 型の2-bouquetからは、基点付きの2-component linkが一意に得られる

2-bouquet から得られる基点付き2-component link 
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既知の式 (    :Conwayの2次)a2
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既知の式 (V (3):Jonesの３次導関数)

deg 3

knot !!"# +2 !$%&'"
θ −132

∑3
i=1 a2(Ki(T )) + 22

3
∑3

i=1 V (3)(Ki(T ); 1)

(金信) −144a3(S) (吉田英生 2014). (cf. [Ishii-Kishimoto])

H-C cf. [Kanenobu-Sugita (2012)]

Bouquet [講演者ら] 〈 " "#((+ , ·〉, 〈 " "#((+ , ·〉,
〈 " "#((− , ·〉, 〈 " "#((− , ·〉,

〈 " "))*++,( , ·〉 − 1
3 〈 " "#))*++, , ·〉.

既知の式 (     :Jonesの3次)V (3)
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同様にして,



Theorem 3 の例

(m, n: 奇数、m=n)m+n+8交点の2成分絡み目
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2-component link

arrow diagram

例：m=1, n=1
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例：m=1, n=1
2-component link arrow diagram
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例：m+n+8交点の2成分絡み目  (m, n: 奇数、m=n)
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2-component link arrow diagram

例：m+n+8交点の2成分絡み目  (m, n: 奇数、m=n)
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