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本研究集会の講演後に大阪市立大学の金信泰造先生に球面上の prime knot projection

の集合は, Taitの著作 [18, 19] (9交点以下が [18] で, 10交点が [19]) で決定されている
ことを教えて頂きました. 深く感謝致しますとともに, どこが過去の結果と重複があり,

どこが重複のない結果なのかを (本研究のモチベーションから主結果に至るまでの)冒
頭で整理し, その上で講演報告をしたいと思います.

モチベーションに関して
近年, knot projectionsの研究が盛んになってきたことに伴い, (knot tableだけでな

く) knot projectionsのテーブルはどのようにして作成され, どのように順序良く延長
されるべきか, ということが問題になってきました. 例えば 1994年のArnoldの表 [1,

Figure 53]はこの意味で完全ではない状態でした (図1 [12]).

図 1: ７交点までにおける表. 左がArnold table [1, Figure 53], 右が我々のもの. 鏡像
を同一視したとしてもなお 7̂3, 7̂5, 7̂6, 7̂9がArnold tableから抜けている.

Arnoldの本 [2]では reducible knot projectionの概念に到達しており, 次のように書
かれております：

“Many of these irreducible curves are “combinatorics” of simpler curves. For in-

stance, the first two curves with six crossings are two different combinations of two

trefoil curves. However, I do not know any formal theory describing such combina-

torics. ”

knotのprimeness と違い, 球面曲線/knot projectionの連結和は一意的ではありませ
んが, 由緒正しい定義が与えられます [9, Page 379, Definiton 4], [5, Definition 2.5]（こ
のあたりの扱いが, 平面曲線の取り扱いよりもずっとすっきりしており, 球面上で考え



ることの一つの理由となっております 1）.

その一方で, 球面 (平面)曲線におけるライデマイスター移動による距離が誘導する
複体を初めて導入した [5]の研究者の方々から鏡像込みのknot projectionsのテーブル,

もしくはその作成法を提示してほしい, という質問もありました.

今回, これらを踏まえて「アクセスしやすい初等的な証明付きの tabulation」を目指
して本研究を行いました. knot projectionsを出力するという視点で歴史的な tabulation

の方法を大別すると次のようになります (確証が持てない場合は空欄とした) [12].

encoding 経由しない flype経由する knot projectionの出力 鏡像含む
[18, 19] yes no

[4, 7] no yes

[3] yes no yes

[13] yes no yes

[12] yes yes yes yes

• Dowker-Thistlewaite [4] の方法は, 一般交点での knot projections の tabulation

について原理的な説明を与えている. この場合 knot projectionsを書き出し, そ
の上で不変量計算によって knot tableを作成する. [4] を利用し, 現在得られる
computer powerにより16交点までのprime knot tableが存在する [7].

• alternating knotのalternating knot projectionはflypeで移り合うので, tangle 分
解して考えるアプローチも有効である (flype計算は不変量を計算していることに
相当する). 古くはConway による rational tangleの tabulationがある. この方法
はDowker-Thistlewaiteやガウスワードと違い encodingを経由しない [12].

• cascade diagram（同心円状のdiagram)を広げていく方法がある [3]. [3]ではflype

を用いない.

• Kanenobu-Saito-Satoh [13]によるgraphを用いたtangleのtabulationがある. [13]

ではflypeを用いない.

Tabulationに関する４つの問題
上記の歴史的な経緯を踏まえると以下の問題 (ポイント)が浮かび上がります.

(1) (鏡像関係なく) knot projectionsすべてを書きつくす方法を提示し実行する.

(2) (鏡像関係なく) 重複があるかを checkする方法を提示し実行する.

(3) (鏡像込みで) knot projectionsすべてを書きつくす方法を提示し実行する.

(4) (鏡像込みで) 重複があるかを checkする方法を提示し実行する.

この(3), (4)を完全に解決している可能性があるのは [4, 7]ですが,ここでは, encoding

をせずに, 少ない (しかし非自明な)交点数で (3), (4)を研究者が実行できるようにする
ことを意図しています.

1さらにサポート種数正の場合は状況が異なるということもあるが, ここではこれ以上触れない (cf. [8]).



主結果
最小交点数が n の, 鏡像は区別しない場合の prime knots の数を |Kn| とする. 交点

数が n の球面上の 鏡像は区別しない (鏡像は区別する, resp.) prime knot projection

の集合をPn (P̃n, resp.)とする. このときn ≤ 8においてPnと P̃nの表とその作成方法
を球面に乗るかのらないかの判定不変量 2を用いずに書き表した. その上でPnの濃度
を |Pn| とするとき, 1 ≤ n ≤ 8 における |Kn|, |Pn|の表 (下記)を作成し, 下記の予想を
定式化した.

n 1 2 3 4 5 6 7 8

|Kn| 0 0 1 1 2 3 7 21

|Pn| 1 0 1 1 2 3 10 27

Conjecture. 整数n,mが3 < n < mを満たすとする.

(1) |Kn| < |Km| (有名問題)

(2) |Pn| < |Pm|
(3) |Kn| ≤ |Pm|

Definition. P を knot projection とする. P の交点の逆像を chord で結ぶことによっ
て P の chord diagram が得られ, CDP と表す. P を positive にして得られる knot

diagram を P pos と表す. P pos に対応して arrow diagram が得られ, ADP と表す. (例
: 図 2).

図 2:

Proposition. P の鏡像を P ′ と表す. ADP と ADP ′ では矢印の向きが全て逆転する
ため, 与えられた knot projection が鏡像と一致するかどうかを arrow diagram によっ
て判定できる. 例えば, 6̂3 は鏡像と一致しない (図 3).

Tait flyping Conjecture (Menasco-Thistlethwaite Theorem [14]).

alternating knot の任意の 2つの reduced, prime alternating diagrams について, 一方
に図 4 の flype を有限回施すことによって, もう一方の alternating knot diagram が得
られる.

2Turaevのナノワード理論により「moveを入れない」ときはサポート種数を判定できる不変量がある
が, それを用いてサポート種数正のものを消去する議論 [8]は雰囲気が大きく異なるので, ここではサ
ポート種数正のものを扱わない場合について考える. また「moveが入るとき」の最小サポート種数の
決定は virtual knot 理論においては重要な意味を持つ）.



図 3:

図 4:

knot projection に対して, 図 5 のように flype を定義する.

図 5:

Tait flyping Conjecture により, 全ての reduced, prime alternating diagrams は,

alternating knotsにおける flypesにより得られる. これより, Rolfsen knot table [16]の
knot projections に対し, flypes を全て確認することによってknot projections の table

を作成する.

全ての knot projection は, 図 6 のように2つの (2, 2)- tangle の連結和で表すことが
できる. (2, 2)-tangle は Û型 tangle, T̂ 型 tangle の 2種類ある. knot projection にお
いては, T̂ と T̂ の連結和か T̂ と Û の連結和となる. D1 を flype した knot projection

と D2 を flype した knot projection は, 一致するか鏡像になる.

7交点, 8交点の knot projection において, (3, 2)-tangle の連結和で表すと, 交点数に
おいては次の table のようになる.



図 6:

7交点の knot projection 8交点の knot projection

T T U T T T U T

1 + 6 1 + 6 1 + 7 1 + 7

2 + 5 2 + 5 2 + 6 2 + 6

3 + 4 3 + 4 3 + 5 3 + 5

4 + 3 4 + 4 4 + 4

5 + 2 5 + 3

6 + 1 6 + 2

7 + 1

どちらか一方の flype を確認すればよいので, 8交点以下の knot projection の table

を作成するには 3交点以下の U tangle, 4交点以下の T tangle で調べればよい (図 7).

flype で変化する tangle のみを調べればよいので, 実際には, T̂3 と T̂4c の flype を調べ
ればよい.

図 7:

7交点と8交点で, 一例を挙げる (図 8).

球面上の 8交点以下の prime knot projection の集合は, 図 9 である. それらに対応
した chord diagram が 図 10, arrow diagram が 図 11 である. 鏡像と一致しない knot

projection の集合は 図 12 である.



図 8:

knot projection P に対して, 次の値を定義する. 8交点以下の knot projecrtion に対
して, 各値の table を作成した.

c(P ) : P の交点数
s(P ) : P のSeifert circle の数
g(P ) : P の canonical genus

a(P ) : P の average invariant ([15])

τ(P ) : P の circle number ([10])

tr(P ) : P の trivializing number ([6])

r(P ) : P の既約度 ([17])

X(P ) : CDP の cross chord の総数 (図 13, [11])

H(P ) : CDP の H chord の総数 (図 13, [11])

T (P ) : CDP の triple chord の総数 (図 13, [11])

λ(P ) : 1
4
{3 × H(P ) − 3 × T (P ) + X(P )} ([11])



図 9:



図 10:



図 11:



図 12:

図 13:



P c(P ) s(P ) g(P ) a(P ) τ(P ) tr(P ) r(P ) X(P ) H(P ) T (P ) λ(P )

1̂1 1 2 0 0 1 0 0 0 0 0 0

3̂1 3 2 1 1 3 2 1 3 0 1 0

4̂1 4 3 1 0 1 2 2 4 4 0 4

5̂1 5 2 2 2 5 4 1 10 0 10 -5

5̂2 5 4 1 1 3 2 1 7 6 3 4

6̂1 6 5 1 0 1 2 2 8 16 0 14

6̂2 6 3 2 1 3 4 1 11 10 7 5

6̂3 6 3 2 2 3 4 1 10 8 6 4

7̂1 7 2 3 3 7 6 1 21 0 35 -21

7̂2 7 6 1 1 3 2 1 11 20 5 14

7̂3 7 4 2 2 5 4 1 18 12 22 -3

7̂4 7 6 1 1 3 4 2 15 24 9 15

7̂5 7 4 2 2 5 4 1 14 14 12 5

7̂6 7 4 2 1 3 4 1 11 18 3 14

7̂7 7 4 2 0 1 4 2 12 20 4 15

7̂8 7 4 2 2 5 4 1 14 14 12 5

7̂9 7 4 2 1 3 4 1 11 18 3 14

7̂10 7 4 2 0 1 4 2 12 20 4 15

8̂1 8 7 1 0 1 2 2 12 36 0 30

8̂2 8 3 3 2 5 6 1 22 16 30 -5

8̂3 8 7 1 0 1 4 2 16 48 0 40

8̂4 8 5 2 1 3 4 1 19 36 13 22

8̂5 8 3 3 2 5 6 1 18 24 14 12

8̂6 8 5 2 1 3 4 1 15 30 7 21

8̂7 8 3 3 3 5 6 1 21 16 27 -3

8̂8 8 5 2 2 3 4 1 14 22 8 14

8̂9 8 3 3 2 5 6 1 22 24 26 4

8̂10 8 3 3 3 5 6 1 17 16 15 5

8̂11 8 5 2 1 3 4 1 19 28 17 13

8̂12 8 5 2 0 1 4 2 12 28 0 24

8̂13 8 5 2 2 3 4 1 18 28 14 15

8̂14 8 5 2 1 3 4 1 15 24 9 15

8̂15 8 5 2 2 5 4 1 14 20 6 14

8̂16 8 3 3 3 3 6 1 17 24 11 14

8̂17 8 3 3 2 3 6 1 18 24 14 12

8̂18 8 3 3 4 1 6 3 16 24 8 16

8̂19 8 5 2 1 3 4 1 15 30 7 21

8̂20 8 5 2 2 3 4 1 14 22 8 14



P c(P ) s(P ) g(P ) a(P ) τ(P ) tr(P ) r(P ) X(P ) H(P ) T (P ) λ(P )

8̂21 8 5 2 1 3 4 2 19 28 17 13

8̂22 8 5 2 0 1 4 2 12 28 0 24

8̂23 8 5 2 0 1 4 2 12 28 0 24

8̂24 8 5 2 2 3 4 1 18 28 14 15

8̂25 8 5 2 1 3 4 1 15 24 9 15

8̂26 8 5 2 1 3 4 1 15 24 9 15

8̂27 8 5 2 2 5 4 1 14 20 6 14

この度は日本大学の茂手木公彦先生と市原一裕先生に大変お世話になりました. 感
謝申し上げます.
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