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1. 定義と主結果
定義 1 (C(K), Bl(K) [7]) C(K), Bl(K)を以下で定義する.

• C(K). 結び目Kに対して crosscap number (または non-orientable genusと呼ば
れる) C(K)を次で定める. C(K) := min{1 − χ(Σ) | Σ : non-orientable surface,

∂(Σ) = K }, ただしunknotについては例外的にC(unknot) = 0と定める.

• Bl(K). knot Kの alternating knot diagram Dに対してBl, RI−をそれぞれ何回
か用いて交点のない knot diagram Oに変形する列全ての中で, Blの最小手数を
Bl(D)とする. このときKの alternating knot diagrams全体がなす集合をZ(K)

とし, Bl(K)を次で定義する.

Bl(K) := min
D∈Z(K)

Bl(D).
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図 1: BlとRI−, S−. Blは成分数を変え得る. 一方, S−は成分数を変えない. 円盤は変
形がおこる範囲を表し, 円盤外の点線は曲線のつながり方を示す. 尚, これらの図では
交点の上下の情報は省略している.

定理 1 (今回の主結果) Kを alternating knotとし, g(K)を 3次元 knot genus, C(K)

とBl(K)を定義 1で与えるものとする. K]K ′を２つの結び目K, K ′の連結和とする.

次が成り立つ.

(1) C(K) = Bl(K) ⇔ C(K) 6= 2g(K) + 1.

(2) C(K) = Bl(K) + 1 ⇔ C(K) = 2g(K) + 1.

(3) Bl(K]K ′) = Bl(K) + Bl(K
′).

1したがってより詳しい内容についてはそちらに記載してあります.



2. モチベーション
knot genusは結び目の最も基本的な幾何的な不変量の一つです. しかし例えば alternat-

ing knot diagramに話を限っても n交点の alternating knot diagram 1つから Seifert

surfaceがでるKauffman stateは 1通りで, 他の 2n − 1通りのKauffman statesからは
non-orientable surfacesを出します. この意味においてnon-orientable knot genus (cross-

cap number)の重要性が伺い知れます. また knot genusの場合は研究手法が確立され
ており, alternating knotに関してはAlexander多項式 [10, 4], 一般にはHeegaard Floer

homology [11]で決まることも知られています. これらと比較すると crosscap number

は手法がまだまだ限られており, orientableの時のような結果があるのか, あるとすれ
ば一体どのように定式化されるのか, わからないままとなっています 2.

3. C(K)の下からの評価
定義 2 (spanning surface, state surface [11]) を以下で定義する.

• 結び目Kを境界とする曲面を spanning surfaceという. 本研究では曲面は 3次元
空間内の曲面とする.

• 与えられた結び目図式の, あるKauffman state から交点を回復するように半ひね
り bandを加えて Seifert algorithmの方法と同様に得られる spanning surfaceを
state surfaceという (state surfaceというのはSeifert surfaceの自然な一般化であ
り, Ozawa [11]により本格的な研究が始まった [1, 6]).

Adams-Kindred [1]の結果により次が保証される.

Fact 1 (Adams-Kindred [1]) alternating knot K に対し, 任意の alternating knot

diagram Dから得られる state surfaceでオイラー数を最大にするものが取られる. ただ
し, ここでの「最大」の意味は state/non-state, orientable/non-orientableに関わらず全
ての spanning surfaceの中で最大, という意味である.

補題1は直ちに気づく.

補題 1 １回の平滑化 (i.e. Seifert,あるいはS−型の splice)は１回のband手術BlとRI−

で得られる（図2）.
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図 2: 1回の平滑化とband手術Blとの関係.

Fact 1から最大オイラー数の spanning surfaceがKauffman stateから得られること
が保証され, かつ補題1が成り立つので, Bl(K)の定義から

Bl(K) ≤ min{C(K), 2g(K)}. (1)

2例えば orientableのときは種数はアレクサンダー多項式の径間の 1
2 (村杉 [10], Crowell [4]のそれぞれ

独立な結果)である.



4. C(K)の上からの評価
4.1. C(K) ≤ 2g(K)の場合

C(K) = b1


‥‥


(2)

= the number of band surgeries to obtain a disk by cutting b1 generators (3)

= the number of necessary band surgeries to obtain a disk from Σnonori (4)

≤ min{# band surgeries to obtain a disk from a non-orientable state

surface which is homeomorphic to Σnonori} (5)

= Bl(K). (6)

式番号に対応したコメント

(2) b1(surface)により surfaceの 1st Betti numberを表すとする. C(K)の定義から従
う. 尚, 図は 1st Betti number 個の射影平面の連結和に穴をあけたもの (以降, こ
れをΣnonoriと書くことにする). 赤線はH1のgeneratorsを導くπ1のgeneratorsを
表す.

(3) (2)の数はdiskを得るためにH1の生成元を「カット」するのに必要な数.

(4) (3)の数を読み替えると,これはΣnonoriからdiskを与えるのに必要なband surgeries

の数.

(5) (4)の数は, 任意のnon-orientable state surfaceをdiskにするband surgeriesの個
数以下であるので, (4)の数は, alternating knot diagramにおける state surfaceに
おける最小値以下である.

(6) Bl(K)の定義から (5) の数とBl(K)が等しいことがわかる.



4.2. C(K) > 2g(K)の場合.

2g(K) = b1


‥ ‥


(7)

= the number of band surgeries to obtain a disk by cutting b1 generators (8)

= the number of necessary band surgeries to obtain a disk from Σori (9)

≤ min{#band surgeries to obtain a disk from an orientable state surface

which is homeomorphic to Σori} (10)

= Bl(K). (11)

式番号に対応したコメント

(7) b1(surface)により surfaceの 1st Betti numberを表すとする. C(K)の定義から従
う. 尚, 図は1st Betti number ×1

2
個のトーラスの連結和に穴をあけたもの (以降,

これをΣoriと書くことにする). 赤線はH1のgeneratorsを導くπ1のgeneratorsを
表す.

(8) (7)の数はdiskを得るためにH1の生成元を「カット」するのに必要な数.

(9) (8)の数を読み替えると, これはΣoriからdiskを与えるのに必要なband surgeries

の数.

(10) (9)の数は, 任意の orientable state surfaceをdiskにするband surgeriesの個数以
下であるので, (9)の数は, alternating knot diagramにおける state surfaceにおけ
る最小値以下である.

(11) Bl(K)の定義から (10) の数とBl(K)が等しいことがわかる.

以上により,

min{C(K), 2g(K)} ≤ Bl(K). (12)

5. 定理1(主結果)の証明
Section 3の (1)とSection 4の (12)から, 任意のalternating knot Kに対し,

Bl(K) = min{C(K), 2g(K)}. (13)

以下, 場合分けをして議論する.



(1) C(K) 6= 2g(K) + 1の場合.

このとき, 任意の結び目Kにおいて成り立つ Clark [3, Proposition 2.6] の不等式

C(K) ≤ 2g(K) + 1

を思い出すと, C(K) ≤ 2g(K)が成り立つ. したがって (13)からBl(K) = C(K).

(2) C(K) = 2g(K) + 1の場合.

このときはC(K) > 2g(K). よって, Bl(K) = 2g(K) = C(K) − 1.

以上から定理 1の主張 (1), (2)については示せた. 以下, 定理 1の主張 (3)について
示す.

まず, alternating knotに限らずFact 2が知られていることを思い出す (例えば Clark

[3]ではFox [5]の証明を引用している).

Fact 2 結び目K]K ′を結び目K, K ′の連結和とする.

min{C(K]K ′), 2g(K]K ′)} = min{C(K), 2g(K)} + min{C(K ′), 2g(K ′)}.

すると (13)より, 次を得る.

Bl(K]K ′) = Bl(K) + Bl(K
′).

これで定理1の主張 (3)も示せた. �

6. 具体的な曲面の求め方について
• C(K) ≤ 2g(K)のとき.

このときは最大オイラー数を実現する spliceを見つける方法がAdams-Kindredのア
ルゴリズムとして知られ, 2018年「結び目の数理」報告集に記載した [1].

• C(K) = 2g(K) + 1のとき.

上記の証明ではC(K) = 2g(K) + 1を具体的にnon-orientable “state” surfaceとして
band surgeriesで構成していないが, 本講演と論文 [7]では具体的な構成法を記述したの
で報告する.

（具体的な方法）Seifert surfaceにメビウスバンドを一つつけたものを state surface

で実現してみせれば,確かに1−2g(K)とBl(K)を同時に実現する surfaceが確認できる.

Seifertのアルゴリズムを思い出せば, 向きに沿った spliceは, diskを切り出す (splitさ
せるか, nest しているときは stackさせる)方向に spliceしている. したがって１つの交
点を任意に選んでバンドを付け替えればよい (図3). この「バンドの付け替え」はオイ
ラー数を一つ下げる (alternating knot diagram上で spliceの方向を一つ変えることに
対応する).

7. 具体的なC(K)の計算について
• いくつかのよく知られた評価を使ってSection 6に記載したAdams-Kindredのアルゴ
リズムを効率化できる. 我々が (明示的あるいは非明示的に)使った評価をリストは以
下の通り. ただしn(K)は結び目のminimum crossing number,

(1) C(K) ≤ 2g(K) + 1 (Clark [3]).



splice

図 3: バンドの付け替え. 斜線部分 (band)に注目する. 左図では spliceに対し２つの
componentを連結する half-twisted bandをつけていて, 右図では紙面に対して手前か
奥行きに向かって円環をなすようにhalf-twisted bandをつけている.

(2) C(K) ≤ bn(K)/2c (H. Murakami-Yasuhara [9]).

(3) dT (K)/3e ≤ C(K) ≤ T (K) + 1 (Kalfagianni-Lee [8]).

Remark 1 上記リストのうち講演, 講演スライドでは Kalfagianni-Lee (3)の上限につ
いての改善について触れましたが, ここでは使わなくてもできるのでここでは省略しま
す. この改善が役に立つ場合も口頭では触れましたが, 文章としては場を改めて紹介し
たいと思います.

Remark 2 2018年「結び目の数理」報告集に次の誤植がありました. ここにお詫びし
訂正をいたします. [訂正箇所] Definition 5: (誤) “全ての” → (正) “alternating knot

diagramの交点の上下の情報を無視して得られる全ての”.
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