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概 要
knot の crosscap number は 1978年に Clark 氏により導入され、knot が
crosscap number 1 であることの必要十分条件は得られていた。今回、alter-
nating knot が crosscap number 2 であることの必要十分条件を得たので報
告する [15]。

Definition 1. 球面上の knot projection において、図 1 の局所変形を定義する。
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図 1: S と RI

Proposition 1 (cf. [12, Page 2]). 任意の knot projection は S と RI の有限列で
simple closed curve に変形できる。

Definition 2. P を knot projection とする。
(1) P を S と RI の有限列で simple closed curve にするために必要な S の最小回数
を u(P ) とする。
(2) P を S− と RI− の有限列で simple closed curve にするために必要な S− の最小回
数を u−(P ) とする。

Definition 3. T を (2, 2l− 1)-torus knot projections (l ≥ 2) からなる集合とする。R
を (2m, 2n − 1)-rational knot projections (m ≥ 1, n ≥ 2) からなる集合とする。P を
(2p, 2q − 1, 2r − 1)-pretzel knot projections (p, q, r ≥ 1) からなる集合とする (図 2)。

Definition 4. Tknot を (2, 2l − 1)-torus knot (l ≥ 2) からなる集合とする。Rknot を
(2m, 2n − 1)-rational knot (m ≥ 1, n ≥ 2) からなる集合とする。Pknot を (2p, 2q −
1, 2r − 1)-pretzel knot (p, q, r ≥ 1) からなる集合とする (図 3)。



… … … … ……

図 2:

… … … ………
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Definition 5. K を alternating knot, C(K) を K の crosscap number とする。Z(K)

を K から得られる全ての knot projections の集合とする。u−(K) := minP∈Z(K) u
−(P )

とする。

Proposition 2. K を alternating knot とする。(A), (B), (C) は同値である。
(A) K ∈ Tknot.

(B) C(K) = 1.

(C) u−(K) = 1.

Theorem 1. K を alternating knot とする。(A), (B), (C) は同値である。
(A) K ∈ Rknot ∪ Pknot または K = t ♯ t′ (t, t′ ∈ Tknot).

(B) C(K) = 2.

(C) u−(K) = 2.

Fact 1 (Adams-Kindred [1, Theorem 3.3]). 与えられた knot diagram において、
最小 m 辺形 (1 ≤ m ≤ 3) において、図 4 の splice を繰り返し行うことで最大オイ
ラー数となる state surface が得られる。

Definition 6. P を knot projection とする。Kalt(P ) を P に交点の上下の情報を
alternate に与えて得られる knot とする。



図 4:

次の Lemma 1, 2が得られる (オイラー数の最大性はFact 1が保証する. 詳細は [15])。

Lemma 1. P を knot projection とする。
P ∈ T ⇒ C(Kalt(P )) = 1, u−(P ) = 1.

Lemma 2. P を knot projection とする。
P ∈ R ∪ P または P = t ♯ t′ (t, t′ ∈ T ) ⇒ C(Kalt(P )) = 2, u−(P ) = 2.

Proof of Proposition 1.

(A) ⇔ (C)

K ∈ Tknot

⇐⇒∃P ∈ Z(K) s.t. P ∈ T
⇐⇒u−(K) = 1.

(A) ⇒ (B) (下記の1行目はLemma 1による)

T ⊆ {P | C(Kalt(P )) = u−(P ) = 1}
⊆ T .

これを用いて knot で議論すると、主張が言える。

(B) ⇒ (A) (詳細は [15])

C(K) = 1かつC(K) = 1− χ(Σ)

=⇒χ(Σ) = 0 (i.e., 交点数− 1個のSeifert splicesが必要)

=⇒∃Σ : state surface s.t. C(K)(= 1) ≤ u−(P ) ≤ 1かつ∂Σ = Kalt(P ) = K

=⇒K ∈ Rknot ∪ PknotまたはK = t♯t′(t, t′ ∈ Tknot).

Proof of Theorem 1. Proposition 1 と同様に証明される (Lemma 2など用いる)。



[2] は歴史上重要な契機となる論文であったことを寺垣内政一先生、平澤美可三先
生、安原晃先生にご教示頂きました。市原一裕先生には、私たちのTheorem 1 に関し、
crosscap number 2 の可能性を限定する主張については [10] を経由しても得られるは
ず、ということに加えて Hatcher-Oertel [7] の手法の適用範囲に関する詳細をご教示頂
きました。また、本研究集会オーガナイザーの谷山公規先生、安原晃先生、和田康載
先生に感謝申し上げます。

参考文献
[1] C. Adams and T. Kindred, A classification of spanning surfaces for alternating links,

Algebr. Geom. Topol. 13 (2013), 2967–3007.

[2] K. Bessho, Incompressible surfaces bounded by links, Master thesis (in Japanese), Osaka
University, 1994.

[3] B. Burton and M. Ozlen, Computing the crosscap number of a knot using integer pro-
gramming and normal surfaces. ACM Trans. Math. Software 39 (2012), Art. 4, 18pp.

[4] J. Calvo, Knot enumeration through flypes and twisted splices, J. Knot theory Ramifi-
cations 6 (1997), 785–798.

[5] J. C. Cha and C. Livingston, KnotInfo: Table of Knot Invariants, July 20, 2017:
http://www.indiana.edu/ ~knotinfo.

[6] B. E. Clark, Crosscaps and knots, Internat. J. Math. Sci. 1 (1978), 113–123.

[7] Hatcher, A.; Oertel, U. Boundary slopes for Montesinos knots. Topology 28 (1989), no.
4, 453–480.

[8] H. Hatcher and W. Thurston, Incompressible surfaces in 2-bridge knot complements,
Invent. Math. 79 (1985), 225–246.

[9] M. Hirasawa and M. Teragaito, Crosscap numbers of 2-bridge knots, Topology 45 (2006),
513–530.

[10] K. Ichihara and H. Masai, Exceptional surgeries on alternating knots. Comm. Anal.
Geom. 24 (2016), no. 2, 337–377.

[11] K. Ichihara and S. Mizushima, Crosscap numbers of pretzel knots, Topology Appl. 157
(2010), 193–201.

[12] N. Ito and A. Shimizu, The half-twisted splice operation on reduced knot projections,
J. Knot Theory Ramifications 21 (2012), 1250112, 10 pp.

[13] N. Ito and Y. Takimura, Triple chords and strong (1, 2) homotopy, J. Math. Soc. Japan
68 (2016), 637–651.

[14] N. Ito and Y. Takimura, The tabulation of prime knot projections with their mirror
images up to eight double points, Topology Proc. 53 (2019), 177-199.

[15] N. Ito and Y. Takimura, Crosscap number and knot projections, Internat. J. Math. 29
(2018), no. 12, 1850084, 21 pp.

[16] L. H. Kauffman, State models and the Jones polynomial, Topology 26 (1987), 395–407.

[17] E. Kalfagianni and C. R. S. Lee, Crosscap numbers and the Jones polynomial. Adv.
Math. 286 (2016), 308–337.

[18] A. Kerian, Crosscap number: Handcuff graphs and unknotting number. Thesis (Ph.D.)–
The university of Nebraska - Lincoln. ProQuest LLC, Ann Arbor, MI, 2015, 53pp.

[19] H. Murakami and A. Yasuhara, Crosscap number of a knot, Pacific J. Math. 171 (1995),
261–273.

[20] D. Rolfsen, Knots and links. Mathematical Lecture Series, No. 7. Publish or Perish,
Inc., Berkley, Calif., 1976.

[21] M. Teregaito, Crosscap numbers of torus knots, Topology Appl. 138 (2004), 219–238.


