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• arrow diagram
def
= 円周上２個ずつペアとなる

点配置.

• arrow diagram AD
def
= oriented knot diagram

がもつ２重点 k の逆像 (k, k̄)の配置.
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• arrow diagram
def
= 円周上２個ずつペアとなる

点配置.

ここから sub-arrow diagram を数え上げる関数
を定義する.



sub diagramの数え上げ不変量の定義
• oriented signed Gauss diagram G∗ に対し,

Sub(G∗) := G∗ の部分語からなる集合.

内積 (, )により

x∗([G∗]) :=
∑

z∗∈Sub(G∗)

(x∗, z∗).

→線型拡張しGauss diagram formulaと呼ぶ.



非自明不変量となるGauss Diagram Formulae

deg 2 deg 3

classical knot
!♥!✒❅■ ♥✻❄✲ +2 ♥!✒❅■❄

virtual knot 無 無 (GDFは１つ有)

long virtual
!♥!✒❅■ グサロフ-ポリャク

knot !♥!✒❅■ -ビロ予想 (deg3)

(不変量構成法が
確立している)



予想 (グサロフ-ポリャク-ビロ, 2000). すべての
バシリエフ不変量は long virtual knot の不変量
を与える Gauss diagram formula に延長可能で
あろう.



予想 (グサロフ-ポリャク-ビロ). すべてのバシリ
エフ不変量は long virtual knot の不変量を与え
る Gauss diagram formula に延長可能であろう.

−→ deg 2 の場合は正しい. degree 3は?



非自明不変量となるGauss Diagram Formulae

deg 2 deg 3

classical knot
!♥!✒❅■ ♥✻❄✲ +2 ♥!✒❅■❄

virtual knot 無 無 (GDFは１つ有)

long virtual
!♥!✒❅■ グサロフ-ポリャク

knot !♥!✒❅■ -ビロ予想 (deg3)

(不変量構成法が
確立している) ここが解った



予想 (グサロフ-ポリャク-ビロ). すべてのバシリ
エフ不変量は long virtual knot の不変量を与え
る Gauss diagram formula に延長可能であろう.

−→ deg 3 の場合は正しい (意見 I).

−→ 正しいと言えず (意見 II).



「予想は正しい」という立場

定理 1 . 以下の ṽ3,1 から ṽ3,5 は long virtual

knotsの不変量である.

ṽ3,1(·) := ⟨−
!♥!✒❅■++
− !♥!✒❅■++

+ !♥!✒❅■+-
+

!♥!✒❅■-+

− ♥!✒❅■❄! − ♥!✒❅■❄! − ♥!✒❅■✻! − ♥!✒❅■✻! − ♥✻❄✲! − ♥
❄✻
✲
!

− ♥
❄✻
✲! − ♥

❄✻
✲! − ♥✻✻✲!

− ♥
❄❄
✲! , · ⟩,

(= −2v3 − v2)



「予想は正しい」という立場

定理 1 . 以下の ṽ3,1 から ṽ3,5 は long virtual

knotsの不変量である.

ṽ3,2(·) := ⟨− ! ♥!✒❅■++
+ ! ♥!✒❅■--

+ 2 ♥!✒❅■❄! + 3 ♥!✒❅■❄!
− ♥!✒❅■✻! + ♥✻❄✲!

+ ♥✻❄✲! + ♥✻❄✲! + ♥✻❄✲! + ♥
❄✻
✲!

+2 ♥
❄✻
✲
!

+ ♥
❄✻
✲! + ♥

❄✻
✲! + ♥

❄✻
✲! − ♥✻✻✲! − ♥✻✻✲! −♥

❄❄
✲!
− ♥

❄❄
✲
!

, · ⟩,
(= 2v3)



「予想は正しい」という立場

定理 1 . 以下の ṽ3,1 から ṽ3,5 は long virtual

knotsの不変量である.

ṽ3,3(·) := ⟨
!♥!✒❅■+-
−

!♥!✒❅■-+
+ ♥!✒❅■✻! − ♥!✒❅■✻! − ♥✻❄✲!

+ ♥
❄✻
✲!

+ ♥✻✻✲!
− ♥

❄❄
✲! , ·⟩,

(= 0)



「予想は正しい」という立場

定理 1 . 以下の ṽ3,1 から ṽ3,5 は long virtual

knotsの不変量である.

ṽ3,4(·) := ⟨− !♥!✒❅■++
+ !♥!✒❅■--

+ 3 ♥!✒❅■❄! + 2 ♥!✒❅■❄!
− ♥!✒❅■✻! + ♥✻❄✲!

+ ♥✻❄✲! + ♥✻❄✲! +2 ♥✻❄✲! + ♥✻❄✲! +♥
❄✻
✲
!

+ ♥
❄✻
✲! + ♥

❄✻
✲! + ♥

❄✻
✲! − ♥✻✻✲! − ♥✻✻✲! −♥

❄❄
✲! − ♥

❄❄
✲! , ·⟩,

(= 2v3)



「予想は正しい」という立場

定理 1 . 以下の ṽ3,1 から ṽ3,5 は long virtual

knotsの不変量である.

ṽ3,5(·) := ⟨−
!♥!✒❅■++
− !♥!✒❅■++

+
!♥!✒❅■-+

+ !♥!✒❅■-+
−♥!✒❅■❄! − ♥!✒❅■❄! − ♥!✒❅■✻! − ♥!✒❅■✻! − ♥✻❄✲!

− ♥✻❄✲! − ♥
❄✻
✲
!
− ♥

❄✻
✲! − ♥✻✻✲!

− ♥✻✻✲! , ·, ⟩.
(= −2v3 − v2)



解釈により「予想は正しくない」という立場

⟨ ♥✻❄✲ + 2 ♥!✒❅■❄ , ·⟩から

ṽ3,1(·) = ⟨−
!♥!✒❅■++
− !♥!✒❅■++

+ !♥!✒❅■+-
+

!♥!✒❅■-+

− ♥!✒❅■❄! − ♥!✒❅■❄! − ♥!✒❅■✻! − ♥!✒❅■✻! − ♥✻❄✲! − ♥
❄✻
✲
!

− ♥
❄✻
✲! − ♥

❄✻
✲! − ♥✻✻✲!

− ♥
❄❄
✲! , · ⟩

をどのような「拡張」で得るのか？



予想 (グサロフ-ポリャク-ビロ, 2000). すべての
バシリエフ不変量は long virtual knot の不変量
を与える Gauss diagram formula に延長可能で
あろう.



解釈により「予想は正しくない」という立場
deg 2 :

!♥!✒❅■ ←− Polyak代数
（「同じ基底を取る」という自然な導出）

deg 3 : ♥✻❄✲ + 2 ♥!✒❅■❄ ？←− Polyak代数
（自然な導出があるかは、まだわからない）



解釈により「予想は正しくない」という立場!♥!✒❅■ ←− Polyak代数

♥✻❄✲ + 2 ♥!✒❅■❄ ←− reduced Polyak代数
Polyak代数を絡み数 ⟨ ✐✲ ✐, ·⟩が満たす関係式

⟨ ✐✲ ✐, ·⟩ = ⟨ ✐✛ ✐, ·⟩
で割って reduced Polyak 代数を与え 21 個の
GDFを得た (3次 14, 2次 3, 自明 4).



代数を割り初めて自然に得られる 3次GDF達

定理 2 . reduced Polyak 代数から次の 21 の
Gauss diagram formulasが得られる.

v3,1 :=

〈
− ♥!✒❅■❄! − ♥!✒❅■❄! − ♥✻❄✲!

− ♥✻❄✲! −

♥✻❄✲! − ♥✻✻✲! + ♥
❄❄
✲! , ·

〉
,



代数を割り初めて自然に得られる 3次GDF達

定理 2 . reduced Polyak 代数から次の 21 の
Gauss diagram formulasが得られる.

v3,2 :=

〈
−

!♥!✒❅■++
+ 2 !♥!✒❅■++

− ! ♥!✒❅■++
+ !♥!✒❅■++

+
!♥!✒❅■+-
−!♥!✒❅■-+

+ !♥!✒❅■-+
− 2 !♥!✒❅■--

+ ! ♥!✒❅■--
+ 3 ♥!✒❅■❄! + 2 ♥!✒❅■✻! −

2 ♥!✒❅■✻! + ♥!✒❅■✻! − ♥!✒❅■✻! + ♥!✒❅■✻! + ♥✻❄✲!
+♥✻❄✲! − ♥

❄✻
✲!

+ ♥✻✻✲! + ♥
❄❄
✲
!

, ·
〉
,



2次GDF

定理 2 . reduced Polyak 代数から次の 21 の
Gauss diagram formulasが得られる.

v3,3 :=

〈 !♥!✒❅■++
+ ! ♥!✒❅■++

−
!♥!✒❅■+-

+
!♥!✒❅■-+

+ !♥!✒❅■--
−

! ♥!✒❅■--
, ·

〉
,



代数を割り初めて自然に得られる 3次GDF達

定理 2 . reduced Polyak 代数から次の 21 の
Gauss diagram formulasが得られる.

v3,4 :=

〈 !♥!✒❅■++
−

!♥!✒❅■+-
+

!♥!✒❅■-+
− !♥!✒❅■-+

+ 2 ♥!✒❅■❄! +

♥!✒❅■✻! − ♥!✒❅■✻! + ♥!✒❅■✻! + ♥✻❄✲!
+ ♥✻❄✲! + ♥

❄✻
✲!

+♥
❄✻
✲
!

+ ♥✻✻✲! + ♥
❄❄
✲! , ·

〉
,



代数を割り初めて自然に得られる 3次GDF達

定理 2 . reduced Polyak 代数から次の 21 の
Gauss diagram formulasが得られる.

v3,5 :=

〈
2

!♥!✒❅■++
−2 !♥!✒❅■++

+2
!♥!✒❅■-+
+2 !♥!✒❅■--

− ♥!✒❅■❄! −

3 ♥!✒❅■❄! − 2 ♥!✒❅■✻! + 2 ♥!✒❅■✻! − ♥✻❄✲!
− 2 ♥✻❄✲! −♥

❄✻
✲!
− ♥

❄✻
✲
!
− 2 ♥✻✻✲! + ♥

❄❄
✲! , ·

〉
,



代数を割り初めて自然に得られる 3次GDF達

定理 2 . reduced Polyak 代数から次の 21 の
Gauss diagram formulasが得られる.

v3,6 :=

〈 !♥!✒❅■++
− !♥!✒❅■--

+ ♥!✒❅■❄! +2 ♥!✒❅■❄! + ♥!✒❅■✻! +

♥✻❄✲!
+ 2 ♥✻❄✲! + ♥✻❄✲! + ♥✻✻✲! + ♥

❄❄
✲! , ·

〉
,



代数を割り初めて自然に得られる 3次GDF達

定理 2 . reduced Polyak 代数から次の 21 の
Gauss diagram formulasが得られる.

v3,7 :=

〈
−

!♥!✒❅■++
+ 2 !♥!✒❅■++

− ! ♥!✒❅■++
+ !♥!✒❅■++

+
!♥!✒❅■+-
−!♥!✒❅■-+

+ !♥!✒❅■-+
− 2 !♥!✒❅■--

+ ! ♥!✒❅■--
+ 3 ♥!✒❅■❄! + 2 ♥!✒❅■✻! −

2 ♥!✒❅■✻! + ♥!✒❅■✻! − ♥!✒❅■✻! + ♥!✒❅■✻! + ♥✻❄✲!
+ ♥✻❄✲! +♥

❄✻
✲!

+ ♥✻✻✲! + ♥✻✻✲! , ·
〉
,



代数を割り初めて自然に得られる 3次GDF達

定理 2 . reduced Polyak 代数から次の 21 の
Gauss diagram formulasが得られる.

v3,8 :=

〈 !♥!✒❅■++
− !♥!✒❅■++

+ !♥!✒❅■++
+

!♥!✒❅■-+
+ !♥!✒❅■-+

+ !♥!✒❅■--
−

♥!✒❅■❄! − ♥!✒❅■✻! + ♥!✒❅■✻! + ♥!✒❅■✻! + ♥✻❄✲! − ♥
❄✻
✲!
−♥✻✻✲! + ♥✻✻✲! , ·

〉
,



代数を割り初めて自然に得られる 3次GDF達

定理 2 . reduced Polyak 代数から次の 21 の
Gauss diagram formulasが得られる.

v3,9 :=

〈
−

!♥!✒❅■++
+ !♥!✒❅■++

+ ! ♥!✒❅■++
− !♥!✒❅■++

−
!♥!✒❅■-+
−

!♥!✒❅■-+
− !♥!✒❅■--

− ! ♥!✒❅■--
+ ♥!✒❅■❄! + ♥!✒❅■❄! + ♥!✒❅■✻! −♥!✒❅■✻! + ♥!✒❅■✻! − ♥!✒❅■✻! − ♥✻❄✲! + ♥

❄✻
✲!

+ ♥
❄✻
✲
!

+♥✻✻✲! + ♥✻✻✲! , ·
〉
,



代数を割り初めて自然に得られる 3次GDF達

定理 2 . reduced Polyak 代数から次の 21 の
Gauss diagram formulasが得られる.

v3,10 :=

〈
2

!♥!✒❅■++
− 2 !♥!✒❅■++

+ 2
!♥!✒❅■-+

+ 2 !♥!✒❅■--
−

♥!✒❅■❄! − 3 ♥!✒❅■❄! − 2 ♥!✒❅■✻! + 2 ♥!✒❅■✻! − ♥✻❄✲!
−

2 ♥✻❄✲! − ♥
❄✻
✲!
− ♥

❄✻
✲
!
− 2 ♥✻✻✲! + ♥✻✻✲! , ·

〉
,



代数を割り初めて自然に得られる 3次GDF達

定理 2 . reduced Polyak 代数から次の 21 の
Gauss diagram formulasが得られる.

v3,11 :=

〈 !♥!✒❅■++
− !♥!✒❅■--

+ ♥!✒❅■❄! + ♥!✒❅■✻! + ♥✻❄✲! +

♥✻✻✲! + ♥✻✻✲!
, ·

〉
,



代数を割り初めて自然に得られる 3次GDF達

定理 2 . reduced Polyak 代数から次の 21 の
Gauss diagram formulasが得られる.

v3,12 :=

〈 ♥!✒❅■❄! + ♥!✒❅■❄! + ♥
❄✻
✲!

+ ♥
❄✻
✲
!

+

♥
❄✻
✲! , ·

〉
,



代数を割り初めて自然に得られる 3次GDF達

定理 2 . reduced Polyak 代数から次の 21 の
Gauss diagram formulasが得られる.

v3,13 :=

〈
− ♥

❄✻
✲
!

+ ♥
❄✻
✲! , ·

〉
,



代数を割り初めて自然に得られる 3次GDF達

定理 2 . reduced Polyak 代数から次の 21 の
Gauss diagram formulasが得られる.

v3,14 :=

〈 !♥!✒❅■++
− ! ♥!✒❅■++

+ !♥!✒❅■++
+

!♥!✒❅■+-
+ !♥!✒❅■-+

+

! ♥!✒❅■--
+ ♥!✒❅■❄! + ♥!✒❅■✻! − ♥!✒❅■✻! + ♥!✒❅■✻! + ♥✻❄✲!

+♥✻❄✲! + ♥✻❄✲! − ♥
❄✻
✲!

+ ♥
❄✻
✲! , ·

〉
,



代数を割り初めて自然に得られる 3次GDF達

定理 2 . reduced Polyak 代数から次の 21 の
Gauss diagram formulasが得られる.

v3,15 :=

〈 !♥!✒❅■++
+ ! ♥!✒❅■++

− !♥!✒❅■++
−

!♥!✒❅■+-
− !♥!✒❅■-+

−

! ♥!✒❅■--
+ ♥!✒❅■❄! − ♥!✒❅■✻! + ♥!✒❅■✻! − ♥!✒❅■✻! − ♥!✒❅■✻! −♥✻❄✲! − ♥✻❄✲! + ♥

❄✻
✲!

+ ♥
❄✻
✲
!

+ ♥
❄✻
✲! , ·

〉
,



代数を割り初めて自然に得られる 3次GDF達

定理 2 . reduced Polyak 代数から次の 21 の
Gauss diagram formulasが得られる.

v3,16 :=

〈 ♥!✒❅■❄! + ♥!✒❅■❄! + ♥✻❄✲!
+ ♥✻❄✲! +

♥✻❄✲! , ·
〉
,



代数を割り初めて自然に得られる 3次GDF達

定理 2 . reduced Polyak 代数から次の 21 の
Gauss diagram formulasが得られる.

v3,17 :=

〈
− ♥✻❄✲! + ♥✻❄✲! , ·

〉
,



代数を割り初めて自然に得られる 3次GDF達

定理 2 . reduced Polyak 代数から次の 21 の
Gauss diagram formulasが得られる.

v3,18 :=

〈 ♥!✒❅■❄! + ♥!✒❅■❄! + ♥✻❄✲! + ♥✻❄✲! +

♥✻❄✲! , ·
〉
,



代数を割り初めて自然に得られる 3次GDF達

定理 2 . reduced Polyak 代数から次の 21 の
Gauss diagram formulasが得られる.

v3,19 :=

〈
− !♥!✒❅■++

+ ! ♥!✒❅■++
−

!♥!✒❅■+-
+ !♥!✒❅■+-

+
!♥!✒❅■-+
−

!♥!✒❅■-+
+ !♥!✒❅■--

− ! ♥!✒❅■--
+ ♥!✒❅■❄! − ♥!✒❅■❄! − ♥!✒❅■✻! +♥!✒❅■✻! − ♥!✒❅■✻! + ♥!✒❅■✻! − ♥!✒❅■✻! + ♥!✒❅■✻! , ·

〉
,



2次GDF

定理 2 . reduced Polyak 代数から次の 21 の
Gauss diagram formulasが得られる.

v2,1 :=

〈

!♥!✒❅■++
+ !♥!✒❅■+-

+ !♥!✒❅■-+
+ !♥!✒❅■--

, ·
〉



2次GDF

定理 2 . reduced Polyak 代数から次の 21 の
Gauss diagram formulasが得られる.

v2,2 :=

〈 !♥!✒❅■++
+

!♥!✒❅■+-
+

!♥!✒❅■-+
+

!♥!✒❅■--
, ·

〉
.



今後の課題
• Polyak 代数はバシリエフ不変量のウエイト
システムをどのように埋め込むか？
• Gauss diagram formula の「自然な拡張方
法」を意味する予想の再定式化は必要か？
• 関係式 ⟨ ✐✲ ✐, ·⟩ = ⟨ ✐✛ ✐, ·⟩ のような高
次式はあるのか？
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ご静聴ありがとうございました.


