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Introduction

格子正則化による第一原理からの非摂動計算

a: 格子間隔

時空対称性（並進対称性、SUSY, . . .）と相性が悪い
連続極限 a→ 0でこれらの対称性は回復する（ように tuning）

▶ 対応するWard–Takahashi (WT)関係式を満たす

付随する Noetherカレントを構成することが困難
▶ 複合演算子からの UV発散：a× (1/a)

a→0→ 1

グラディエントフロー による「正則化に依らない構成法」
▶ エネルギー運動量テンソル [Suzuki ’13; Makino–Suzuki ’14]
▶ N = 1 SYMスーパーカレント [Hieda-Kasai-Makino-Suzuki ’17], ...

▶ 4D N = 2 SYMスーパーカレントの構成 [Kasai–O.M.–Suzuki ’18]
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Gradient flow
グラディエントフロー [Narayanan–Neuberger ’06; Lüscher ’10, ’13]

∂tBµ(t, x) = DνGνµ(t, x) = DνDνBµ + . . . , Bµ(t = 0, x) = Aµ(x),

∂tχ(t, x) = DµDµχ(t, x), χ(t = 0, x) = ψ(x),

∂t χ̄(t, x) = χ̄(t, x)
←−
Dµ
←−
Dµ, χ̄(t = 0, x) = ψ̄(x).

where Gµν(t, x) = ∂µBν − ∂νBµ + [Bµ,Bν ],

Dµ = ∂µ + [Bµ, ·],
←−
D µ =

←−
∂ µ − [·,Bµ].

拡散方程式（拡散長 x ∼
√
8t）

フローされた場 (t > 0)の複合演算子は自動的に有限
▶ ファルミオンは波動関数くりこみが必要：

χR(t, x) = Z 1/2
χ χ(t, x) χ̄R(t, x) = Z 1/2

χ χ̄(t, x)

▶ χR , χ̄R の複合演算子は有限
複合演算子の正則化に依らない表式を与える
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Small flow-time expansion

フローされた複合演算子と元々の理論の複合演算子の関係?

Small flow-time expansion [Lüscher–Weisz 2011]

Õi(t, x) =
∑

j
ζij(t)Oj(x) + O(t)

−→ Oi(x) = lim
t→0

{∑
j
(ζ−1)ij(t)Õj(t, x)

}
ζij(t)はくりこみスケール µに依らない

ζ(t)[g ,m;µ] = ζ(t)
[
ḡ(1/
√
8t), m̄(1/

√
8t); 1/

√
8t
]

漸近自由性 ḡ(1/
√
8t)

t→0→ 0より摂動論で ζij(t)が計算できる

非摂動計算︸ ︷︷ ︸
格子正則化

← フローされた複合演算子→ 正しい表式︸ ︷︷ ︸
次元正則化
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Supercurrent of the 4D N = 2 SYM
エネルギー運動量テンソルの構成・数値計算
グラディエントフロー→超対称性理論

▶ N = 1 SYMのフロー方程式 [Kikuchi-Onogi ’14, Kadoh-Ukita ’18]
▶ N = 1 SYMスーパーカレント [Hieda–Kasai–Makino–Suzuki ’16]

次のターゲット：
4D N = 2 SYMスーパーカレントの構成 [Kasai–O.M.–Suzuki]

L =
1

4g 2
0

F a
µνF

a
µν + ψ̄a /Dψa + Dµφ

†aDµφ
a

− g 2
0

2
f abc f adeφ†bφcφ†dφe +

√
2g0f

abc ψ̄a
(
P+φ

b − P−φ
†b)ψc

in Wess–Zuminoゲージ, where P± = 1
2(1± γ5)

▶ スカラー場 φを含む理論に拡張

SUSYを明白に保つ正則化がない（次元正則化で計算）
→（1ループレベルで）正しく規格化されたスーパーカレント??
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SUSY WT relation
e.g., δSUSY⟨Ab

ν(y)ψ̄
c(z)⟩ = 0⟨

[∂µSµ + XFierz + Xgf + Xcc̄ ] (x)A
b
ν(y)ψ̄

c(z)
⟩

= −δ(x − y)
g0
2

⟨
γνψ

b(y)ψ̄c(z)
⟩

− δ(x − z)
1

4g0

⟨
Ab
ν(y)σρσF

c
ρσ(z)

⟩
+ δ(x − z)

g0
2

⟨
Ab
ν(y)γ5f

cdeφ†d(z)φe(z)
⟩

+ δ(x − z)
1√
2

⟨
Ab
ν(y)γρ

[
P−Dρφ

c(z)− P+Dρφ
†c(z)

]⟩
− ∂xµδ(x − z)

1

2
√
2

⟨
Ab
ν(y)γµ

[
P−φ

c(z)− P+φ
†c(z)

]⟩
XFierz: Fierz 恒等式の破れ, Xgf,cc̄ : ゲージ固定・ゴーストによる SUSY の破れ

くりこまれた量で書き直し、正しいスーパーカレントを決定
▶ SUSY変換は非線形（Wess–Zuminoゲージ）
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Renormalization (1)

Feynmanゲージで、右辺をくりこまれた量で書くと

− (1− 3∆)δ(x − y)
g

2

⟨
γνψ

b
R(y)ψ̄

c
R(z)

⟩
−
(
1− 5

2
∆

)
δ(x − z)

1

4g

⟨
Ab
νR(y)σρσ

[
∂ρA

c
σR(z)− ∂σAc

ρR(z)
]⟩

+ (1− 3∆)δ(x − z)
g

2

⟨
Ab
νR(y)γ5{f cdeφ†dφe}R(z)

⟩
+

(
1− 5

2
∆

)
δ(x − z)

1√
2

⟨
Ab
νR(y)γρ

[
P−∂ρφ

c
R(z)− P+∂ρφ

†c
R (z)

]⟩
− (1−∆)∂xµδ(x − z)

1

2
√
2

⟨
Ab
νR(y)γµ

[
P−φ

c
R(z)− P+φ

†c
R (z)

]⟩
+ (higher order terms)

ここで∆ = g2

(4π)2
C2(G )× (1/ϵ)
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Renormalization (2)

くりこまれた演算子 XgfR , Xcc̄R , SµR :

Xgf + Xcc̄

= (1 +∆)(XgfR + Xcc̄R)

+ ∆∂µSµ +∆
1

8g
∂µ

[
(Aa

νRγνγµ + 2Aa
µR)

δS

δψ̄a

]
+∆gγµψ

a
R

δS

δAa
µ

+∆

[
3

8g
σµν(∂µA

a
νR − ∂νAa

µR)− gγ5{f abcφ†bφc}R

− 3

2
√
2
γµ(∂µφ

a
RP− − ∂µφ†a

R P+)

]
δS

δψ̄a

+∆(−
√
2)P−ψ

a
R

δS

δφa
+∆
√
2P+ψ

a
R

δS

δφ†a + (higher order terms)

Sµ = SµR +∆

(
− 1

8g

)
(Aa

νRγνγµ + 2Aa
µR)

δS

δψ̄a
+ (higher order terms)
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SUSY WT relation in renormalized quantities
有限のくりこまれた量で書かれた SUSY WT関係式⟨

[∂µSµR + XgfR + Xcc̄R ] (x)A
b
νR(y)ψ̄

c
R(z)

⟩
= −δ(x − y)

g

2

⟨
γνψ

b
R(y)ψ̄

c
R(z)

⟩
− δ(x − z)

1

4g

⟨
Ab
νR(y)σρσ

[
∂ρA

c
σR(z)− ∂σAc

ρR(z)
]⟩

+ . . .

同様に δ⟨φb(y)ψ̄c(z)⟩, δ⟨φ†b(y)ψ̄c(z)⟩, δ⟨ψ̄b(y)cc(z)c̄d(w)⟩ = 0.
ゲージ不変な演算子の on-shell相関関数で、正しく規格化され
たスーパーカレント

SµR = − 1

4g0
σρσγµψ

aF a
ρσ

+
1

2
√
2

(
1

3
σµν − δµν

)
(P+Dνψ

aφa − P−Dνψ
aφ†a)

− 1√
2

(
1

3
σµν − δµν

)
(P+ψ

aDνφ
a − P−ψ

aDνφ
†a)
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Gradient flow representation of the supercurrent
SµR をフローされた場で書き直す

▶ スカラー場のグラディエントフロー [Capponi et al. ’15, . . . ]

∂tϕ(t, x) = DµDµϕ(t, x), ϕ(t = 0, x) = φ(x)

波動関数くりこみを避けるために “Ringed field”
χ̊ [Makino–Suzuki ’14], ϕ̊ [Makino–O.M.–Suzuki ’18]を導入

χ̊ ∝ χ/

√
⟨χ̄a
←→
/D χa⟩, ϕ̊ ∝ ϕ/

√
⟨ϕ†aϕa⟩

(a) E01 (b) E02 (c) E03 (d) E04 (e) E05
(f) E06

(g) E07

Figure: ⟨ϕ†aϕa⟩
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One-loop (flow) Feynman diagrams
ゲージ場とフェルミオン（とゴースト）のみが関わるダイアグ
ラムの計算 [Hieda–Kasai–Makino–Suzuki ’17]
スカラー場が関わるダイアグラムの計算が必要
e.g.,

(a) A01 (b) A02 (c) A03 (d) A04 (e) A05 (f) A06

1

g0
χa(t, x)G a

µν(t, x) =

[
1− 2

D − 4
ξ(t)

]
1

g0
ψaF a

µν

+ ξ(t)

{
2

(D − 4)(D − 2)

1

g0

[
γµγρψ

aF a
ρν − γνγρψaF a

ρµ

]
+

4

(D − 4)(D − 2)D

1

g0
σρσσµνψ

aF a
ρσ

}
+ · · ·+O(t)

ξ(t) =
g2
0

(4π)2C2(G )(8πt)2−D/2

森川億人 (九大理) 4D N = 2 SYM supercurrent 2019/3/17 物理学会@九州大学 11 / 15



(a) B01 (b) B02 (c) B03 (d) B04 (e) B05 (f) B06 (g) B07

(h) B08 (i) B09 (j) B10 (k) B11 (l) B12 (m) B13 (n) B14

(o) B15 (p) B16 (q) B17 (r) B18 (s) B19 (t) B20

Figure: χa∂µϕ
a
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(a) C01 (b) C02 (c) C03 (d) C04 (e) C05 (f) C06 (g) C07

Figure: f abcχaBb
µϕ

c

(a) D01 (b) D02 (c) D03 (d) D04 (e) D05 (f) D06 (g) D07

(h) D08 (i) D09 (j) D10 (k) D11

Figure: f abcχaϕ†bϕc
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4D N = 2 SYM supercurrent in terms of the gradient flow

Sµ(x) = −
1

4ḡ(1/
√
8t)

{
1 +

ḡ(1/
√
8t)2

(4π)2
C2(G)

[
− lnπ −

9

4
+

1

2
ln(432)

]}
σρσγµχ̊

a(t, x)G a
ρσ(t, x)

−
ḡ(1/

√
8t)

(4π)2
C2(G)γν χ̊

a(t, x)G a
νµ(t, x)

+
1

2
√
2

{
1 +

ḡ(1/
√
8t)2

(4π)2
C2(G)

[
−
19

4
+ 4 ln 2 +

1

2
ln(432)

]}
×

(
1
3
σµν − δµν

) (
P+Dν χ̊

a(t, x)ϕ̊a(t, x)− P−Dν χ̊
a(t, x)ϕ̊a†(t, x)

)
−

3
√
2

ḡ(1/
√
8t)2

(4π)2
C2(G)

(
P+Dµχ̊

a(t, x)ϕ̊a(t, x)− P−Dµχ̊
a(t, x)ϕ̊a†(t, x)

)
−

1
√
2

{
1 +

ḡ(1/
√
8t)2

(4π)2
C2(G)

[
1

2
+ 4 ln 2 +

1

2
ln(432)

]}
×

(
1
3
σµν − δµν

) (
P+χ̊

a(t, x)Dν ϕ̊
a(t, x)− P−χ̊a(t, x)Dν ϕ̊

a†(t, x)
)

+
1
√
2

ḡ(1/
√
8t)2

(4π)2
C2(G)

(
1
3
σµν − δµν

)
γ5Dν χ̊

a(t, x)
(
ϕ̊a(t, x) + ϕ̊a†(t, x)

)
+

1

2
√
2

ḡ(1/
√
8t)2

(4π)2
C2(G)

(
1
3
σµν − δµν

)
γ5χ̊

a(t, x)
(
Dν ϕ̊

a(t, x) + Dν ϕ̊
a†(t, x)

)
−

1

4
f abc

ḡ(1/
√
8t)3

(4π)2
C2(G)γ5γµχ̊

a(t, x)ϕ̊b†(t, x)ϕ̊c (t, x)

森川億人 (九大理) 4D N = 2 SYM supercurrent 2019/3/17 物理学会@九州大学 14 / 15



Summary

グラディエントフローによる 4D N = 2 super Yang–Millsスー
パーカレントの構成

▶ スカラー場を含む超対称性理論に拡張

1 次元正則化で正しく規格化されたスーパーカレントの計算
2 Small flow time expansionを用いた正則化に依らない表式

格子ゲージ理論での数値計算に応用可能

N = 4 SYM スーパーカレント?
▶ Weyl ×4, real scalar ×6.
▶ Yukawa (SU(4)R), ϕ

4.

フロー方程式の一般化 [Kikuchi–Onogi, Kadoh–Ukita]
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SUSY transformation

δξA
a
µ =

1

2
g0(ξ̄γµψ

a − ψ̄aγµξ),

δξφ
a =

1√
2
(−ξ̄P−ψ

a + ψ̄aP−ξ),

δξφ
†a =

1√
2
(ξ̄P+ψ

a − ψ̄aP+ξ)

δξψ
a = − 1

4g0
σµνξF

a
µν −

1√
2
γµP+ξDµφ

a

+
1√
2
γµP−ξDµφ

†a − 1

2
g0γ5ξf

abcφ†bφc

δξψ̄
a =

1

4g0
ξ̄σµνF

a
µν −

1√
2
ξ̄γµP−Dµφ

a

+
1√
2
ξ̄γµP+Dµφ

†a − 1

2
g0ξ̄γ5f

abcφ†bφc
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Improvement of the supercurrent
“Canonical” supercurrent

Sµ = − 1

4g0
σρσγµψ

aF a
ρσ +

1

2
g0f

abcγ5γµψ
aφ†bφc

+
1√
2
γνγµP+ψ

aDνφ
a − 1√

2
γνγµP−ψ

aDνφ
†a

(Classically) γ-traceless supercurrent

S imp
µ ≡ Sµ +

√
2

3
σµν∂ν(P+ψ

aφa − P−ψ
aφ†a)

“Finite” supercurrent by adding terms ∝ EoM

S̃ imp
µ ≡ S imp

µ − 1

2
√
2
γµ(P− /Dψ

aφa − P+ /Dψ
aφ†a

−
√
2g0f

abcγ5ψ
aφ†bφc)
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Lattice energy-momentum tensor...?
Composite operator contains further UV divergence

a × 1

a
a→0→ 1

i.e., EMT on a lattice [Caracciolo et al. ’89]

{Tµν}R(x) = Z1

{∑
ρ

FµρFνρ −
1

4
δµν

∑
ρσ

FρσFρσ

}
+ Z2δµν

∑
ρσ

FρσFρσ + Z3δµν
∑
ρ

FµρFµρ + . . .

To-be-determined coefficients Zi (for QCD, 7 coefficients)

→ Tune Zi to satisfy the translation WT identity

Lattice ← flowed composite operator → other regularizations

(dimensional)
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Perturbative expansion of the gradient flow
Gradient flow with the “gauge fixing”

∂tBµ(t, x) = DνGνµ(t, x) + α0Dµ∂νBν(t, x)

Formal solution of this equation

Bµ(t, x) =

∫
dDy

[
Kt(x − y)µνAν(y) +

∫ t

0
ds Kt−s(x − y)µνRν(s, y)

]
,

where the heat kernel

Kt(x)µν =

∫
ddp

(2π)d
e ipx

p2

[
(δµνp

2 − pµpν)e
−tp2 + pµpνe

−α0tp2
]

= δµν

∫
ddp

(2π)d
e ipxe−tp2 (α0 = 1)

and the non-linear term R

Rµ = 2[Bν , ∂νBµ]− [Bν , ∂µBν ] + (α0 − 1)[Bµ, ∂νBν ] + [Bν , [Bν ,Bµ]]
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Perturbative expansion of the gradient flow
Correlation function of the flowed gauge field

⟨Bµ1(t1, x1) . . .BµN
(tN , xN)⟩

=
1

Z

∫
DAµ Bµ1(t1, x1) . . .BµN

(tN , xN)e
−SYM−Sgf−Scc̄

Free propagator of the flowed field⟨
Ba
µ(t, x)B

b
ν (s, y)

⟩
0

= δabg2
0

∫
ddp

(2π)d
e ip(x−y)

(p2)2

[
(δµνp

2 − pµpν)e
−(t+s)p2 + pµpνe

−α0(t+s)p2
]

= δabδµνg
2
0

∫
ddp

(2π)d
e ip(x−y)

p2
e−(t+s)p2 (α0 = 1)

Gaussian damping factor e−tp2

⇒ a simple renormalization property of the gradient flow
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