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1. Introduction
量子力学や場の量子論では、摂動級数は一般に発散級数
典型的に階乗で増大：F (λ) =

∑∞
k=0 ckλ

k, ck ∼ k! at large k
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摂動論の精度

摂動論予言に限界（F (λ)はλ ∼ 0で非解析的→漸近級数）
1 ファインマンダイアグラムの数の爆発(PFD) ∼ k!
2 リノーマロン [’t Hooft 1979]

単一のダイアグラム∼ β0
kk!

E.g., SU(N)ゲージ理論：β0 =
11
3N

p

k

リサージェンス構造による理解

摂動論の不定性
相殺←→ 非摂動論的効果に付随する不定性

1 インスタントン
2 バイオン：分数インスタントン・反分数インスタントン︸ ︷︷ ︸

on Rd−1 × S1 with ZN-ツイスト境界条件
▶ 具体的な対応（予想on Rd−1 × S1 [Argyres–Ünsal ’12, . . . ]）

摂動論 半古典的物体
R4 PFD インスタントン
R4 リノーマロン ？

R3 × S1 リノーマロン？ バイオン

2. Resurgence theory
発散級数を足し上げる手法：Borel総和法
物理量f (g2)の摂動級数

f (g2) ∼
∑∞

k=0
fk
(
g2/16π2

)k+1
に対して、Borel変換を以下で定義する：

B(u) ≡
∑∞

k=0
(fk/k!)u

k.

Borel和

f (g2) ≡
∫ ∞
0

duB(u)e−16π
2u/g2.

fk ∼ akk! (k →∞)のとき、

B(u) = 1/(1− au) (有限の収束半径)

極 at u = 1/a → a > 0ではill-defined

積分経路の変形
→虚部不定性 ∝ ±e−16π2/(ag2)

Re

Im

0

u

×
u = 1/a

∓iπ

相殺（リサージェンス構造）

非摂動論的効果に付随する不定性
摂動論 半古典的物体(SI = 8π2/g2)

R4 δPFD ∼ e−16π
2/g2 δインスタントン ∼ e−2SI

R4 δリノーマロン ∼ e−16π
2/(β0g

2) ?

R3 × S1 ? (δリノーマロン?) δバイオン ∼ e−2SB = e−2SI/N

摂動論から非摂動論の情報を読み取る：
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3. Resurgence structure on Rd−1× S1

Rd−1 × S1上のリサージェンス構造の結果
摂動論 半古典的物体

R4 δPFD ∼ e−16π
2/g2 δインスタントン ∼ e−2SI

R3 × S1 δリノーマロン = 0 No

R3 × S1 δ′PFD ∼ e−16π
2/(Ng2) δバイオン ∼ e−2SI/N

1 コンパクト化のもとでリノーマロンはない
2 コンパクト化によりPFDが増大

相殺←→バイオン不定性
PFD: k!→ Nkk!

この機構はバイオンの存在と両立

3.1. No renormalon [Ashie–O.M.–Suzuki–Takaura]
リノーマロン解析：4D SU(N) QCD(adj.) on R3 × S1

(N = 2, 3 [Anber-Sulejmanpasic ’14], ∀N [Ashie-O.M.-Suzuki-Takaura ’20])

（通常の）リノーマロンでは真空偏極のln p2が重要

g2(µ2)

∫
d4p

(2π)4
(p2)α

1− Π(p2)
,

Π(p2) ∼ g2 ln p2 as p2→ 0

展開
∫
p(p

2)α(ln p2)k → k!

Π(0)|R3×S1 = const.→
���������HHHHHHHHH���������HHHHHHHHH
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3.2. Enhanced PFD ambiguity [O.M.–Takaura]
コンパクト化によるPFDのenhancement

δPFD ∼ e−16π
2/g2 → δ′PFD ∼ e−16π

2/(Ng2)

メカニズム（有限温度系でのLinde問題[’80]と関連）
1 S1コンパクト化→ IR発散
2 ツイスト境界条件→ツイスト角がIR発散を正則化
2D CPN−1模型で検証 (A = 1, 2, . . . , N)

S =
1

g2

∫
d2x
[
∂µz̄

A∂µz
A − jµjµ + f (z̄AzA − 1)

]
ここでjµ = (1/2i)z̄A

←→
∂ µz

A, fは補助場（条件z̄AzA = 1）
ZN-ツイスト境界条件(mA=1,...,N−1 = A/NR, mN = 0)

zA(x1, x2 + 2πR) = e2πimARzA(x1, x2)

p2 = n/R = 0, A = 1からの寄与が重要（質量1/(NR)2 + f0）
真空ダイアグラム数∼ 4kΓ(k + 1/2)⇒ PFD

ダイアグラムの振幅（f0 = ⟨f⟩, F 2k: 2k次の多項式)

p2=0,A=1−→ V2(g
2)k

(2πR)k+1

∫ (k+1∏
i=1

dpi,1
2π

)
F 2k(pi,1,mA)∏2k

i=1[q
2
i,1 +m2

A + f0]

ゼロ質量極限m2
A + f0→ 0でIR発散(

∫
d2p→

∫
dp)

1 NRΛ≪ 1（バイオン解析有効）：
√
f0 ∼ g2

4πR ⇒ m2
A≫ f0

∼ V2

R2

1

(mAR)k−1

(
g2

4π

)k
A=1−→ V2

R2

1

N

(
Ng2

4π

)k

Enhancement!

2 NRΛ≫ 1 (ラージN)：
√
f0 ∼ Λ⇒ m2

A≪ f0 ((((((((((((((((((((((((hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh((((((((((((((((((((((((hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhEnhancement

4. Discussions
NRΛ≫ 1 [Ishikawa-O.M.-Shibata-Suzuki]
vs NRΛ≪ 1 [Fujimori-Kamata-Misumi-Nitta-Sakai ’18]

EラージN ∼ N−1(ΛR)−2δϵ2 ⇒ 分母のf0 = Λ2

↕ ⇓ (m2
A vs f0)

ImEバイオン ∼ ±N(ΛR)2δϵ2 ⇐ Nのenhancement

“Renormalon precursor” [Ashie-O.M.-Suzuki-Takaura]

1− Π|µ = −Π|µ=Λ = 0 at p2 ∼ Λ2

運動量積分
∫
d3p
∑
|p3|<Λから不定性

Borel特異点はない→階乗でない発散級数
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