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1990年代から最近までの弦理論・ゲージ理論における戸田階層の
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1. 2D戸田階層

Lax作用素

KP階層の Lax作用素は擬微分作用素だが，2次元（2D）戸田階
層では 2種類の（擬）差分作用素 L, L̄を用いる：

L = Λ +
∞∑
n=1

unΛ
1−n,

L̄−1 = ū0Λ
−1 +

∞∑
n=1

ūnΛ
n−1,

Λ = e∂s , ∂s = ∂/∂s

係数 un, ūnは空間変数 s と時間変数 t1, t2, . . ., t̄1, t̄2, . . .の函数，Λ
はシフト演算子 Λnf (s) = f (s + n)である．
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1. 2D戸田階層

Lax方程式

2系列の時間変数 t = (tk)
∞
k=1, t̄ = (t̄k)

∞
k=1に関する時間発展は次

の Lax方程式で定義される：

∂L

∂tk
= [Bk , L],

∂L

∂ t̄k
= [B̄k , L],

∂L̄

∂tk
= [Bk , L̄],

∂L̄

∂ t̄k
= [B̄k , L̄],

Bk = (Lk)≥0, B̄k = (L̄−k)<0.

( )≥0と ( )<0はそれぞれ Λについての非負べき部分と負べき
部分を表す．特に，

B1 = Λ + u1, B̄1 = ū0Λ
−1
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1. 2D戸田階層

τ函数

Schur函数展開

T (s, t, t̄) =
∑

λ,λ̄∈P

Sλ(t)gλλ̄(s)Sλ̄(−t̄),

Sλ(t) = det(Sλi−i+j(t))
∞
i ,j=1,

∞∑
n=0

Sn(t)z
n = exp

( ∞∑
k=1

tkz
k

)

フェルミオン表示

T (s, t, t̄) = ⟨s| exp

( ∞∑
k=1

tkJk

)
g exp

(
−

∞∑
k=1

t̄kJ−k

)
|s⟩,

gλλ̄(s) = ⟨λ, s|g |λ̄, s⟩, g ∈ GL(∞)̂
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1. 2D戸田階層

1D（1次元）戸田階層との関係

簡約条件
L = L̄−1

のもとで
T (s, t, t̄) = T (s, t− t̄)

となり，1系列の時間発展が残る．簡約された Lax作用素

L := L = L̄−1 = Λ + b + cΛ−1 (b = u1, c = ū0)

は Lax方程式

∂L

∂tk
= [(Ln)≥0,L], k = 1, 2, . . .

を満たす．
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2. 非臨界弦と戸田階層

c < 1弦理論

c < 1弦理論のランダム行列模型における 1D戸田階層

Gerasimov et al. 1991, Martinec 1991, Alvarez-Gaumé et al. 1991,
Kharchev et al. 1993

c = 1弦理論

c = 1弦理論（at self-dual radius) における 2D戸田階層

Dijkgraaf et al. 1993, Hanany et al. 1994, Eguchi and Kanno
1994, T. 1995, Nakatsu et al. 1995
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2. 非臨界弦と戸田階層

超幾何型τ函数 (Orlov and Scherbin 2000-2001)

τ函数の Schur函数展開の係数が対角型 gλλ̄(s) = gλ(s)δλλ̄ であ
るようなτ函数

T (s, t, t̄) =
∑
λ∈P

Sλ(t)gλ(s)Sλ(−t̄)

を超幾何型τ函数という．

c = 1弦理論の散乱振幅の母函数はこの形のτ函数になる
(Dijkgraaf et al. 1993)．その係数 gλ(s)はΓ函数とべき函数で表
される．
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2. 非臨界弦と戸田階層

Orlov-Schulman作用素 (Orlov and Schulman 1986)

M =
∞∑
k=1

ktkL
k + s +

∞∑
n=1

vnL
−n,

M̄ = −
∞∑
k=1

kt̄k L̄
−k + s +

∞∑
n=1

v̄nL̄
n

正準交換関係 [L,M] = L, [L̄, M̄] = L̄と Lax方程式

∂M

∂tk
= [Bk ,M],

∂M

∂ t̄k
= [B̄k ,M],

∂M̄

∂tk
= [Bk , M̄],

∂M̄

∂ t̄k
= [B̄k , M̄]

を満たす．
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2. 非臨界弦と戸田階層

一般化弦方程式

2種類の Lax作用素とOrlov-Schulman作用素を結ぶ関係式

L = f (L̄, M̄), M = g(L̄, M̄)

を一般化弦方程式という．これは戸田階層のW1+∞対称性と関係
し，解を Lax形式の中で特徴付ける．

c = 1弦理論の場合には

L = M̄L̄, L̄−1 = ML−1

という一般化弦方程式が成り立つ（Hanany et al. 1994, Eguchi
and Kanno 1994, T. 1995）．これからM = M̄ が従うので，それ
と 2つの方程式の 1つを組にしてもよい．
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3. CP1と戸田階層

CP1の Hurwitz数と戸田方程式・戸田階層

Okounkov 2000: CP1の 2重 Hurwitz数の母函数から 2D戸田
階層のτ函数が得られる．
Okounkov and Pandparipande, 0101147: CP1の Hurwitz数の
母函数は 2次元戸田方程式の 1+1次元簡約を満たす．

Okounkovが 2重 Hurwitz数から構成したのは

gλ(s) = eβ(κ(λ)+2s|λ|+(4s3−s)/12)/2Q |λ|+s(s+1)/2

という係数をもつ超幾何型τ函数である．ここで

κ(λ) =
∑
i≥1

λi (λi − 2i + 1)
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3. CP1と戸田階層

CP1の 2重 Hurwitz数に対する一般化弦方程式

Okounkovのτ函数から次の一般化弦方程式が導出できる（T.,
2012)：

L = Qeβ/2eβM̄ L̄, L̄−1 = Qe−β/2eβML−1.

これは c = 1弦理論の一般化弦方程式

L = M̄L̄, L̄−1 = ML−1

に似ている．どちらもτ函数が超幾何型であることに注意．
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3. CP1と戸田階層

CP1上の位相弦（GW）理論と戸田階層

Eguchi and Yang 1994: CP1上の位相弦理論のランダム行列
による記述から拡張戸田階層（1D戸田階層に新たな時間発
展の系列を加えたもの）を導出．
戸田予想（Getzler 2000）とそれに関する諸々の研究
（Pandharipande 1999, Zhang 2002, Okounkov and
Pandharipande 2002×2, Dubrovin-Zhang 2004）．
同変コホモロジー版（Getzler 2002, Okounkov and
Pandparipande 2002）の可積分構造としての同変戸田階層．
Givental理論からのアプローチ（Milanov 2005, 2006）．
CP1のオービフォルドへの一般化（Kanno and Ohta 1995,
Carlet et al. 2004, Milanov and Tseng 2006, 2007, Johnson
2009）．
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3. CP1と戸田階層

対数的 Lax作用素の出現

拡張戸田階層，同変戸田階層のいずれにおいても，Lax作用素の
対数が重要な役割を演じる．

拡張戸田階層では新たな時間発展の系列を

∂L

∂sk
= [Ck ,L], k = 1, 2, . . . ,

Ck = (Lk logL)≥0 − (Lk logL)<0

というように導入する（s0 = s）．
同変戸田階層は 2D戸田階層から

L− ν log L = L̄−1 − ν log L̄− ν logQ

という簡約条件によって得られる（νは同変コホモロジーの
パラメータ，ν → 0は非同変極限）．
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4. 位相的頂点と戸田階層

溶解結晶模型

3次元 Young図形（平面分割）の数え上げ母函数

Z =
∑

π∈PP
q|π| =

∑
λ∈P

sλ(q
−ρ)2 =

∞∏
n=1

(1− qn)−n

はC3上の位相弦理論や 5次元 U(1)超対称ゲージ理論と関係
する（Okounkov et al. 2003, Maeda et al. 2004）．
重み因子 sλ(q

−ρ)の一方を s tλ(q
−ρ) に置き換えたもの

Z ′ =
∑
λ∈P

sλ(q
−ρ)s tλ(q

−ρ)Q |λ| =
∞∏
n=1

(1 + Qqn)n

は resolved conifold上の位相的弦理論の分配函数の位相的頂
点（Aganagic et al. 2003）による構成とみなせる．
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4. 位相的頂点と戸田階層

溶解結晶模型と戸田階層

Z ,Z ′を外部ポテンシャルで変形したものは 1D戸田階層，2D戸
田階層のτ函数になる（Nakatsu and T. 2009, T. 2013）．これ
は量子トーラス代数と頂点作用素を利用して示される．

Z (s, t) =
∑
λ∈P

sλ(q
−ρ)2Q |λ|+s(s+1)/2eϕ(λ,s,t),

Z ′(s, t, t̄) =
∑
λ∈P

sλ(q
−ρ)s tλ(q

−ρ)Q |λ|+s(s+1)/2eϕ(λ,s,t,̄t),

ϕ(λ, s, t) =
∞∑
k=1

tkϕk(λ, s),

ϕ(λ, s, t, t̄) =
∞∑
k=1

tkϕk(λ, s) +
∞∑
k=1

t̄kϕ−k(λ, s).
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4. 位相的頂点と戸田階層

Ablowitz-Ladik（相対論的戸田）階層との関係

Z ′(s, t, t̄)は実際には Ablowitz-Ladik階層（あるいは相対論的戸田
階層）と関係する．この可積分階層は 2D戸田階層において L, L̄が

L = BC−1, L̄−1 = CB−1,

B = Λ− b, C = 1− cΛ−1

（B−1,C−1の解釈から L ̸= L̄となる）という形をもつ場合として
特徴づけられる（Brini, Carlet and Rossi 2012）．

これに対して Z (s, t)は 1D戸田階層に対応する：

L = L−1 = Λ + b + cΛ−1

ユニタリ行列模型とエルミート行列模型の関係に似ている．
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4. 位相的頂点と戸田階層

3次 Hodge積分に由来するτ函数

2個の分割でラベル付けされた 3次 Hodge積分 Gµµ̄の母函数は

R(τ, t, t̄) =
∑

λ,λ̄∈P

qτκ(λ)/2+τ−1κ(λ̄)/2Wλλ̄Sλ(t)Sλ̄(t̄)

という組合せ論的表示をもつ（Liu, Liu and Zhou 2003)．Wλλ̄は
2個の分割でラベル付けされた位相的頂点，τ は Hodge積分のパ
ラメータである．Sλ(t)Sλ̄(t̄)の係数に

gλλ̄(s) = qτ(κ(λ)/2+s|λ|+(4s2−1)s/24)Wλλ̄q
τ−1(κ(λ̄)/2+s|λ̄|+(4s2−1)s/24)

という s 依存性を入れたもの（s = 0で上の母函数に戻る）は 2D
戸田階層のτ函数になる（Zhou 2003）．
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4. 位相的頂点と戸田階層

Volterra型可積分階層との関係

このようにして 3次 Hodge積分から得られる 2D戸田階層の解の
Lax作用素は

L1/(τ+1) = −L̄−τ/(τ+1)

という関係式を満たす．この等式の両辺は

L = Λ1/(τ+1) − uΛ−τ/(τ+1)

という（分数階の）差分作用素になる．τ = 1, 2, . . .の場合には，
Lは Volterra格子とその一般化（Bogoyavlensky-Itoh-Narita格子）
の Lax作用素とみなせる．

これは Dubrovinらが別の方法で示した結果（Dubrovin et al.
2016×2, Dubrovin and Yang 2016）を戸田階層の観点から説明し
ている．
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菅野さん
還暦おめでとうございます！
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