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1 Introduction

この論文は Castelnuovo-Mumford正則量について著者が行なってきた研究の概要を述べ
るものである。Castelnuovo-Mumford正則量をKoszul コホモロジーの観点から研究し、
加群の構造を考察することにより、射影多様体の分類と関連付けるという構想である。も
ともと、Castelnuovo-Mumford 正則量はMumfordがCastelnuovo のアイディアに基づい
て定義し、モジュライの構成に応用したことから始まった [22]。この不変量は加群の自由
分解を制御するものであり、射影多様体の場合は、定義イデアルの複雑さを計る量でもあ
る。

k を代数閉体とする。S = k[x0, · · · , xn] を多項式環とし、射影空間を Pn = ProjS と
する。Pn

k 上の連接層 F が整数 m ∈ Z に対して、F が m-regular であるとは、すべての
整数 i ≥ 1に対して、Hi(Pn,F(m− i)) = 0が成り立つときにいう。射影スキーム X ⊆ Pn

に対して、 X が m-regular であるとは、X のイデアル層 IX が m-regular であるときに
いう。X(⊆ Pn) が m-regular となりうる最小の m を Castelnuovo-Mumford正則量とい
い、regX と表す。

射影スキーム X が m-regular であることと、すべての p ≥ 0 に対してX ⊆ PN
k の定

義イデアル I = Γ∗IX(⊆ S) を次数付き S 加群としたときの p 番目のシジジー加群の極
小生成元の次数がm+ p 次以下にあるということは同値である。つまり、I の次数付き S
加群としての極小自由分解を

0 → Fs → · · · → F1 → F0 → I → 0

Fi
∼= ⊕jS(−ni,j), i = 0, · · · , s とおくと、ni,j は、j の順序を除くと、一意的に定まり、

regX = maxi,j{ni,j − i} が成り立つ (cf. [3, 5, 6, 22])。

射影多様体 V ⊆ Pn が非退化、つまり V が Pn のどの超平面にも含まれないとする。
すると、定義イデアルは 2次以上の元で生成されるから regV ≥ 2 が言える。regV = 2
の場合は、最小次数の多様体となることが知られている [5]。
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さて、非退化射影曲線 C ⊆ Pn に対して regC ≤ degC − codimC +1 が成り立つこと
は有名なGLP論文 [9] の結果である。Regularity 予想（Eisenbud-Goto予想）とは、非退
化射影多様体 V ⊆ Pn に対して、regV ≤ deg V − codimV + 1 が成り立つ、ということ
である。この予想について、標数 0の場合は非特異曲面の場合はLazarsfeld [15] により解
決され、14次元以下の非特異多様体の場合は、Kwak [14], Chiantini-Charli-Greco [4] に
より regV ≤ deg V − codimV +1+ (dimV − 1)(dimV − 2)/2 が得られ、長い年月が経っ
ていた。最近、McCullough-Peeva [16]により、特異点がある場合は 3次元も含めて反例
があることが示され、新たな局面を迎えている。

Regularity 予想について、射影スキームXが既約・被約であることは必要である。実
際、Pn 内の ‘skew line’ および ‘double line’ は、regX = 2, degX = 2, codimX = 2 とな
るからである。偏極多様体 (V, L)が大域生成であるとき、reg (V, L)を Hi(V, L⊗(m−i)) = 0,
i ≥ 1 を満たす最小のm ∈ Z とすると、Regularity予想は reg (V, L) ≤ ∆(V, L) + 1 と書
くことができる。もちろん、V が非特異のときは未解決である。

本研究の方向は座標環の性質を考えることにある。射影多様体 V の定義イデアルを
I = Γ∗IV、座標環をR = S/I とする。V (⊆ Pn)がACM、つまり、座標環Rが次数環とし
てCohen-Macaulayであるとする。すると、regV ≤ ⌈(deg V −1)/codimV ⌉+1となる。座
標環が環論的に良い性質の場合、Regularity予想よりも良い上限が得られるということで
ある。一般超平面切断により、regV = regV ∩H であるから、次元の帰納法を用いることに
より、射影曲線の一般超平面切断としての0次元スキームX を考えることになる。Uniform
Position Lemma により、regX を計算することで、regX ≤ ⌈(degX − 1)/codimX⌉+ 1
を得ることができる。さらに、deg V ≫ 0のとき V は最小次数の多様体の因子になるこ
ともわかる (cf. [23, 29])。

このような枠組みで、一般の射影多様体 V (⊆ Pn) の場合に、

regV ≤ ⌈(deg V − 1)/codimV ⌉+ 1 + (correction term)

という形の Castelnuovo-Mumford正則量の上限を求め、その等号条件が成り立つ場合を
確定する、という研究を行うことが本研究の目的である。

第 2章では、座標環の構造を研究することにより、Castelnuovo-Mumford 正則量を a-
invariantによって制御する方向の研究を述べる。第 3章では、射影多様体の分類論との
関連を射影曲線・Buchsbaum多様体の場合に得られた結果を述べる。本論文は正則量の
Castelnuovo型上限の研究の方向を最近の結果を交えて述べるものであり、証明の詳細な
どについては、参考文献に委ねる。

2 座標環の構造とCastelnuovo-Mumford正則量の上限

S = k[x0, · · · , xn] を多項式環として、通常の次数づけにより次数環と考える。m =
(x0, · · · , xn)とおく。M を有限生成次数 S 加群とし、dimM = d + 1 ≥ 1 とする。M
は同次元 (equidimensional) で局所Cohen-Macaulayとする。つまり、Pn = ProjS 上の連
接層F が、任意の閉点 y ∈ Pnに対して Fy がCohen-Macaulay で dimFy = d というこ
とを仮定する。
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Definition 2.1. 0 ≤ i ≤ d + 1に対して、ai(M) = max{ℓ ∈ Z|Hi
m(M)ℓ ̸= 0} とおく。

Hi
m(M) = 0 のときは ai(M) = −∞ とし、a(M) = ad+1(M) は M の ainvariantという。
そこで、M のCastelnuovo-Mumford正則量を regM = max{ai(M) + i|i = 0, · · · , d+ 1}
と定義する。

Definition 2.2 ([27, 30]). 次数S加群Mの同次巴系 (homogeneous system of parameters)
{y0, · · · , yd}を取る。即ち、dimM/(y0, · · · , yi)M = dimM/(y0, · · · , yi−1)M−1, 0 ≤ i ≤ d
を満たしている。q = (z0, · · · , zd)とおく。y0, · · · , yd が標準同次巴系とは、任意の部分集
合 {yi1 , · · · , yis}, s ≤ d に対して

qHi
m(M/(yi1 , · · · , yis)M) = 0 i+ s ≤ d

となるときを言う。

Proposition 2.3 ([30]). 次数 S加群M の同次巴系 y0, · · · , yd が標準となるための必要
十分条件は、Koszulコホモロジーからの自然な写像

Hi((y0, · · · , yd);M) → Hi
m(M) 0 ≤ i ≤ d

が全射となるときである。

Definition 2.4. 次数 S 加群 M と整数 v ≥ 1 に対して、M が線形 v-Buchsbaum であ
るとは、任意の一次巴系 y0, · · · , ydに対して、

mvHi
m(M/(y0, · · · , yj)M) = 0, 0 ≤ i ≤ d− j − 1

が成り立つときをいう。

1990年代の一連の論文 [11, 17, 25]を経て、次の結果が最近得られた。

Theorem 2.5 ([21]). 多項式環 S = k[x0, · · · , xn] に対して、次数 S 加群 M がM が線
形 v-Buchsbaum, v ≥ 1 とする。このとき、

ai(M) + i ≤ a(M) + d+ 2 + (v − 1)(d+ 1− i) 1 ≤ i ≤ d

が成立する。

Corollary 2.6 ([21]). V ⊆ Pnを非退化射影多様体とする。V が線形 v-Buchsbaum であ
れば

regV ≤ ⌈(deg V − 1)/codimV ⌉+ (v − 1) dimV + 1

が成立する。

Remark 2.7 ([19, 20]). Castelnuovo-Mumford正則量の上限を満たす射影多様体の分類
を考え、その上限が最良の値であるかを考察する。

1. dimV = 1 の場合、つまり、射影曲線の場合、deg V ≫ 0 のとき、上限を満たす曲
線は最小次数の射影曲面（２次超曲面、ベロネーゼ曲面、有理線織曲面）の因子と
なる。さらに、次の上限を満たす曲線は、最小次数の射影曲面もしくは del Pezzo曲
面の因子になる。
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2. v = 1の場合、つまり、Buchsbaum多様体の場合、上記に対応する結果が得られる。

Theorem 2.5 は必ずしも最良の上限とは言いかねる。一般の場合、dimV ≥ 2, v ≥ 2 の
場合の境界を満たす射影多様体の存在が問題であり、全体の構図を考え直す必要があるか
もしれない。

Theorem 2.8 ([21]). 多項式環上の次数 S 加群 M、整数 1 ≤ v ≤ d に対して、M が標
準同次巴系 {y0, · · · , yd},

∑d
i=0 deg yi = d+ vを持つとする。このとき、

ai(M) + i ≤ a(M) + d+ 1 + v 0 ≤ i ≤ d

が成立する。

さて、[21] に沿って、主定理の証明の概略を述べる。

多項式環S上の次数加群Mの同次巴系 y0, · · · , yd をとる。ここでも、dimM = d+1 ≥
1, depthM ≥ 1 としておく。また deg yi = ei ≥ 1とおく。ここで、Koszul複体 と C̆ech
複体からつくられる複体

(i) K• = K•((y0, · · · , yd);R)

(ii) L• = (0 → M →
∑

m∈ZC
•(U ; M̃(m))[−1])

をとる。2重複体C•• = HomR(K•, L
•)からフィルター付けを考え、スペクトル系列 {Ep,q

r }
を構成する。このとき

Ep,q
1 = Hp((y0, · · · , yd); Hq

m(M)) ⇒ Hp+q = Hp+q((y0, · · · , yd);M)

となる。Theorem 2.5 の証明はスペクトル系列を記述することによって得られる。さて、
y0, · · · , yd が標準巴系と仮定すると自然な写像

Hq = Hq((y0, · · · , yd);M) → E0,q
1 = Hq

m(M), 0 ≤ q ≤ d

は全射である。さらに、dp,qr : Ep,q
r → Ep+r,q−r+1

r は q ≤ d, r ≥ 1のとき零写像となる。

さて ℓ = ai(M)とおく。Hp+q = 0, p + q > d + 1であるから、Ed+1,i
∞ = 0, i ≥ 1とな

る。したがって
Ed+1,i
1

∼= Hd+1
m (M)[e0 + · · ·+ ed]

により、Ed+1,i
1 は次数 ℓ−e0−· · ·−edにおいては零ではない。よって、次数 ℓ−e0−· · ·−ed

において
di−1,d+1
d+2−i : Ei−1,d+1

d+2−i → Ed+1,i
d+2−i

は零写像ではない。

Ei−1,d+1
1

∼=
∑

0≤j1<···ji−1≤d

Hd+1
m (M)[ej1 + · · ·+ eji−1

]

であるから、ある 0 ≤ k1 < · · · < kd−i+2 ≤ dに対して

Hd+1
m (M)ℓ−ek1−···−ekd−i+2

̸= 0
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となる。よって

a(M) ≥ ℓ− (deg ek1 + · · ·+ deg ekd−i+2
) ≥ ℓ− (v + d− i+ 1)

であるので
ai(M) + i ≤ ℓ+ i ≤ a(M) + v + d+ 1

となり、Theorem 2.8 が得られる。□

3 射影曲線および Buchsbaum 多様体の Castelnuovo-

Mumford 正則量

この章では、射影曲線の Castelnuovo-Mumford正則量の Castelnuovo型の上限について
述べる。

まず、X(⊆ Pn)を被約な０次元スキームとし、Xが Pn を生成しているとする。X が
「一様な点の配置」(Uniform Position)とは、任意の部分集合 Z(⊆ X) に対して、Hilbert
多項式がすべての t について

HZ(t) = max{degZ,HX(t)}

が成り立つときにいう。R を X(⊆ Pn) の座標環とする。h-vector を h = h(X) =
(h0, · · · , hs), hi = dimk[R]i − dimk[R]i−1 とする。ここで、s は hs ̸= 0を満たす最大
の整数である。すると、h0 = 1, h1 = N、degX = h0 + · · · + hs、s = regX − 1が成立
し、Castelnuovo-Mumford 正則量との関係がわかる。

Remark 3.1. X(⊆ Pn) を非退化射影曲線の一般超平面切断とする。X の h-vector を
h = (h0, · · · , hs) とする。i = 1, · · · , s− 1 に対して、h1 + · · ·+ hi ≥ ih1 が成立する [2]。
特に、char k = 0 の場合はX は一様な点の配置にあり、hi ≥ h1, i = 1, · · · , s− 1 となる
[1, 13]。

Proposition 3.2. X(⊆ Pn) を非退化射影曲線の一般超平面切断とすると、regX ≤
⌈(degX − 1)/codimX⌉+ 1 が成り立つ。

証明. X の座標環 R の h-vector を (h0, · · · , hs) とすると、h1 + · · · + hi ≥ ihi, i =
1, · · · , s− 1 である。degX = h0 + · · · + hs, codimX = h1 = N であるから、⌈(degX −
1)/codimX⌉ = ⌈(h1 + · · ·+ hs)/h1⌉ ≥ s = regX − 1 が示される。 □

次の結果がCastelnuovo-Mumford正則量と射影多様体の分類を関連付ける。

Lemma 3.3. (See [18, (2.6)]). X(⊆ Pn) を非退化射影曲線の一般超平面切断とする。
degX ≥ n2 + 2n + 2とする。regX = ⌈(degX − 1)/n⌉ + 1 が成立すれば、 X の点全体
は Pn の一つの有理正規曲線上にある。

上記の補題は、射影曲線の一般超平面切断のCastelnuovo-Mumford 量のCastelnuovo
型の上限に対応する曲線が、有理正規曲線と関連があることを意味している。さらに、
Eisenbud-Harris の Castelnuovo理論 [10, Section 3] から得られる次の補題は、正則量上
限の次のクラスに対応する曲線が楕円正規曲線であることを意味している。
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Lemma 3.4. X(⊆ Pn) を非退化射影曲線の一般超平面切断とする。degX ≥ n2 +4n+2
とする。regX = ⌈(degX − 1)/n⌉ が成立すれば、 X の点全体は Pn の一つの有理正規曲
線上もしくは楕円正規曲線上にある。

証明. X の座標環 Rの hベクトルを (h0, · · · , hs)とする。X(⊆ Pn)の有理正規曲線上にも
楕円正規曲線上にもないと仮定する。h2 ≥ h1+2を示す。Remark 3.1より、h2 ≥ h1である
から、h2 = h1 と h2 = h1+1とならないことを示す。h2 = h1、つまり、dimk[R]2 = 2n+1
とする。X は一様な点の配置であるから、Castelnuovo の定理 [10, (3.9)]より、X は一つ
の有理正規曲線上にあり、仮定に反する。次に、h2 = h1+1、つまり、dimk[R]2 = 2n+2
とする。degX ≥ n2 + 4n+ 2 ≥ 2n+ 5なので、Eisenbud-Harris の定理 ([10, (3.20)]) よ
り、X は一つの楕円正規曲線上にあり、仮定に反する。したがって、h2 ≥ h1 + 2が証明
された。X が一様な点の配置なので、 X の h ベクトルは ‘san lacune’ [8] である。つま
り、 hi ≥ h1 + 2 (2 ≤ i ≤ s− 3) と hs−2 ≥ h1 + 1 および hs−1 ≥ h1 となる。よって、

(degX − 1)/n = (h1 + · · ·+ hs)/h1

≥ 1 +

s−4︷ ︸︸ ︷
(n+ 2)/n+ · · ·+ (n+ 2)/n+(n+ 1)/n+ 1 + 1/n = s− 1 + (2s− 6)/n.

となる。 s + 1 ≥ (degX − 1)/n だから、n ≤ s − 3となる。したがって degX − 1 ≤
n(s+ 1) ≤ n2 + 4nになるので、仮定に矛盾する。 □

射影曲線 C(⊆ Pn)に対して、次数付き S 加群M(C) = H1
∗(IC/Pn) = ⊕ℓ∈ZH

1(Pn, IC(ℓ))
を考える。これは、Hartshorne-Rao 加群と呼ばれる。そこで、k(C)をmvM(C) = 0 を満
たす最小の整数 v(≥ 0)として定義する。これは、C の座標環が環論的にCohen-Macaulay
からどの程度離れているかを示す不変量である。もちろん、C が ACM 曲線であること
は、k(C) = 0 と同値であり、Buchsbaum 曲線であることは、k(C) ≤ 1 と同値である。
これを用いて、射影曲線の Castelnuovo-Mumford 正則量についての定理を紹介する。

Theorem 3.5 ([18, 19]). C(⊆ Pn) を非退化射影曲線とすると、

regC ≤ ⌈(degC − 1)/codimC⌉+max{k(C), 1}

が成立する。基礎体の標数を 0とし、CをACMでないとする。

1. degC ≥ (codimC)2 +2 codimC +2, regC = ⌈(degC − 1)/codimC⌉+ k(C)とする
と、 C は有理線織曲面上の因子となる。

2. degC ≥ (codimC)2 + 4 codimC + 2, regC = ⌈(degC − 1)/codimC⌉+ k(C)− 1 と
すれば、C は有理線織曲面もしくは del Pezzo 曲面上の因子となる。

証明の方針は次の通りである。射影曲線 C(⊆ Pn) の超平面切断 X = C ∩H(⊆ H ∼=
Pn−1)は、定理の等号条件を満たせば、有理正規曲線もしくは楕円正規曲線上の点になる。
そこで、この曲線を Z(⊆ H) として、2次式で生成される場合を考える。このとき、

(i) Γ(IX/H) = Γ(IZ/H)

(ii) Γ(IC/Pn) → Γ(IX/H) が全射
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を示し、Z(⊆ H) の定義式を Pn+1に持ち上げればよい。実際、(i) はBezout の定理によ
り容易に示される。(ii)はHuneke-Ulrich の Socle補題 [12, (3.11)] を用いるが、証明が面
倒である。

標数正の場合は、Socle 補題を回避することが必要になる。また、射影曲線の
UPP(Uniform Position Principle)が必ずしも成り立たないところに難しさがある。しか
し、Rathmann [26] の結果を用いると、「一様な点の配置」にならない場合は、超平面切
断で出来た点集合 X は「一様に固まっている」ことがわかる。このことは、regX の値
を小さくするため、「正則量の上限からさらに遠くなる」ことになる。
次の Harris の予想が、わかればTheorem 3.5の一般化が得られる。

Conjecture 3.6. X(⊆ Pn を一様な点の配置とし、1 ≤ m ≤ n− 1 となる m に対して、
degX ≥ 2n+2m+1 とする。Hilbert 関数が HX(2) = 2n+m を満たす (h2 = N +m−1)
とすると、X は次数が高々 n+m− 1 となる射影曲線上の点にある。

この予想が解決されることを前提に次の予想を提示したい。

Conjecture 3.7. C(⊆ Pn) を非退化射影曲線とする。degC ≫ 0と仮定する。m =
⌈(degC−1)/codimC⌉+max{k(C), 1}+1−regC とおく。すると、C は degS ≤ codimS+
m を満たす射影曲面 S 上の因子となる。

さて、一般の射影多様体において、Castelnuovo-Mumford正則量の上限を求めて、上
限に近い多様体を分類するということが次の目標である。ここでBuchsbaum多様体を定
義して、このクラスではこのような分類が可能であることを述べる。

Definition 3.8. 射影多様体 V (⊆ Pn) が Buchsbaum多様体であるとは、V の座標環が
Buchsbaum環であるときをいう。言い換えると、任意の r次元部分空間 L(⊆ Pn), dim(V ∩
L) = d− n+ r, 1 ≤ r ≤ n に対して、W = V ∩ L の座標環中間次元のコホモロジーのす
べてが極大イデアルで零化されている、つまり、mHi

∗(IW ) = 0, 1 ≤ i ≤ d− n+ r − 1 の
ときをいう。

Buchsbaum多様体の定義を初めて見ると複雑のようであるが、代表的な射影多様体の多
くの例がこのカテゴリーにあり、中間次元のコホモロジーがすべて消滅するACM多様体は
これに含まれる。実際、非退化Buchsbaum多様体 V (⊆ Pn)に対して、regX ≤ ⌈(degX−
1)/codimX⌉ + 1 が得られる。Buchsbaum 環の理論 [28] により、regX = reg (X ∩ H)
となり、射影曲線の超平面切断の場合に帰着することになる。Buchsbaum 射影多様体 V
に対して regX = ⌈(deg V − 1)/codimV ⌉+ 1 を満たす多様体はどのような特徴づけが可
能かという問題が出てくる。このことに関しては、Nagel [24], Yanagawa [31] によって、
ACM多様体、Buchsbaum多様体の順番に解決され、射影曲線と類似の次の結果が得られ
た ([20])。

Theorem 3.9 ([20]). V (⊆ Pn) を非退化Buchsbaum 多様体とすると、

regV ≤ ⌈(deg V − 1)/codimV ⌉+ 1

が成立する。

1. deg V ≫ 0, regV = ⌈(deg V − 1)/codimV ⌉+ 1とすると、 V は有理線織多様体の
因子となる。
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2. deg V ≫ 0, regV = ⌈(deg V − 1)/codimC⌉ とすれば、C は有理線織多様体もしく
は del Pezzo 多様体の因子となる。

Remark 3.10. 次数が十分に大きいという条件は必要である。種数 g ≥ 5の超楕円でない
射影曲線 C を標準埋め込みで得られた曲線 C ⊆ Pg−1

k を考えると、Castelnuovo-Mumford
量の上限を満たすが、最小次数の射影曲面の因子にはなりえない。また、補題 3.3 につい
ても、P3 の (2,2,4) 完全交叉を考えると、定理 3.2 での上限を満たすが、ある有理正規曲
線上の点にはなりえない。
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