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本稿では、非退化射影多様体の Castelnuovo-Mumford 量の Casteln-
uovo 型の不等式を用いる多様体の分類に向けて、いくつかの話題を述べ
る。まず、射影曲線 C ⊆ PN

k に対して、 C の Hartshorne-Rao 加群の
退化を量る不変量 k(C) を定義する。そこで、Castelnuovo 型の不等式
reg C ≤ ⌈(deg C − 1)/codim C⌉+max{k(C), 1} を示し、その上限、およ
び、次のレベルの上限を満たす射影曲線を調べる。次に、一般次元の射
影多様体の場合も簡単に説明する。非退化射影多様体X ⊆ PN

k の座標環
R が良い性質をもつときのCastelnuovo-Mumford量の上限はよく知られ
ている。即ち、R がCohen-Macaulay環、（より広く、Buchsbaum）のと
きに reg X ≤ ⌈(deg X − 1)/codim X⌉+1 が成り立ち、この不等号につい
ても、上限、次の上限を満たす射影多様体の分類を行なうことができる。
ここでは、X がBuchsbaum多様体、つまり。座標環がBuchsbaum 環の
場合の結果を紹介する。これらの説明をできるだけ自己完結的にするた
めに、Castelnuovo 型の不等号の由来、Strano のアイディアに基づいた
Huneke-Ulrich によるソークル補題、Castelnuovo-Eisenbud-Harris の定
理の紹介を交える。

k を代数閉体とする。本文の大半は断ることなしに、char k = 0 を仮
定する。しかし、標数が正の場合もできるだけ意識して考える方針で、
必要な際は本文中で言及する。さて、S = k[X0, · · · , XN ] を多項式環と
し、射影空間 PN

k = Proj S を考える。PN
k 上の連接層 F と整数 m ∈ Z

に対して、F が m-regular であるとは、すべての整数 i ≥ 1 に対して、
Hi(PN

k ,F(m− i)) = 0 が成り立つときにいう。射影スキーム X ⊆ PN
k に

対して、X が m-regular であるとは、X のイデアル層 IX が m-regular
であるときにいう。射影スキーム X ⊆ PN

k の Castelnuovo-Mumford 量
とは、 m-regular となりうる最小の m のことをいい、reg X と表す。

射影スキーム X が m-regular であることは、すべての p ≥ 0 に対し
て、X ⊆ PN

k の定義イデアル I = Γ∗IX(⊆ S) を次数付き S 加群とした
ときの p 番目のシジジー加群の（極小の）生成元の次数がm + p 次以下
にあるということと同値であることが知られている。つまり、I の次数
付き S 加群としての極小自由分解を

0 → Fs → · · · → F1 → F0 → I → 0
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Fi
∼= ⊕jS(−ni,j), i = 0, · · · , s とおくと、ni,j は、j の順序を除くと、一

意的に定まる。そして、reg X = maxi,j{ni,j + i} が成り立つ。このよう
な意味で、 Castelnuovo-Mumford 量は、射影スキームの定義方程式の複
雑さを表す重要な不変量であることがわかる [4, 8, 28]。

さて、X ⊆ PN
k は、非退化、既約かつ被約とする。有名な Regularity

予想 [7]は、reg X ≤ deg X − codim X + 1 というものである。この予
想は、dim X = 1 の場合 [14]、dim X = 2 かつ非特異の場合 [21] には
解決している。非特異で、dim X ≤ 14 の場合には、Mather 理論を用い
て、それぞれ [19] および [5] によって、reg X ≤ deg X − codim X + 1 +
(dim X − 1)(dim X − 2)/2 が得られている。

ここでは、Castelnuovo-Mumford 量を Castelnuovo 型の式を用いた上
限で表すことを考える。X ⊆ PN

k の座標環 R がCohen-Macaulay である
とする。このことは、算術的 Cohen-Macaulayと呼ばれるが、ACMとい
う言い方がなされている。それにしたがう。可換環論で、Cohen-Macaulay
環を少し一般化した概念に Buchsbuam 環という概念があり、座標環が
Buchsbaum環である射影多様体を Buchsbaum多様体と書くことにする。
X ⊆ PN

k が ACM多様体であるとき、reg X ≤ ⌈(deg X−1)/codim X⌉+1
が得られる。実際、射影多様体 X が ACMであれば、超平面切断 X ∩H
も ACM になる。Castelnuovo-Mumford 量は、Hi(PN

k , IX(j)) の消滅具
合を量るのであるが、ACMという条件は中間次元の消滅を意味する。短
完全列 0 → IX(−1) → IX → IX∩H → 0から、短完全列 0 → Hn

∗IX∩H →
Hn+1

∗ IX(−1) → Hn+1
∗ IX → 0 (n = dim X) が得られるので、reg X =

reg (X ∩H)が示される。Buchsbaum多様体の場合は、Buchsbaum環の
理論 [35] により、reg X = reg (X ∩ H) を得る。そうすれば、dim X に
関する帰納法によって、X が０次元の場合、つまり、射影曲線の超平面
切断の場合に問題は帰着される。射影曲線の超平面切断が「一様な点の
配置」(Uniform Position)になるというGriffiths-Harris の結果を用いる
と reg X ≤ ⌈(deg X − 1)/codim X⌉ + 1 という Castelnuovo 型 の上限を
得ることができる。さらに、標数が正の場合はBallico の類似の結果によ
り Castelnuovo型の上限が得られる。これは、あとで証明をつける。ま
た、一般次元の ACM あるいは Buchsbaum である非退化射影多様体 X
に対して reg X = ⌈(deg X − 1)/codim X⌉ + 1 を満たす射影多様体はど
のような特徴づけが可能かという問題が出てくる。このことに関しては、
Trung-Valla [36], Nagel [29, 30], Yanagawa [37] によって、X の次数が十
分高いときは、X は有理線織多様体の因子になる、ということが示され
た。

射影曲線の場合は、次のことが知られている。もちろん、C がACMと
は仮定しない。まず、[22, 23]にしたがって、k(C)という不変量を導入し
よう。射影曲線 C ⊆ PN

k に対して、次数付き S 加群M(C) = H1
∗(IC/Pn

k
) =



⊕ℓ∈ZH1(PN
K , IC(ℓ))を考える。これは、Hartshorne-Rao加群と呼ばれるも

ので、リエゾン理論 [22]で主要な役目を果たす。k(C) は、mvM(C) = 0
を満たす最小の整数 v(≥ 0)として定義する [23]。これは、C の座標環
R = S/IC が環論的にCohen-Macaulay性からどの程度離れているかを示
す不変量である。もちろん、C が ACM 曲線であることは、k(C) = 0 と
同値であり、Buchsbaum曲線であることは、k(C) ≤ 1と同値である。曲
線のときは、これを Buchsbaumの定義と考えても差し支えない。非退化
射影曲線に対して、reg C ≤ ⌈(deg C−1)/codim C⌉+max{k(C), 1} (定理
5)が成り立つ。そこで、この上限を満たす射影曲線を考えよう。deg C が
十分に大きいときは、曲線 C は線織有理曲面の因子になる、ということ
が、一連の論文 [3, 24, 25]で示した。これは、Gruson-Lazarsfeld-Peskine
による上限 reg C ≤ deg C − codim C + 1 が、ある種の有理曲線と楕円正
規曲線しかないということから考えて、reg C がある種の不変量による
上限に近ければ、特殊な射影多様体になるのではないか、と推察できる。
ここら辺の理論の進展は、D’Almeida [6], Ellia [9], Noma [32] に書かれ
ており、Secant Line との関連なども調べられている。

Castelnuovo 型の上限については、[26] にしたがって、射影曲線 C が
reg C = ⌈(deg C − 1)/codim C⌉+ max{k(C), 1}− 1 を満たすとき、C が
正規Del Pezzo曲面の因子であることを示す。一般次元の射影多様体 X
がBuchsbaum（X を超平面で続けて切断してできた曲線 C が k(C) ≤ 1
を満たすことと同値）であるとき reg X = ⌈(deg X − 1)/codim X⌉ を満
たす場合は、X が deg Y ≤ codim Y + 2 を満たす射影多様体 Y の因子
であることが示すこともできる。[27]

1. 曲線の超平面切断の Castelnuovo-Mumford 量
まず、０次元スキームについてまとめよう。X ⊆ PN

k を被約な０次
元スキームとし、 X の点が集合が PN

k を k ベクトル空間として生成
しているとする。 X が「一様な点の配置」(Uniform Position)とは、X
の任意の部分集合 Z に対して、Hilbert多項式がすべての t について
HZ(t) = max{deg Z, HX(t)} が成り立つときにいう。R を ０次元スキー
ム X ⊆ PN

k の座標環とする。h = h(X) = (h0, · · · , hs) を X ⊆ PN
k の h

ベクトルとする。つまり、hi = dimk[R]i−dimk[R]i−1 であり、sは hs ̸= 0
を満たす最大の整数として、h を定義する。すると、h0 = 1, h1 = N お
よび deg X = h0 + · · ·+ hs が成り立つ。また、s = reg X − 1が成り立つ
こともわかる。

命題 1. 非退化射影曲線の超平面切断としてできる０次元スキーム X に
対して、その h ベクトルを h = (h0, · · · , hs) とすると、i = 1, · · · , s− 1
に対して、h1 + · · · + hi ≥ ih1 が成立する [2]。これは標数によらない。
char k = 0 の場合は、非退化射影曲線の超平面切断X は一様な点の配
置にある [1]。すると、i = 1, · · · , s − 1 に対して、hi ≥ h1 となる [18,
Section 4]。



この話題の中心となる定理を紹介する。２通りの証明をするが、古典
的Castelnuovoの方法による証明 [1, page 115],[3, page 95]と標数が正の
場合でも通用する証明 [25, (1.1)] を与える。

定理 2. X ⊆ PN
k を非退化射影曲線の一般超平面切断とすると、reg X ≤

⌈(deg X − 1)/codim X⌉ + 1 が成り立つ。

証明 I. reg X = min{t|H1(IX(t − 1)) = 0} であるから、ℓ = ⌈(d − 1)/N⌉
とおいて、H0(OPN

k
(ℓ)) → H0(OX(ℓ))が全射であることを示せばよい。任

意の点 P ∈ X を取り、X\{P} の点に適当に番号をつけて、X\{P} =
{P1,1, · · · , P1,N , P2,1, · · · , P2,N , · · · , Pℓ−1,1, · · · , Pℓ−1,N , Pℓ,1, · · · , Pℓ,m} と
おく。ここで、 m = d − 1 − N(ℓ − 1) とする。X は一様な配置
の点なので、順番に X\{P} の N 個の点を通る超平面を取ると、そ
の超平面は X の他の点を含まない。そのようにして、ℓ 個の超平面
H(1), · · · , H(ℓ) of PN

k がX ∩H(i) = {Pi1, · · · , PiN} (i = 1, · · · , ℓ− 1) お
よびX ∩ H(ℓ) = {Pℓ1, · · · , Pℓm} を満たすようにとることが出来る。す
ると、X ∩ (H(1)∪ · · · ∪H(ℓ)) = X\{P} が任意の点 P ∈ Xについて成
り立つことになるので、H0(OPN

k
(ℓ)) → H0(OX(ℓ)) が全射であることが

示された。
証明 II. X の座標環 R は１次元の次数環で、その h ベクトルを
(h0, · · · , hs) とする。注意 1 より、h1 + · · · + hi ≥ ihi (i = 1, · · · , s − 1)
が言える。そこで、deg X = h0 + · · · + hs および codim X = h1 = N を
使うと、⌈(deg X − 1)/codim X⌉ = ⌈(h1 + · · · + hs)/h1⌉ ≥ s = reg X − 1
が証明される。

C を PN+1
k の非退化射影曲線とし、一般超平面切断を X = C ∩

H ⊆ H ∼= PN
k とする。次の補題は射影曲線の一般超平面切断に対する

Castelnuovo-Mumford量についての上限の式 reg X ≤ ⌈(deg X−1)/N⌉+1
の等号を満たす場合の X の配置に関するものである。

補題 3. (See [24, (2.6)]). X ⊆ PN
k を射影曲線の一般超平面切断とする。

deg X ≥ N2+2N+2と仮定する。もし、等号 reg X = ⌈(deg X−1)/N⌉+1
が成り立つならば、 X の点全体は PN

k の一つの有理正規曲線上にある。

上記の補題は、射影曲線の一般超平面切断のCastelnuovo-Mumford量
の Castelnuovo型の上限に対応する曲線が、有理正規曲線であることを
意味している。一方、Eisenbud-Harris の Castelnuovo理論 [16, Section
3] から得られる次の補題は、Castelnuovo-Mumford 量の上限の次のケー
スに対応する曲線が楕円正規曲線であることを意味している。Eisenbud-
Goto 型の Castelnuovo-Mumford 量の上限で出現する多様体に類似の分
類が見られる [20]。

補題 4. X ⊆ PN
k を射影曲線の一般超平面切断とする。deg X ≥ N2 +

4N + 2と仮定する。 もし、等号 reg X = ⌈(deg X − 1)/N⌉ が成り立つ
ならば、 X の点全体は PN

k の一つの有理正規曲線上もしくは楕円正規
曲線上にある。



証明. X の座標環 R の hベクトルを (h0, · · · , hs)とする。Xが PN
k の有

理正規曲線上にも楕円正規曲線上にもないと仮定する。注意 1によって、
h2 ≥ h1 であることを念頭において、h2 ≥ h1+2を示そう。つまり、h2 =
h1 と h2 = h1 +1 が起こらないことを言えばよい。まず、 h2 = h1、つま
り、dimk[R]2 = 2N +1とする。X は一様な点の配置なので、Castelnuovo
の結果 [16, (3.9)]を使うと、X はある有理正規曲線上にあることになり、
これは仮定に反している。次に、h2 = h1+1、つまり、dimk[R]2 = 2N +2
とする。今度は、X の一様性と deg X ≥ N2 + 4N + 2 ≥ 2N + 5から、
Eisenbud-Harris の結果 ([16, (3.20)]) を使うと、X はある楕円正規曲線
上にあることになり、これは仮定に反している。したがって、h2 ≥ h1 +2
ということが証明されました。X が一様な点の配置なので、 X の h ベ
クトルは “san lacune” あるいは “decreasing type” [13, 12] ということが
いえる。つまり、 hi ≥ h1 + 2 (2 ≤ i ≤ s − 3) と hs−2 ≥ h1 + 1 および
hs−1 ≥ h1 が得られる。このようにして、

deg X − 1

N
=

h1 + · · · + hs

h1

≥ 1 +

s−4︷ ︸︸ ︷
N + 2

N
+ · · · + N + 2

N
+

N + 1

N
+ 1 +

1

N
= s − 1 +

2s − 6

N
.

となるので、 s + 1 ≥ (deg X − 1)/N を用いるとN ≤ s − 3となる。し
たがって deg X − 1 ≤ N(s + 1) ≤ N2 + 4Nになるので、これは仮定に矛
盾する。

2. 射影曲線の Castelnuovo-Mumford 量
射影曲線の Castelnuovo-Mumford 量についての定理から始める。

定理 5 ([31]). C ⊆ PN+1
k を非退化射影曲線とすると、

reg C ≤
⌈
deg C − 1

codim C

⌉
+ max{k(C), 1}

が成立する。

証明. X = C ∩ H を一般超平面切断とする。C が ACM のときは、
reg C = reg X が成り立つので、定理 2 により、証明される。そこで、C
が ACMでない、つまり、k(C) ≥ 1とする。m = reg X および n = k(C)
とおいて、完全列

H1
∗(IC/PN+1

k
)(−1)

·h→ H1
∗(IC/PN+1

k
) → H1

∗(IX/H)

→ H2
∗(IC/PN+1

k
)(−1)

·h→ H2
∗(IC/PN+1

k
),

を考えよう。ここで、hは超平面 Hの定義式である。すると、h2(IC(m−
2)) ≤ h2(IC(m−1)) ≤ · · · ≤ 0および H1(IC(m+n−2)) = h ·H1(IC(m+
n − 3)) = · · · = hn · H1(IC(m − 2)) = 0 が得られる。ゆえに、reg C ≤



reg X +n−1 ≤ ⌈(deg X−1)/N⌉+k(C) = ⌈(deg C−1)/codim C⌉+k(C)
が導かれる。
射影曲線の Castelnuovo-Mumford 量の上限については次の定理があ

る。標数０の体上で述べているが、標数正の場合も類似の定理が成り立
つ。([3, 25])

定理 6 ([24]). C ⊆ PN
k を非退化射影曲線とする。基礎体の標数は０と

する。 C を ACM でないと仮定する。もし、 deg C ≥ (codim C)2 +
2 codim C + 2 および reg C = ⌈(deg C − 1)/codim C⌉ + k(C)とすると、
C は有理線織曲面上の因子となる。

証明は略するが、定理 7 の証明の類似でできる。もちろん、こちらが
大分易しい。標数正の場合は、ソークル補題を回避することが必要であ
り、射影曲線の超平面切断が一様な点の配置になるとは限らないところ
に難しさがある。しかしながら、Rathmann [33] の結果を用いると、「一
様な点の配置」にならない場合は、超平面切断で出来た点集合 X は、大
雑把な言い方をすると、「一様に固まっている」ことがわかる。例えば、
X の２点を結ぶ直線上に X の他の１点が必ずある、ということが起き
るということである。このことは、reg X の値を小さくする方に働くた
め、「Castelnuovo-Mumford 量の上限を満たす射影曲線にはなりえない」
ということになる。続いて、次の上限の場合の結果およびその証明の概
略を述べる。

定理 7 ([26]). C を非退化射影曲線とする。deg C ≥ (codim C)2 +
4 codim C+2と仮定する。もし、reg C = ⌈(deg C−1)/codim C⌉+k(C)−1
とすれば、C は有理線織曲面もしくは正規 Del Pezzo 曲面上の因子と
なる。

注意 8. 古典的な意味での Del Pezzo 曲面 V (⊆ PN
k ) は、非退化非特異射

影曲面で deg V = codim V + 2 および ωV
∼= OV (−1) を満たすもので、

この曲面は、P2
kの一般の位置にある d(≤ 6) 個の点のブローアップもし

くはP1
k ×P1

k の P8
kへの 2-uple 埋め込みになることが知られている。例え

ば、[15, (4.7.1)] に書かれている。一般の正規 Del Pezzo 曲面は、Fujita
[10], [11, (1.9.14)] により分類されている。

定義 9. S = k[X0, · · · , XN ] を体 k 上の多項式環、m = (X0, · · · , XN) と
する。次数付き S 加群 N に対して、Soc(N) = {x ∈ N |mx = 0}、つ
まり、Soc(N) は極大イデアル m で零化される N の元の集合と定義し、
これをN のソークルと呼ぶ。また、a−(N) = min{ℓ|[N ]ℓ ̸= 0} と定義
する。

定理 7 の証明. C を PN+1
k = Proj S の非退化射影曲線とする。こ

こで、S = k[X0, · · · , XN+1] は多項式環で m = (X0, · · · , XN+1) とす
る。X = C ∩ H を一般超平面切断とする。定理 5 の証明より、等
号 reg C = ⌈(deg C − 1)/codim C⌉ + k(C) が成り立つには reg X =
⌈(deg X − 1)/codim X⌉ + 1 もしくは reg X = ⌈(deg X − 1)/codim X⌉



が成立しなければならない。補題 3 と補題 4 によって、X は有理正規曲
線上もしくは楕円正規曲線上にある。ここでは、楕円正規曲線上にあると
きの証明だけを与える。X がH(∼= PN

k )の楕円正規曲線 Z に含まれている
とする。ここで、N = codim C = codim X である。 d = deg C = deg X
とおくと、deg Z = codim Z + 2 = N + 1 が成り立つ。まず、N = 2 の
とき、Z は非特異平面３次曲線であり、N ≥ 3 のとき、Z は２次式で定
義される曲線である。そこで、次の図式

Γ(IZ/H(ℓ))
∪

Γ(IC/PN+1
k

)(ℓ) −→ Γ(IX/H(ℓ))

を考える。まず、N ≥ 3 のとき Γ(IZ/H(2)) = Γ(IX/H(2)) であること、
N = 2のときΓ(IZ/H(3)) = Γ(IX/H(3))であることを示す。実際、N ≥ 3
のとき、 X ⊆ Q と Z ̸⊆ Q を満たす２次超曲面 Q が存在すれば、
X ⊆ Z ∩Q となるので、ベズーの定理より、d ≤ 2(N + 1) となる。これ
は d ≥ N2 +4N +2 に矛盾する。また、N = 2 のときは、Γ(IZ/H(3)) ∼=
Γ(IX/H(3))が成り立つ。実際、成り立たないとすると、同様にして、d ≤
3(N + 1) = 9 が得られるが、これは d ≥ N2 + 4N + 2 = 14 に矛盾する。
次に、 N ≥ 3 のとき、Γ(IC/PN+1

k
(2)) → Γ(IX/H(2)) が全射であるこ

と、N = 2 のとき、Γ(IC/PN+1
k

(3)) → Γ(IX/H(3)) が全射であることを示

す。さて、φ : H1
∗(IC/PN+1

k
)(−1)

·h→ H1
∗(IC/PN+1

k
)とおく。ここで、h ∈ [S]1

は超平面 H の定義式である。次の完全列
Γ∗(IC/PN+1

k
) → Γ∗(IX/H)

→ H1
∗(IC/PN+1

k
)(−1)

φ→ H1
∗(IC/PN+1

k
) → H1

∗(IX/H),

から、N ≥ 3のとき、[Ker φ]2 = 0となること、N = 2のとき [Ker φ]3 = 0
となることを示せばよいことがわかる。もちろん、このことが成立すれ
ば、N ≥ 3 のとき、Γ(IC/PN+1

k
(2)) → Γ(IX/H(2)) は全射となり、c = 2

のとき、Γ(IC/PN+1
k

(3)) → Γ(IX/H(3)) は全射になる。
N ≥ 3 のとき、[Ker φ]2 = 0 となること、N = 2 のとき [Ker φ]3 =

0 となることを示そう。Huneke-Ulrich によるソークル補題 (命題 16)
を用いると、１次式 h ∈ [S]1 を適当に（正確には “generic” に）とる
と、a−(Ker φ) > a−(Coker φ) が得られる。したがって、 a−(Ker φ) >
a−(Soc(H1

∗(IX/H))) となる。さて、 a−(Soc(H1
∗(IX/H))) を計算しよう。

Z が ACM であるので、短完全列 0 → IZ/H → IX/H → IX/Z → 0 か
ら、短完全列

0 → H1
∗(IX/H) → H1

∗(IX/Z) → H2
∗(IZ/H) → 0

を得る。ここで、 H2
∗(IZ/H) ∼= H1

∗(OZ) ∼= k となっているので、
H1

∗(IX/H) の構造は、0 次成分を除いて、H1
∗(IX/Z) の構造に一致してい

る。Serre の双対性によって、H1
∗(IX/Z) は Γ∗(OZ(X)) の 双対な次数付

きS 加群と同型である。つまり、Soc(H1
∗(IX/Z))は、ベクトル空間として



Γ∗(OZ(X))/mΓ∗(OZ(X))の双対と同型である。ここで、F = OZ(X)と
おくと、Z は非特異楕円曲線であることから、−d−(m−1)(N+1) < 0の
とき、H1(F⊗OZ(m−1)) = 0となる。よって、m ≥ (N−d+2)/(N+1)に
対して、F はm-regularである。したがって、m = ⌈(N−d+2)/(N +1)⌉
とおくと、Mumford の結果 [28] を使うと

Γ(F ⊗OZ(ℓ)) ⊗ Γ(OZ(1)) → Γ(F(ℓ + 1))

は ℓ ≥ m のとき、全射となる。ゆえに、a−(Soc(H1
∗IX/Z)) ≥ −m が成

立する。即ち、 d ≥ 3N + 4 のとき、a−(Soc(H1
∗(IX/H))) ≥ 2 が成立

し、d ≥ 4N + 5 のとき、a−(Soc(H1
∗(IX/H))) ≥ 3 が成立する。ここで、

d ≥ N2 + 4N + 2 であることを用いると、N ≥ 3 のとき、[Ker φ]2 = 0
であることと、N = 2 のとき、[Ker φ]3 = 0 であることが得られる。
以上によって、 N ≥ 3 のとき、全射 Γ(IC/PN+1

k
(2)) → Γ(IX/H(2)) ∼=

Γ(IZ/H(2)) が得られた。 Z が X を含むすべての２次超曲面の共通部分
であることに注意する。 Y ′ を C を含むすべての２次超曲面の共通部分
とする。Y ′∩H = Z となるから、 Y ∩H = Z を満たす Y ′ の既約成分 Y
が存在する。 N = 2 の場合も同様に、Y ∩ H = Z を満たす既約成分 Y
を得る。このようにして C を含み、Y ∩H = Z と deg Y = codim Y + 2
を満たす曲面 Y を得る。その超平面切断が楕円正規曲線なので、Y は
正規であり、 [11, (1.6.5)] を用いると、Y は正規 Del Pezzo 曲面となる。

注意 10. 次数が十分に大きいという条件は必要であると考えている。
ACM 曲線の場合であるが、種数 g ≥ 5 の超楕円でない射影曲線 C を
KC による標準埋め込みで得られた曲線 C ⊆ Pg−1

k を考えると、定理 5
においてCastelnuovo-Mumford 量の上限を満たすが、最小次数の射影曲
面の因子にはなりえないことがわかる。([37, page 160]) また、補題 3 に
ついても、P3

k の (2,2,4) 完全交叉を考えると、定理 2 での上限を満たす
が、ある有理正規曲線上の点にはなりえないことがわかる。([24, (2.6)])

3. Buchsbaum 多様体の Castelnuovo-Mumford 量
Buchsbaum多様体について説明する。まず、座標環 R がBuchsbaum

環となる定義を述べる。S = k[X0, · · · , XN ] を多項式環、I を S の斉次
イデアルとし、R = S/I とする。R は通常の重み付けにより、次数環と
なる。n = R+ を R の極大斉次イデアルとする。dim R = n + 1 とおく。

定義と命題 11. R がBuchsbaum 環とは、次の同値条件を満たすときを
いう。

(1) R 加群 M の任意の同次パラメータ系 f0, · · · , fn に対して、q =
(f0, · · · , fn) とおく。このとき、lengthR(R/qR)− e(q; R) の値が
パラメータ系の取り方によらず一定である。

(2) R 加群 M の任意の同次パラメータ系 f0, · · · , fn に対して、
[(f0, · · · , fj−1)M : fj] = [(f0, · · · , fj−1)M : m], 0 ≤ j ≤ n が
成り立つ。



(3) R 加群 M の任意の同次パラメータ系 f0, · · · , fn に対して、
mHi

m(M/(f0, · · · , fj−1)M) = 0, i + j < n が成り立つ。

ここで、曲線の場合の類似の定理が得られる。

定義 12. 射影多様体 X ⊆ PN
k がBuchsbaum多様体であるとは座標環 R

がBuchsbaum 環であるときをいう。

定理 13 ([35]). V ⊆ PN
k を非退化Buchsbaum多様体とすると、

reg V ≤
⌈
deg V − 1

codim V

⌉
+ 1

が成立する。

定理 14 ([30, 37]). V ⊆ PN
k を非退化 Buchsbaum多様体とする。基礎

体の標数は０とする。 V を ACM でないと仮定する。もし、 deg V ≥
(codim V )2 + 2 codim V + 2 および reg V = ⌈(deg V − 1)/codim V ⌉ + 1
とすると、 V は有理線織多様体上の因子となる。

定理 15 ([27]). V ⊆ PN
k を非退化 Buchsbaum多様体とする。deg V ≥

(codim V )2 + 4 codim V + 2 と仮定する。もし、reg V = ⌈(deg V −
1)/codim V ⌉ とすれば、C は有理線織多様体もしくは正規 Del Pezzo 多
様体上の因子となる。

4. 補足
まず、ソークル補題を紹介する。この補題の正標数版ができれば、い

ろいろな問題の解決に役立つ。

命題 16 ([17, (3.11)]). 標数 0 の体 k の 多項式環 S = k[X0, · · · , XN ] お
よび極大イデアル m = (X0, · · · , XN) に通常の次数を入れる。有限生成
次数付き S 加群 M と “generic” な１次式 h ∈ [S]1 に対して、次の完全
列を考える。

0 → Ker φ → M(−1)
φ→ M → Coker φ → 0

もし、Ker φ ̸= 0 であれば、a−(Ker φ) > a−(Soc(Coker φ)) が成立する。
ただし、φ = ·h とする。

この補題は、定理 7 でも、キーポイントの一つになっている。蛇足で
はあるが、この補題の出所を紹介する。射影多様体を与えたときにその
一般超平面切断が完全交叉であれば、元の射影多様体も完全交叉である
か、という問題である。Strano [34] がこの問題に一つの答えを与えてい
る。Huneke-Ulrichのソークル補題は、その証明のエッセンスを取り出し
ており、代数的に明快な証明を与えている。

次のようにセットアップする。 k を代数的閉体で、char k = 0 とする。
X ⊆ PN

k = Proj S を射影多様体とする。一般超平面切断 X ∩ H ⊆ H



を考える。S = k[X0, · · · , XN ] を多項式環とし、m = (X0, · · · , XN) と
する。I = Γ∗IX を X の定義イデアル、J = Γ∗IX∩H の定義イデアル
とする。H の定義方程式を h ∈ [S]1 とおき、R = S/(h) とする。する
と、J = (I + (h))sat/(h) となる。つまり、J は I + (h) の飽和イデアル
の R への像である。J が R の完全交叉イデアルならば、I も S の完
全交叉イデアルとなるか、という問題を考える。(I + (h))sat = I + (h)
が言えればよいので、R/J が Cohen-Macaulay (resp. Gorenstein) なら
ば、S/I が Cohen-Macaulay (resp. Gorenstein) か、という問題に言い
換えることができる。まず、dim S/I ≥ 3、つまり、dim X ≥ 2 のときは
容易である。実際、短完全列 0 → S/I(−1) → S/I → S/(I + (h)) → 0
から完全列 H0

m(S/I + (h)) → H1
m(S/I)(−1) → H1

m(S/I) → H1
m(S/I +

(h)) → H2
m(S/I)(−1) → · · · を得る。Hi

m(S/I + (h)) ∼= Hi
m(R/J), i ≥

1 であるから、R/J が Cohen-Macaulay を仮定すると、Hi
m(S/I) = 0,

2 ≤ i ≤ dim S/I − 1 が言える。さらに、dim S/I ≥ 3 と仮定したの
で、dim S/I + (h) ≥ 2 となる。よって、H1

m(S/I + (h)) = 0 となるの
で、H1

m(S/I) = h ·H1
m(S/I) が言える。ここで、中山の補題を用いると、

H1
m(S/I) = 0 となり、以上により、S/I がCohen-Macaulay が示された。
つまり、dim X = 1 のときが問題として残された。
このようにして、射影曲線 C ⊆ PN

k に対して、一般超平面切断 C∩H ⊆
H を考える。C ∩ H が ACM (算術的 Gorenstein, 完全交叉) ならば、
C も ACM (算術的 Gorenstein, 完全交叉) であるか、を考えればよい
ことがわかる。射影曲線 C ⊆ PN

k に対して、I = Γ∗IC ⊆ S および
J = Γ∗IC∩H ⊆ R をとる。次が結論である。

命題 17 ([17, (3.19)]). N ≥ 4 とする。J が R の完全交叉イデアルであ
れば、I も S の完全交叉イデアルである。

命題 18 ([17, (3.20)]). I ⊆ m3 とする。R/J が Gorenstein であれば、
S/I も Gorenstein である。

上の２つの命題から、次の定理が証明される。

定理 19. 射影曲線 C ⊆ PN
k の一般超平面切断 C ∩ H ⊆ H が完全交叉

とする。C が P3
k の２次超曲面に入らなければ、C は完全交叉である。

(I + (h))sat ̸= I + (h) と仮定して、b = min{ℓ|[(I + (h))sat/(I +
(h))]ℓ ̸= 0} とおく。R/J は１次元でCohen-Macaulay と仮定しているか
ら、極小自由分解の長さは N − 1 になり、0 → ⊕bN−1

j=1 R(−nN−1,j) →
· · · ⊕b1

j=1 R(−n1,j) → R → R/J → 0 とおける。R の標準加
群 KR

∼= R(−N) を用いて、Hom R( • , KR) をとると、R/J が
Cohen-Macaulay なので、完全列 0 → R(−N) → ⊕b1

j=1R(n1,j −
N) → · · · → ⊕bN−1

j=1 R(nN−1,j − N) → Ext N−1
R (R/J,KR) → 0

である。ここで、Hom k(Ext N−1
R (R/J,KR), k) ∼= H1

m(R/J) が成り
立ち、Ext N−1

R (R/J,KR)/mExt N−1
R (R/J,KR) と Soc H1

m(R/J) とが、k



ベクトル空間の双対同型になることに注意すると、Soc H1
m(R/J) ∼=

⊕bN−1

j=1 k(−nN−1,j + N) となることがわかる。

さて、完全列 0 → S/I(−1)
·h→ S/I → S/(I + (h)) → 0 から、0 →

(I + (h))sat/(I + (h)) → H1
m(S/I)(−1)

φ→ H1
m(S/I) → H1

m(R/J) とな
る。ソークル補題より、a−((I + (h))sat/(I + (h)) > a−(Soc(Coker φ)) ≥
a−(Soc(H1

m(R/J)) = a−(⊕bN−1

j=1 k(−nN−1,j + N)) = minj{nN−1,j − N} と
なるので、b + N − 1 ≥ minj{nN−1,j} を得る。したがって、次の補題が
示された。

補題 20. I+(h)が飽和イデアルでないとすると、b+N−1 ≥ minj{nN−1,j}
である。

補題 21. minj{nN−1,j} > maxj{n1,j}+ N − 1 とすると、I + (h) が飽和
イデアルとなり、S/I はCohen-Macaulay になる。

実際、I + (h) が飽和イデアルでないとすると、補題 20 と仮定より、
b > maxj{n1,j}となる。ところが、b = min{ℓ|[(I+(h))sat/(I+(h))]ℓ ̸= 0}
なので、J の生成元が次数 b のところにあるので矛盾する。

命題 17 の証明. J ⊂ R は完全交叉イデアルなので、これが次数
d1, · · · , dN−1 の元で生成されているとすると、R/J の極小自由分解は、
R(−d1 − · · · − dN−1) → · · · → R → R/J → 0 となる。di ≥ 2
だから、

∑
j ̸=i dj ≥ 2(N − 2) > N − 1 となる。N ≥ 4 を使うと、

d1 + · · · + dN−1 > maxj{dj} + N − 1 なので、補題 21 より、I + (h)
が飽和イデアルになるので、I は完全交叉イデアルになる。

命題 18 の証明. S/I を Gorenstein でないと仮定する。すると、S/I
は Cohen-Macaulay でもない。R/J は Gorenstein だから、極小自由分
解は、自己双対なので 0 → R(−nN−1) → ⊕jR(−nN−1 + n1,j) → · · · →
⊕jR(−n1,j) → R → R/J → 0と書ける。補題 20より、b+N−1 ≥ nN−1

となる。極小自由分解の対称性より、 nN−1 ≥ maxj{n1,j}+minj{n1,j}+
N − 3 となる。
さて、a = minj{n1,j} とおく。a ≥ 3 とすると、b + N − 1 ≥ nN−1 ≥

maxj{n1,j} + minj{n1,j} + N − 3 ≥ maxj{n1,j} + N となり矛盾。また、
a = 1 とする。[(I + (h))sat/(I + (h))]1 ⊆ [H1

m(S/I)]0 に注意する。また、
Γ(OPN

k
) → Γ(OC) → [H1

m(S/I)]0 → 0は完全列である。ところが、C は被
約で連結なので、Γ(OPN

k
) → Γ(OC)は全射で、[(I+(h))sat/(I+(h))]1 = 0

となり矛盾。したがって、a = 2 となる。
I ⊆ m3 なので、a = b = 2 となる。再び、b + N − 1 ≥ nN−1 ≥

maxj{n1,j} + minj{n1,j} + N − 3 ≥ maxj{n1,j} + b + N − 3 なので、す
べての j に対して n1,j = 2 となる。つまり、J は２次式で生成される。
完全列 0 → (I + (h))sat/(I + (h)) → H1

m(S/I)(−1)
φ→ H1

m(S/I) →
Coker φ → 0 と [H1

m(S/I)]ℓ = 0, ℓ ≤ 0 より、[Coker φ]ℓ = 0,



ℓ ≤ 0 と [Coker φ]1 = [H1
m(S/I)]1 を得る。定理 20 の証明より、

Soc(Coker φ) ⊆ Soc([H1
m(R/J)]) = k(−nN−1 + N) となる。よって、

Soc(Coker φ) = k(−nN−1 + N) であり。1 ≤ nN−1 − N となる。とこ
ろで、N + 1 = N − 1 + b ≥ nN−1 なので、結局、nN−1 = N + 1 な
ので、Soc(Coker φ) = k(−1)、つまり、[H1

m(S/I)]1 = [Coker φ]1 = k
となる。したがって、[(I + (h))sat/(I + (h))]2 ⊆ [H1

m(S/I)]1 = k とな
る。I が３次以上の元で生成されるので、[J ]2 = [(I + (h))sat/(h)]2 =
[(I + (h))sat/(I + (h))]2 = k となる。ht(J) ≥ 2 なので、J が２次式で生
成されることに矛盾する。
最後に、Nagel [29, (4.1)](Eisenbud-Green-Harris の方法) にしたがっ

て、Eisenbud-Harris の補題の証明を正標数でも有効な形で述べる。

定理 22. X ⊆ PN
k が一様な点の配置にあるとする。N ≥ 3 および

deg X ≥ 6N−7と仮定する。X の座標環 R の h ベクトルを (h0, · · · , hs)
とする。このとき、X が楕円正規曲線上にあるための必要十分条件は、
h2 = N +1、つまり、Hilbert 関数がHX(2) = 2N +2 となることである。

次の Harris の予想は有名である。もちろん、これがわかれば補題 3、
補題 4 の一般化が得られる。

予想 23. X ⊆ PN
k を一様な点の配置とし、1 ≤ m ≤ N − 1 となる m に

対して、deg X ≥ 2N +2m+1 とする。Hilbert 関数が HX(2) = 2N +m
を満たす (h2 = N + m− 1) とすると、X は次数が高々 N + m− 1 とな
るある射影曲線上の点にある。

そこで、Castelnuovo-Mumford 量を用いた次の予想も提示したい。

予想 24. C ⊆ PN
k を非退化射影曲線とする。deg C ≫ 0と仮定する。

m = ⌈(deg C − 1)/codim C⌉ + max{k(C), 1} + 1 − reg C とおく。する
と、C は deg S ≤ codim S + m を満たす射影曲面 S 上の因子となる。

定理 22 の証明. まず、X がある楕円正規曲線 C に含まれるとする。
X ⊆ Q となる任意の２次超曲面 Q ⊆ PN

k に対して、C ⊆ Q となる。
実際、C ̸⊆ Q とすると、Q ∩ C は、点の集合で、X を含むので、ベ
ズーの定理より、2(N + 1) ≥ d ≥ 6N − 7 となり、N ≥ 3 に矛盾する。
Riemann-Roch の定理を用いると、HX(2) = HC(2) = dimk Γ(OC(2)) =
2 deg C + 1 − pg(C) = 2N + 2 となる。

逆に、HX(2) = 2N + 2 を仮定する。[16, (3.19)] より、ある有理正規
線織曲面 (rational normal surface scroll) S ⊆ PN

k が存在して、X ⊆ S
を満たす。すると、HS(2) = 2N + 1 となる。なぜなら、S は、2 × N
行列の２次小行列式でなる N(N − 1)/2 個の２次式で定義されるので、
HS(2) = (N +2)(N +1)/2−N(N −1)/2 = 2N +1となる。そこで、２次
超曲面 Q ⊆ PN

k で、X ⊆ Q およびS ̸⊆ Q を満たすものをとる。すると、
T = S∩Qは ACMスキームで、deg T = 2(N −1)となる。もちろん、T
は既約もしくは被約とは限らないが、T に退化成分 U ⊆ PN ′

k , N ′ < N が



あるとする。X は一様な配置の点なので、X∩U は高々N ′+1個の点であ
る。N ′ + 1 = codim (U, PN ′

k ) ≤ deg U + 1 ≤ 2 deg U なので、退化成分 U
は高々 2 deg U 個の X の点を含む。一方、d ≥ 6N−7 > 4N−4 = 2 deg T
であるから、T の既約成分がすべて退化していれば、d ≤ 2 deg T とな
り、矛盾する。よって、T には少なくとも一つの非退化な既約成分 C が
存在する。N ≤ deg C ≤ deg T ≤ 2N − 2 なので、C が被約であるこ
ともわかる。T の C 以外の既約成分は、退化していることもわかる。C
以外の既約成分の和集合の次数は、高々(2N − 2) − N = N − 2 であり、
上の議論を再び用いると、この和集合は高々 2(N − 2) 個の X の点を
含む。したがって、C は少なくとも d − 2(N − 2) ≥ 4N − 3 個の X の
点を含む。即ち、X ′ = C ∩ X とすると、deg X ′ ≥ 4N − 3 である。X
は一様な点の配置にあり、HX(2) = 2N + 2 ≤ 4N − 3 = deg X ′ となる
から、HX(2) = HX′(2) ≤ HC(2) となる。再びベズーの定理を使うと、
HC(2) = HX′(2) = 2N + 2 が言える。したがって、C は PN

k の有理正規
曲線にはなりえない。

したがって、証明すべきことは、この C が楕円正規曲線になること
である。すると、C の定義式は２次式であることが言える。HX(2) =
HX′(2) = HC(2) なので、C は X を含むことがわかり、これで証明は完
了する。

Z = C∩H を C の超平面切断とする。すると、完全列H1(IC(t−1)) →
H1(IC(t)) → H1(IZ(t)) → H2(IC(t − 1)) → H2(IC(t)) → 0 を得る。命
題 1 によって、h2 = deg Z − N − 1, つまり、任意の t ≥ 2 に対して、
HZ(t) = deg Z となるから、t ≥ 2 について、H1(IZ(t)) = 0 が言え
る。これが、証明のポイントである。したがって、上記の完全列より、
H2(IC)(t) = 0, t ≥ 1 および h1(IC(2)) ≤ h1(IC(1)) となる。ところで、
Riemann-Rochの定理と HC(2) = 2N +2より、h1(IC(1)) = h0(OC(1))−
h0(OPN

k
(1)) + h0(IC(1)) = χ(OC(1)) − (N + 1) = deg C − pa(C) − N と

h1(IC(2)) = h0(OC(2))−h0(OPN
k
(2))+h0(IC(2)) = χ(OC(2))−(2N+2) =

2 deg C−pa(C)−2N−1が得られる。したがって、deg C ≤ N +1が成立
する。C は有理正規曲線でないので、deg C = N +1となり、h1(IC(2)) =
h1(IC(1)) が成り立つ。よって、完全列 H0(IC(1)) = 0 → H0(IC(2)) →
H0(IZ(2)) → H1(IC(1)) → H1(IC(2)) → 0より、H0(IC(2)) ∼= H0(IZ(2))
が得られる。Hilbert 関数に注意すると、Z の定義イデアルは２次生成
なので、Γ∗IC → Γ∗IZ は全射である。よって、H1

∗IC = 0 となり、C は
ACMとなる。このようにしてC が楕円正規曲線であることは示された。
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[6] J. D’Almeida, Régularité des courbes de Pr, C. A. Acad. Paris Sér I Math. 309
(1989), 357 – 358

[7] D. Eisenbud and S. Goto, Linear free resolutions and minimal multiplicity, J.
Algebra 88 (1984), 89 – 133.

[8] D. Eisenbud, The geometry of syzygies, GTM 229, Springer, 2005.
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