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1 Introduction

本論文は多項式イデアルのシジジーに関する Castelnuovo-Mumford正則量について、そ
の上限を記述する問題についての概説である。Castelnuovo-Mumford正則量の基礎から
始め、Eisenbud-Goto予想をめぐる話を解説し、正則量上限を中心とした射影多様体の分
類にも触れる。正則量の手法をベクトル束の分裂問題に応用することも述べる。

射影多様体の定義方程式（定義イデアル）の複雑さは「シジジー」によって表され、
Hilbertのシジジー定理により、有限な極小自由分解が確定する。Castelnuovo-Mumford
正則量はシジジーに関する不変量であり、Mumford[46]がCastelnuovoのアイディアに基
づいて定義した。1980年代において、Eisenbud-Goto予想 ([15, 20])が提唱された。本論
文は、1980年代以降の歴史に沿って、Castelnuovo-Mumford正則量の概説を行う。

1980年代において、Gruson-Lazarsfeld-Peskineの記念碑的な論文 [19]がある。射影曲
線の美しい結果はそれ以降の研究のモデルにもなっている。Bayer-Mumford の概説 [7]は
その後の発展に指針を与えた。曲面における Pinkham, Lazarsfeld[27]の手法は、1990年
代以降には、Mather理論 [33]を用いるKwak[25], Chiarli-Chiantini-Greco[13] による 14
次元以下の非特異射影多様体に対して Eisenbud-Goto予想が弱い意味で解決したことに
もつながる。

さて、Eisenbud-Gotoの論文 [15]においてはCohen-Macaulay多様体（座標環がCM)
の場合の予想の成立にも触れている。この論文に触発されて、Stückrad-Voge[57] は、
Griffiths-Harris のUniform Position Lemma(cf. [2]) を用いて、0次元の問題に持ち込み、
1980年代までに可換環論において発展したBuchsbaum環の理論をEisenbud-Goto予想の
研究に応用し、良い性質の環についての正則量上限を得た。この手法は、Hoa-Miyazaki[21],
Nagel-Schenzel[49] の 1990年代の結果に受け継がれる。これらの総説をしながら、2010
年前後での講演者によるCastelnuovo-Mumford正則量とBuchsbaum多様体の分類の研究
[40, 41]に触れる。

トーリック多様体の場合、codimX = 2のとき, Peeva-Sturmfels[54]が regX ≤ degX−
1 が成り立つことを示している。Bayer-Peeva-Sturmfels[8]に始まる Scarf複体、Cellular
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複体の研究については、Sturmfelsの講義録 [38]を概説書として挙げたい。

Eisenbud-Goto予想の根本的解決は、現在の見地からは、2010年頃まで停滞してきた
とも言えかねない。2010年以降の目覚ましい発展は、Noma[52], Kwak-Park[26] による非
特異射影多様体でのOX-regularity についてのEisenbud-Goto予想の解決がまず頭に浮か
ぶ。Generic ProjectionやDouble Point Divisor の手法に基づくものである。

最も衝撃的だったのはMcCullough-Peevaによる予想の否定的解決 [36]である。証明
の手法においても極めて興味深い。Rees-like Algebra を用いてイデアルを変形すること、
および、重み付き同次多項式を通常の同次多項式に変形することを用いて、反例を構成す
るという方法を用いている。これらの最近の結果 (cf. [37])を俯瞰し、証明のポイントな
どにも触れる。

最後に、Castelnuovo-Mumford正則量の手法の射影空間のベクトル束の分裂問題への
応用を述べる。有名な射影空間上のベクトル束のHorrocks判定法についての４つの証明
を述べ、ベクトル束の代数的研究についてシジジー論的手法を考えたい。

代数学シンポジウムでのサーベイ講演の機会を与えていただいた森脇淳先生、下元数
馬先生に深く感謝します。解説書を含めた文献をできるだけ引用し、深く学びたい読者の
参考になるように心がけました。

2 Castelnuovo-Mumford Regularity Basics

この章では、Castelnuovo-Mumford正則量の基本的な事項を述べる。詳しい解説は、Bayer-
Mumford[7], Eisenbud[16], Lazarsfeld[28]を参考にされたい。

この論文を通して、次の記号を用いる。kを代数閉体とし、S = k[x0, · · · , xn] を多項
式環とし、m = S+ = (x0, · · · , xn) と書く。射影空間を Pn = ProjS とおく。

定義・命題 2.1 (Mumford[46]). Pn上の連接層F、整数m ∈ Zに対して、F が ‘m-regular’
であるとは、任意の i ≥ 1に対して、

Hi(Pn,F(m− i)) = 0

が成り立つときにいう。これは、Hi(Pn,F(j)) = 0, i ≥ 1, i+ j ≥ m と同値であり、F が
‘m-regular’であれば、F(m) が大域生成であることはよく知られている。

連接層 F のCastelnuovo-Mumford正則量を regF := min{m ∈ Z | F is m-regular }と
定義する。また、射影スキームX ⊆ PnのCastelnuovo-Mumford正則量を regX := reg IX

と定義する。

命題 2.1の証明の概略. 連接層 F が m-regular であれば、 (m + 1)-regularであること、
および、Γ(F(m)) ⊗ Γ(OPn(1)) → Γ(F(m + 1)) が全射となることが、nについての帰納
法で示される。
そこで、ℓ≫ 0のとき、Γ(F(ℓ))⊗OPn → F(ℓ)が全射となることを用いて、Γ(F(m))⊗

OPn → F(m) が全射、つまり、F(m) が大域生成であることを得る。□
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注意 2.2. Castelnuovo-Mumford正則量の定義はいくつかの方向に拡張されている。例え
ば、多重射影空間、重み付き射影空間、グラスマン多様体、大域生成の豊富な直線束な
どである。その場合、上記の性質が保たれているかは、Pn上での証明を見直すとわかる。
(cf. [29])

さて、環と加群を用いて定義をする。

定義 2.3. 多項式環 S 上の有限生成次数加群M をとる。このとき、i = 0, · · · , n+ 1に対
して、ai(M) = max{ℓ ∈ Z|[Hi

m(M)]ℓ ̸= 0}と定義する。さらに、regM = max{ai + i|i =
0, · · · , n+ 1} を M のCastelnuovo-Mumford正則量と定義し、maxdeg(M) をM の最小
の生成元の最大次数と定義する。

注意 2.4. 射影スキーム X ⊆ Pn の定義イデアルを I := Γ∗IX = ⊕ℓ∈ZΓ(Pn, IX(ℓ)) と
し、座標環を R := S/I とすると、maxdeg(I) ≤ reg I が成り立ち、regX = reg IX =
regR + 1 = reg Iとなる。

さて、 Iの次数 S加群としての最小自由分解を考える。シジジー定理により、有限性
が言え、中山の補題により、

0 → Fs → · · · → F1 → F0 → I → 0

が同型の除いて一意的に定まる。ここで、Fi = ⊕jS(−αi,j) は次数自由 S加群であり、写
像 Fi+1 → Fiは斉次多項式の行列で表される。

定理 2.5 (cf. [7, 15]). regX = maxi,j{αi,j − i}

この定理は「Castelnuovo-Mumford正則量は、定義方程式の複雑さを量る」というこ
とを表している。この言い方は「よくある決まる文句」でもあり、「完全交叉」が「最も
複雑」で、「最小次数の多様体」が「最も複雑でない」ことにもなるので、注意すべきで
ある。次の言い換えは非常に面白い。

命題 2.6 (cf. [15]). 次数 S 加群M が m-regular であることの必要十分条件はM≥m :=
⊕ℓ≥mMℓ がm線形な自由分解を持つ、つまり、 M≥mの極小自由分解が

0 → Fs → · · · → F1 → F0 →M≥m → 0,

となることである。ただし、 Fi = ⊕S(−m− i), i = 0, · · · , s は次数自由 S加群である。

証明の概略. 短完全列 0 →M≥m →M →M/M≥m → 0より、完全列

0 → H0
m(M≥m) → H0

m(M) →M/M≥m → H1
m(M≥m) → H1

m(M) → 0

およびHi
m(M≥m) ∼= Hi

m(M), i ≥ 2を得る。これより、M≥m が m-regularであることは容
易にわかる。□
注意 2.7. Lazarsfeld[28]にも解説されている。 F(m) の大域生成を用いて、完全列

0 → F1 → Γ(F(m))⊗OPn(−m) → F(m) → 0,

をつくると、 F1は (m+ 1)-regularになる。これを繰り返すと、（有限とは限らない）線
形な自由分解

· · · → · · · → ⊕OPn(−m− 2) → ⊕OPn(−m− 1) → ⊕OPn(−m) → F → 0.

が得られる。この場合は、大域切断を取っても、完全性は保たれる。
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定義 2.8. 有限生成次数 S加群 M の極小自由分解を F•と書き、Fi = ⊕jS(−j)βij とする
と、βij = dimk[Tor

S
i (M,k)]j となる。この βi,j をBetti数と呼ぶ。 Betti table とは βi,i+j

を (i, j)の場所に書いたものである。Betti tableの例は (2.10), (2.11)を見よ。

注意 2.9. 有限生成次数 S加群 M の射影次元、Castelnuovo-Mumford正則量は Betti数
を用いて、proj.dimSM = max{i|βij ̸= 0}, regM = max{j|βi,i+j ̸= 0} と書ける。また、

M の Poincaré 級数 M は P(M, t) =
∑
i

hM(i)ti =

∑
i(−1)iβijt

j

(1− t)n+1
と表される。

例 2.10. X ⊆ Pnを (d1, · · · , dr)の完全交叉とすると、極小自由分解は

0 → S(−d1 − · · · − dr) → · · · → ⊕j=1,··· ,rS(−dj) → S → S/I → 0

I = (f1, · · · , fr)の定義方程式からなる Koszul複体である。したがって、regX = d1 +
· · ·+ dr − r + 1となる。特に、r = 2, deg f1 = 2, deg f2 = 3 のとき、Betti tableは

0 1 2
0 1 - -
1 - - -
2 - 1 -
3 - 1 -
4 - - 1

となり、regX = 4がわかる。

例 2.11. C を P1 ∋ (s : t) −→ (s3 : s2t : st2 : t3) ∈ P3で定義される 3次の有理正規曲線と

する。曲線 C の定義イデアル I(⊂ S = k[x, y, z, w])は行列A =

[
x y z
y z w

]
の 2 × 2小

行列式で定義される。
ここで、f = yw− z2, g = yz − xw, h = xz − y2とおく。すると、I = (f, g, h) の極小

自由分解は

0 → S(−3)⊕ S(−3)
tA→ S(−2)⊕ S(−2)⊕ S(−2)

[f g h]→ S → S/I → 0

となり、regC = 2が言える。
また、Betti table は

0 1 2
0 1 - -
1 - - -
2 - 3 2

となる。

射影スキームX(⊂ Pn)は、regX ≥ 1 を満たすが、非退化、つまり、Xがどの超平面
にも含まれていないときは、regX ≥ 2 である。

予想 2.12 (Eisenbud-Goto Conjecture). 非退化射影多様体X(⊂ Pn)に対して、regX ≤
degX − codimX + 1 が成立する。

注意 2.13. Eisenbud-Goto予想の右辺も 2以上であり、degX = codimX + 1のときは、
最小次数の多様体と呼ばれ、2次超曲面、Veronese曲面、有理正規スクロール、もしくは、
これらの錐になることが知られている。また、右辺は、∆(X,OX(1)) + 2とも書け、予想
を大域生成の豊富な直線束に拡張できる。

4



例 2.14. X が「既約」および「被約」の条件は必要であり、次のような例がある。

1. P3の捩れの位置にある直線を I = (x, y)∩ (z, w) = (xz, xw, yz, yw) ⊂ k[x, y, z, w] と
する。

2. P3の２重直線を I = (xw − yz, x2, xy, y2) ⊂ k[x, y, z, w] とする。

いずれも reg I = deg S/I = ht I = 2となる。

3 Gruson-Lazarsfeld-Peskineの論文

この章では、有名なGruson-Lazarsfeld-Peskineの論文の筋書きを述べる。ここでは触れ
ないが、原論文では正則量上限の射影曲線と割線の関係にページを割いている。これは、
その後のNoma[50, 51] の結果に発展する。

定理 3.1 ([19]). regC ≤ d+ 2− nが成り立つ。等号が成立するのは、次のいずれかの場
合である。

1. d = n、つまり、Cは有理正規曲線

2. d = n+ 1

3. d > n+ 1,でかつCが (d+ 2− n)-secant lineを持つ。

定理 3.2 ([19]). 非退化射影曲線 C ⊆ Pn, degC = d が、有理曲線でも楕円正規曲線でも
ないとき、regC ≤ d+ 1− nが成り立つ。

補題 3.3. 曲線Cの正規化を p : C̃ → C ⊆ Pn とし、M = p∗ΩPn(1)とおく。C上の直線
束A に対して、H1(C̃,∧2M⊗A) = 0 であれば、regC ≤ h0(A)が成立する。

補題 3.4. d = deg p∗OPn(1)とおく。h0(A) = d + 2 − n および h1(∧2M⊗A) = 0. を満
たす豊富な直線束A ∈ PicC が存在する。

証明の概略. p : C̃ → C ⊆ PnのグラフをΓ ⊂ C̃×Pn とする。射影をそれぞれπ : C̃×Pn →
C̃ f : C̃ × Pn → Pn と書き、OC̃(1) = p∗OPn(1), V = H0(OPn(1)) ⊆ H0(OC̃(1))とおく。
次の完全列は Euler列のそれぞれの引き戻しである。

0 → π∗M → V ⊗OC̃×Pn → π∗OC̃(1) → 0
∥

0 → f ∗ΩPn(1) → V ⊗OC̃×Pn → f ∗OC̃(1) → 0,

すると、p のグラフ Γ(⊆ C̃ × Pn) は π∗M → f ∗OC(1)で定義され、完全列

π∗M⊗ f ∗OPn(−1) → OC̃×Pn → OΓ → 0.

を得る。ここで、 · ⊗ π∗Aを取り、Koszul分解を考えると、

π∗(∧2M⊗A)⊗ f ∗OPn(−2) → π∗(M⊗A)⊗ f ∗OPn(−1) → π∗A → OΓ ⊗ π∗A → 0.
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となり、これより完全列

H0(M⊗A)⊗OPn(−1)
u→ H0(A)⊗OPn → p∗A → 0.

が得られる。ここで、J (⊆ OPn)を p∗Aの Fittingイデアル、即ち、 J = Im (∧n0u),
n0 = h0(A)とする。もちろん、Supp p∗A = Cである。
このようにして、uの Eagon-Northcott 複体

· · · → OPn(−n0 − 2)⊕ → OPn(−n0 − 1)⊕ → OPn(−n0)
⊕ ε→ J → 0

が得られる。ここで ε は全射であり、この複体はCの外では完全であるので、J が n0-
regular、即ち、IX が n0-regularであることが言える。□

GLP論文の解説は、Eisenbud[16]にも書かれている。さらに、Einの講義をまとめた
[14], Lecture 24 の証明法は、2次元以上でのLazarsfeldの方法を射影曲線にも適用した方
法でわかりやすい。Eagon-Northcott複体については、Bruns-Vetter[10]が分かりやすい。
ただし、代数幾何の手法がわかり、簡単に済ませたいのであれば、Einが簡明な解説を述
べている。

命題 3.5 ([14], Lecture 24). スキームX 上のベクトル束 E, F , (rank E = e,rankF = f)
の写像 u : E → F に対して、次の複体

0 → ∧eE ⊗ Se−f (F∗) → · · · → ∧f+1E ⊗ S1(F∗) → ∧fE → ∧fF → 0,

が得られ、これを Eagon-Northcott 複体という。u : E → F が全射のとき、Eagon-
Northcott複体は完全列である。

4 Lazarsfeldの構成法とGeneric Projection Method

Eisenbud-Goto予想への試みは、GLP論文 [19]以降は、Lazarsfeldの構成法 [27]でなされ
てきた。Kwak[25]がMather理論を取り入れ、3次元についても弱い意味で成立すること
を示すまでには、長い年月がかかった。この方法は最終的に Chiantini-Chiarli-Greco[13]
によって次の形の定理になった。この章では、その筋書きを述べる。

定理 4.1. 非退化で非特異な射影多様体 X(⊂ PN
C )に対して、n = dimX ≤ 14であれば、

regX ≤ degX − codimX + 1 + (n− 2)(n− 1)/2 が成立する。

証明の概略を述べよう。一般射影 (generic projection)を p : X(⊆ PN
C ) → Pn+1

C とし、
座標変換により、 p((x0 : · · · : xn+1 : xn+2 : · · · , xN)) = (x0 : · · · : xn+1) と書く。p は
‘generic’なので、各ファイバーは有限である。ここで標準的な写像を次のように定める。

• ψ0 : OPn → p∗OX : a canonical map

• ψ1 =
∑

n+2≤j≤N

ϕxj
: OPn(−1)⊕ → p∗OX , where ϕxj

: OPn(−1)
xj→ p∗OX

• ψ2 =
∑

0≤i≤j≤N

ϕxixj
: OPn(−2)⊕ → p∗OX , where ϕxixj

: OPn(−2)
xixj→ p∗OX
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これらの写像の和を w = ψ0 + ψ1 + ψ2 : G = OPn ⊕OPn(−1)⊕ ⊕OPn(−2)⊕ → p∗OX とす
ると、次の補題が得られる。

補題 4.2. F = G ⊕OPn+1
C

(−3)⊕ · · · ⊕ OPn+1
C

(−n)とおく。全射 v : F → p∗OX が存在し、
v|G = wを満たすとする。そのとき、regX ≤ d − N + n + 1 + (n − 1)(n − 2)/2が得ら
れる。

補題 4.3. If p : X(⊆ PN
C ) → Pn+1

C が ‘good’ であれば、全射F → p∗OX が存在する。

定義 4.4. 射影 p : X(⊆ PN
C ) → Pn+1

C に対して、局所閉集合 Sj = {z ∈ Pn+1
C | deg p−1(z) =

j}とおく。射影 p が ‘good’ であるとは dimSj ≤ max{−1, n− j + 1} for all jのときに
言う。

定理 4.5 (Mather理論 [33]). n = dimX ≤ 14であれば、 p は ‘good’である。

注意 4.6. Behesti-Eisenbud[9]によると、Lazarsfeld による「一般射影 p : X(⊆ PN
C ) →

Pn+1
C のファイバーの次数 deg p−1(z), n = dimXが指数関数的に大きくなりうる」という
ことの証明が書かれている。このことは、「一般射影を用いるEisenbud-Goto予想へのア
プローチ」は高次元ではなかなかうまくはいかないことを示唆している。

5 Noma, Kwak-Park による OX-regularity 予想の解決

Eisenbud-Goto予想において、非退化射影多様体X ⊂ PN に対して、regX = reg IX ≤
degX − codimX + 1 が示したいことである。これは、m = degX − codimX + 1 とおく
とき、(1) H1(IX(m − 1)) = 0 および (2) Hi(IX(m − i)) = 0, i ≥ 2の２つを示すことと
同じである。つまり、次と同値である。

(1) X ⊂ PN が (m− 1)-normalであること、つまり、 Γ(OPN (m− 1)) → Γ(OX(m− 1))
が全射であること

(2) regOX ≤ m− 1.

Noma, Kwak-Park は上記の (2)についての結果を得た。ここでは概略だけ述べるが、
証明を理解するためには、原論文の参考文献から読まなければならない。

定理 5.1 ([52, 26]). 標数 0の代数閉体 k上の非退化で非特異な射影多様体 X ⊂ PN に対
して、 OX は (degX − codimX)-regularである。

証明の概略. n = dimX, d = degX, c = codimX = N − n とおく。X の一般的な位置に
あるN − n− 1個の点からの内点射影 (inner projection) p : X(⊂ PN) · · · −→ X̄(⊂ Pn+1)
をとる。このとき、deg X̄ = d− c+ 1である。
この内点射影のDouble Point Divisorを (cf. [7, Appendix Section 3,4])

Dinn = −KX + (d− n− c− 1)H.

とすると、 Dinn は semiampleであり、小平消滅定理を用いると、regOX ≤ d− cを得る。
□
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6 Buchsbaum環の手法からのアプローチと射影多様体の分
類

本章は、Buchsbaum環の研究の手法がCastelnuovo-Mumford正則量の上限の問題に応用
されたトピックスであり、著者も手がけてきた分野である。正則量をCastelnuovo型の不
等式に現れる ⌈(degX − 1)/codimX⌉の式を用いて上限を求め、その上限を満たす射影多
様体を分類することを行う。

定義 6.1. 射影スキーム X ⊂ Pn = ProjS、ただし S は多項式環でm = S+とする。

1. X が ACM であるとは、 Hi(IX(ℓ)) = 0 1 ≤ i ≤ dimX, ℓ ∈ Zのときにいう。

2. X が Buchsbaum であるとは、dimX ∩L = dimX − codimL を満たすすべての r-
平面 Lに対して、mHi

∗(IX∩L) = 0, 1 ≤ i ≤ dimX ∩ L が成り立つときをいう。

次の定理が初期の結果である。

定理 6.2 (Eisenbud-Goto[15]). 非退化射影多様体 X が ACM であるとき、regX ≤
degX − codimX + 1が成り立つ。

定理 6.3 (Stückrad-Vogel[57]). 非退化射影多様体 X がBuchsbaumであるとき、regX ≤
⌈(degX − 1)/codimX⌉+ 1が成り立つ。

定理 6.4 (Trung-Valla[59], Nagel[47]; Yanagawa[62], Nagel[48]; Miyazaki[41]). .

(1) 非退化射影多様体 X が ACM であるとする。このとき、degX ≫ 0 でかつ regX =
⌈(degX − 1)/codimX⌉+ 1 であれば、Xは最小次数の多様体の因子である。

(2) 非退化射影多様体 X が Buchsbaum であるとする。このとき、degX ≫ 0 でかつ
regX = ⌈(degX−1)/codimX⌉+1 であれば、Xは最小次数の多様体の因子である。

(3) 非退化射影多様体 X が Buchsbaum であるとする。このとき、degX ≫ 0 でか
つ regX = ⌈(degX − 1)/codimX⌉ であれば、X は最小次数の多様体もしくはDel
Pezzo多様体の因子である。

簡単のために、degX ≫ 0 と書いたが、具体的にも表せる。

注意 6.5. 非退化射影多様体 X ⊂ Pn は、degX ≥ codimX+1が成り立ち、等号が成立す
るときに、最小次数の多様体という。このとき、Xは (a)２次超曲面 (b) P5内のVeronese
曲面 (c) 有理正規線織面 もしくは (d) これらの錐であることが知られている。また、Del
Pezzo多様体の定義は [17, Chapter I (6.3)]による。

非退化な Buchsbaum多様体 V ⊆ Pn+dimV に対して、一般超平面切断を繰り返して、
射影曲線 C = V ∩ H1 ∩ · · · ∩ HdimV−1 をとる。さらに、一般超平面切断により、0次
元スキーム X = C ∩ H ⊆ H(∼= Pn) をとる。このとき、Buchsbaum環の性質より、
reg V = regC = regX が言え、X が 0次元スキームであることから、

regX = min{m |H1(IX(m− 1)) = 0} = min{t |Γ(OPN (t)) ↠ Γ(OX(t))}+ 1

となる。つまり、0次元スキームの点の配置の問題に帰着される。char k = 0のとき、X
は ‘uniform position’であり、char k > 0のとき、は ‘uniform position’になるとは限らな
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い [55]。しかしながら、正標数の場合も（Ballicoによる)‘linear semi-uniform position’と
なり、代数的な議論のみで進めることができる。

次の不等式は重要である。

命題 6.6. 射影曲線の一般超平面切断X(⊂ Pn), degX = dに対して、次が成り立つ。

regX ≤ ⌈(d− 1)/n⌉+ 1

標数 0の場合の証明. いわゆる、‘Castelnuovo’s method’ を用いる。ℓ = ⌈(d− 1)/n⌉とお
く。任意の P ∈ Xに対して、X\{P}を ℓ個のグループに分ける。即ち、

X\{P} = {P1, · · · , Pn|Pn+1, · · · , P2n| · · · |P(ℓ−1)n+1, · · · , Pd−1}

とする。Xは ‘uniform position’であるから、ℓ個の超平面Hi = ⟨Pn(i−1)+1, · · · , Pni⟩ ̸∋ P ,
1 ≤ i ≤ ℓを取り、その和集合を F = H1 ∪ · · · ∪Hℓとする。すると、F ∩X = X\{P} と
なるので Γ(OPn(ℓ)) → Γ(OX(ℓ)) が全射となる。□

標数正の場合の証明.
0次元スキームX の座標環を Rとし、h-vectorを h = (h0, · · · , hs)とする。ここで、

h-vectorとは、hi = dimk[R]i − dimk[R]i−1であり、s は hs ̸= 0を満たす最大の整数であ
る。すると、h0 = 1, h1 = (n+ 1)− 1 = n, degX = h0 + · · ·+ hs = d, s = regX − 1は簡
単にわかる。

注意 6.7. Uniform Position Lemma はX のHilbert多項式を制御し、h-vectorの言葉で
は、hi ≥ h1, i = 1, · · · , s− 1であることを示している。これに対して、Ballicoの ‘Linear
semi-uniform position’の定理 [4]は、h1 + · · ·+ hi ≥ ih1, i = 1, · · · , s− 1を示している。

そこで、標数任意の場合の命題 6.6 の証明を続ける。次の命題の (a)は (b) に含まれて
いる。歴史的には、[15]に (a)が述べられており、その後 [57]で (b)が示されている。現
在の観点から、原論文に基づいた代数的証明を与える。

補題 6.8. (a) regX ≤ degX − codimX + 1 (b) regX ≤ ⌈(degX − 1)/codimX⌉+ 1

補題の証明. (a) hi ≥ 1 for 0 ≤ i ≤ s and h1 = nであるから、次が成り立つ。

regX = s+ 1 ≤ h0 + h1 + · · ·+ hs − n+ 1 = d− n+ 1

(b) h0 + · · ·+ hs = d, h1 + · · ·+ hs−1 ≥ (s− 1)h1であるから、

regX − 2 + hs/h1 = (s− 1) + hs/h1 ≤ (h1 + · · ·+ hs−1)/h1 + hs/h1 = (d− 1)/n.

が成り立つ。したがって、regX − 1 ≤ ⌈(d− 1)/n⌉ が得られる。□

続く補題は、Castelnuovo-Mumford正則量上限を満たす Buchsbaum多様体の分類で
用いられる。

補題 6.9 (Castelnuovo, Eisenbud-Harris[20]). 射影曲線の一般超平面切断X ⊂ Pnに対し
て次が成立する。
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1. degX ≥ 2n+ 1 かつ h2 = h1であれば、X は有理正規曲線に含まれる。

2. degX ≥ 2n+ 3かつ h2 = h1 + 1であれば、X は楕円正規曲線に含まれる。

補題 6.10 ([40, 41]).

1. degX ≥ n2 + 2n+ 2かつ regX = ⌈(degX − 1)/n⌉+ 1であれば、X は有理正規曲
線に含まれる。

2. degX ≥ n2 + 4n+ 2かつ regX = ⌈(degX − 1)/n⌉であれば、X は楕円正規曲線に
含まれる。

補題 6.9 を拡張した次のHarris予想があり、これが成立すれば補題 6.10の拡張も得ら
れる。

予想 6.11 (Harris). 1 ≤ m ≤ n− 1とする。degX ≥ 2n+ 2m− 1 かつ h2 = h1 +m− 1
であれば、X は、次数が高々n+m− 1の射影曲線に含まれる。

注意 6.12. 正標数の場合はX が ‘uniform position’ とは限らない。しかしながら、X が
‘uniform position’でない場合、degX ≫ 0のとき regX ≪ ⌈(d− 1)/N⌉+1となることは
[6]の証明から示唆される。

定理 6.4の証明の概略.

(3) の証明の概略を述べる。C を Pn+1 = ProjS の非退化射影曲線とし、S =
k[x0, · · · , xn+1], m = (x0, · · · , xn+1) とする。 補題 6.10を用いると、定理の仮定より、
一般超平面切断 X = C ∩Hに対して、X は有理正規曲線上もしくは楕円正規曲線上にあ
る。ここでは、楕円正規曲線Z(⊂ H ∼= Pn), n ≥ 3 上にある場合を述べる。Zの定義式が
2次生成であることに注意する。ここで、Y ∩H = Z を満たすDel Pezzo曲面 Y を構成
したい。

X = C ∩H ⊂ Z ⊂ H(∼= Pn)

C ⊂ Y ⊂ Pn+1

したがって、Cを含む Pn+1の 2次式で Y を構成するために、次のことを示す。

(a) Γ(IZ/H(2)) ∼= Γ(IX/H(2)).

(b) Γ(IC/Pn+1(2)) → Γ(IX/H(2))が全射である。

実際、X ⊆ Q と Z ̸⊆ Q を満たす２次超曲面 Q が存在すれば、X ⊆ Z ∩Q となるの
で、ベズーの定理より、d ≤ 2(n+ 1) となる。これは d≫ 0 に矛盾し、(a)は示される。

次に、Γ(IC/Pn+1(2)) → Γ(IX/H(2)) が全射であることを示すために、完全列

Γ∗(IC/Pn+1) → Γ∗(IX/H)

→ H1
∗(IC/Pn+1)(−1)

φ→ H1
∗(IC/Pn+1) → H1

∗(IX/H),

を考える。ここで、φ : H1
∗(IC/Pn+1)(−1)

·h→ H1
∗(IC/Pn+1) とおく。h ∈ [S]1 は超平面 H の

定義式である。[Kerφ]2 = 0 となること、示せばよい。
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Huneke-Ulrich によるソークル補題 (命題 6.13) を用いると、１次式 h ∈ [S]1 を適当
に（正確には “generic” に）とると、a−(Kerφ) > a−(Cokerφ) が得られる。したがって、
a−(Kerφ) > a−(Soc(H

1
∗(IX/H))) となる。ここで、 a−(Soc(H

1
∗(IX/H))) を計算する。

Z が ACM であるので、短完全列 0 → IZ/H → IX/H → IX/Z → 0 から、短完全列

0 → H1
∗(IX/H) → H1

∗(IX/Z) → H2
∗(IZ/H) → 0

を得る。ここで、 H2
∗(IZ/H) ∼= H1

∗(OZ) ∼= k であるから、H1
∗(IX/H) は、0 次成分を

除いて、H1
∗(IX/Z) の加群の構造に一致している。Serre の双対性によって、H1

∗(IX/Z)
は Γ∗(OZ(X)) の 双対な次数付き S 加群と同型である。つまり、Soc(H1

∗(IX/Z)) は、
Γ∗(OZ(X))/mΓ∗(OZ(X)) の双対と同型である。そこで、 F = OZ(X) とおくと、 Z
は非特異楕円曲線であるから、−d− (m− 1)(n+1) < 0 のとき、H1(F ⊗OZ(m− 1)) = 0
となる。よって、m ≥ (n− d+ 2)/(n+ 1) に対して、 F はm-regular である。したがっ
て、m = ⌈(n− d+ 2)/(n+ 1)⌉ とおくと、

Γ(F ⊗OZ(ℓ))⊗ Γ(OZ(1)) → Γ(F(ℓ+ 1))

は ℓ ≥ m のとき、全射となるので、a−(Soc(H1
∗IX/Z)) ≥ −m が成立する。即ち、 d ≫ 0

のとき、a−(Soc(H1
∗(IX/H))) ≥ 2 が成立し、[Kerφ]2 = 0 が示された。この操作を繰り返

すことにより、定理が証明される。尚、Socle補題は、標数 0の場合のみに適用されるが、
正標数の場合は別の議論で迂回して定理は証明できる。□

定理 6.13 (Socle Lemma[23]). 標数 0の体 k上の多項式環をS = k[x0, · · · , xn]とし、有限
生成次数 S加群をM とする。十分一般の 1次式 (a generic element) h ∈ [S]1に対して、

0 → Kerφ→M(−1)
φ→M → Cokerφ→ 0

とする。ここで、φ = ·h. とおく。このとき、Kerφ ̸= 0 であれば、a−(Kerφ) >
a−(Soc(Cokerφ))が成り立つ。

ここで、有限生成次数S加群N に対して、 Soc(N) = [0 : m]N、a−(N) = min{i|[N ]i ̸= 0}
とする。

射影曲線の場合も類似の結果が得られる。

定義 6.14. 射影曲線 C ⊂ Pn に対し、Hartshorne-Rao 加群を M(C) = H1
∗IC =

⊕ℓ∈ZH
1(IC(ℓ))と定義する。これは次数S加群であり、k(C) = min{v ≥ 0 |mvM(C) = 0}

とおく。

命題 6.15. 非退化な射影曲線C ⊂ Pnに対して、regC ≤ ⌈(degC − 1)/codimC⌉+ k(C).
が成り立つ。degC ≥ 2n2 + n+ 2 でかつ上記の等号が成立すれば、Cは最小次数の曲面
の因子となる。

注意 6.16. 次数が十分に大きいという条件は必要である。種数 g ≥ 5 の超楕円でない射
影曲線 C を標準埋め込みで得られた曲線 C ⊆ Pg−1

k を考えると、Castelnuovo-Mumford
正則量の上限を満たすが、最小次数の射影曲面の因子にはなりえない。

注意 6.17. Buchsbaum多様体を局所Cohen-Macaulay多様体に拡張した結果が望まれる。
これについては [44]に述べているように、中間次元のコホモロジーを制御する不変量をう
まく設定して正則量上限がCastelnuovo型の不等式で記述することを目指している。
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7 McCullough-PeevaによるEisenbud-Goto予想の否定
的解決とRees-like Algebra

定理 7.1 (McCullough-Peeva[36]). 体 k 上の多項式環の非退化な斉次素イデアルの
Castelnuovo-Mumford正則量はその素イデアルの次数のどんな多項式関数でも上限を制御
することはできない。

系 7.2. Eisenbud-Goto予想は、一般には成り立たない。

反例をつくる手順

1. 多項式環 S の（必ずしも素でない）斉次イデアル I で reg I ≫ degS/Iとなるイデ
アルを取る。

2. Rees-lile代数（もしくはRees代数）を用いて、(不定元の次数が１とは限らない)多
項式環 T と斉次素イデアル P をつくる。このとき、regP と deg T/P は reg I と
degS/Iから計算可能に取る。

3. ‘Step-by-step homogenization’ もしくは ‘Prime standardization’を用いて、上記の
T を（標準）多項式環 T ′ にする。ここで、P ′ = PT ′ をつくると、regP ′ = regP
および deg T ′/P ′ = deg T/P が成立する。

一般のイデアルについては、正則量の上限が次のように与えられ、命題 7.3 は nにつ
いての帰納法により、代数的に証明される。

命題 7.3 ([7]). 多項式環 k[x0, · · · , xn]の斉次イデアル I に対して、char k = 0の場合、
reg I ≤ (2maxdeg(I))2

n−1
が成り立つ。一般の場合、reg I ≤ (2maxdeg(I))n!が成り立つ。

上記の上限は、Eisenbud-Goto予想からほど遠いが、次の例からほぼ ‘best possible’な
上限であると考えられている。実際、McCullough-Peevaの反例では、次の例を基に構成
している。

例 7.4 (Mayr-Meyer[35]). k[x0, · · · , xn] のイデアル I でmaxdeg(I) = 4, reg I ≥ 22
n − 1

を満たすものが存在する。

例 7.5 (Koh[24]). k[x1, · · · , x22r−1], r ∈ N の 23 個の 2次式、1個の 1次式で生成された
イデアル Irでmaxdeg(Syz1(Ir)) ≥ 22

r−1
を満たすものが存在する。（原論文通りに書いた

が、変数を 22r − 2個にして、1次式なしでもよい。）

定義 7.6. 多項式環 S = k[x1, · · · , xn]のイデアル I = (f1, · · · , fr)の Rees環は R(I) =
S[It](= ⊕d≥0I

d) ⊂ S[t]として、定義される。ProjR(I) はAnの Iでのブローアップであ
る。ここで、φ : S[y1, · · · , yr] → S[It], φ(yi) = fitとおくとき、定義イデアル P = Kerφ
は計算するのは、一般には困難である。

例 7.7 ([36]). I = (u6, v6, u2w4 + v2x4 + uvwy3 + uvxz3) を多項式環 S = k[u, v, w, x, y, z]
のイデアルとする。このとき、 Rees環 S[It]の定義イデアルを P ⊂ (T = S[w1, w2, w3])
とする。Macaulay2による計算と Bertiniの定理を用いて、3次元射影多様体 X in P5で
degX = 31, regX ≥ 38を満たすものを得る。
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定義 7.8. 多項式環 S = k[x1, · · · , xn] のイデアル I = (f1, · · · , fr) の Rees-like 環
は RL(I) = S[It, t2] ⊂ S[t] として、定義される。ここで、重み付き多項式環 T =
S[y1, · · · , yr, z]を deg yi = deg fi + 1, deg t = 2 として定義する。そこで、ψ : T =
S[y1, · · · , yr, z] → S[It, t2], ψ(yi) = fitとおくと、定義イデアルは Q = Kerψ(⊂ T )で
ある。

例 7.9. k[x] のイデアル I = (x)の Rees-like環 RL(I) = k[x, xt, t2]の定義イデアルは
P = (y2 − x2z)(⊂ k[x, y, z])である。

定理 7.10. 多項式環 S = k[x1, · · · , xn]のイデアル I = (f1, · · · , fr)の Rees-like環の定
義イデアル Q(⊂ T = S[y1, · · · , yr, z])に対して、regT/Q = regS/I + 2 +

∑r
i=1 deg fi,

deg T/Q = 2
∏r

i=1(deg fi + 1), htQ = rとなる。

定理 7.10の証明の概略. まず、定義イデアルQ ⊂ T = k[x1, · · · , xn, y1, · · · , yr, z]の極小
の生成元を計算すると、{yαyβ − zfαfβ|1 ≤ α, β ≤ r}および {

∑
cijyi|

∑
cijfi = 0}とな

ることがわかる。ここで、I の S加群としての極小自由分解を

F1
(cij)−→ F0

(fi)−→ P → 0

と書いた。Q は素イデアルで、z は T/Q非零因子である。ここで T̄ = T/(z), Q̄ = QT̄ と
おくと、T/Q と T̄ /Q̄ のBetti数は一致することがわかる。

さて、T̄ = k[x1, · · · , xn, y1, · · · , yr].の素イデアル Q̄の生成元はM = ({
∑

i cijyi})およ
び N = ({yiyj}) = (y1, · · · , yr)2である。すると、T̄ /Q̄ の極小自由分解は (M +N)/N →
T̄ /N の極小自由分解の写像錐により記述できる。実際、T̄ 加群M +N/N(∼= M/M ∩N)
の極小自由分解は S 加群 SyzS1 I の極小自由分解から書ける、また、T̄ /Q̄ の極小自由分
解はEagon-Northcott複体であるので、これらにより写像錐を記述し、regT/Q, deg T/Q
が計算できる。□
定義・命題 7.11 (Step-by-step homogenization). 多項式環 T = k[y1, · · · , yp] の重みづ
けを deg yi > 1, i ≤ q および deg yi = 1, i > q.とする。そこで、標準多項式環 T ′ =
k[y1, · · · , yp, v1, · · · , vq] を考え、次数準同型写像 ν : T → T ′ を ν(yi) = yiv

deg yi−1
i , i ≤ q

および ν(yi) = yi, i > qと定義する。これを ‘Step-by-step homogenization’と呼ぶ。T の
素イデアル P に対して、P ′ = PT ′ は T ′の素イデアルとなり、T/P と T ′/P ′ のBetti数
は一致することがわかる。

注意 7.12 ([11, 32]). Betti数を保存する同次化の方法としては、‘Step-by-step homoge-
nization’の他に ‘Prime Standization’も研究されている。この方法はAnanyan-Hochster[1]
の ‘homogeneous prime sequence’を用い、特異点を制御することができる。

例 7.13. φ : S → k[t], φ(x) = t, φ(y) = t2, φ(z) = t3で定義されたAffine monomial curve
のイデアルは多項式環 S = k[x, y, z]において P = (x2 − y, xy − z) in S = k[x, y, z]と書
ける。同次式と考えるために、重みを deg x = 1, deg y = 2, deg z = 3とすると、極小自
由分解は

0 → S(−5) → S(−2)⊕ S(−3) → S → S/P → 0.

となるので、regP = 4 が言える。
通常の同次化では、多項式環S ′ = k[x, y, z, w]のイデアルP ′ = (x2−yw, xy−zw, xz−y2)
が得られ (twited cubic curve)、 regP ′ = 2となる。
一方、Step-by-step homogenization では、多項式環 T = k[x, y, z, u, w]のイデアルQ =
(x2 − yu, wyu− zu2)が得られ、これは完全交叉であり、regQ = 4となる。
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定理 7.1 の証明の概略. Koh の例 (7.5)に対して、Rees-lile環、Step-by-step homogeniza-
tion を用いて、標準多項式環 Rrの素イデアル Prを取ると、

• degRr/Pr ≤ 4 · 322r−3 < 250r

• regPr ≥ maxdeg(Pr) ≥ 22
r−1

+ 1 > 22
r−1

,

となり、これはEisenbud-Goto予想の反例を与える。□

8 Castelnuovo-Mumford正則量とHorrocks の判定法

この章では、ベクトル束のHorrocks判定法をCastelnuovo-Mumford正則量の観点から捉
えることから始め、ベクトル束の分類についてのシジジー理論な観点からの概説を行う。
「P1上のベクトル束は直線束の直和に同型である」というGrothendieckの定理の拡張が
次の定理である。

定理 8.1 (Horrocks[22]). Pn上のベクトル束 EがACM、即ち、任意の 1 ≤ i ≤ n− 1に対
してHi

∗(E) = ⊕ℓ∈ZH
i(Pn, E(ℓ)) = 0 であるとする。このとき、E は直線束の直和に同型で

ある。

ここで、定理 8.1の４つの証明の概略を述べる。

第１の証明の概略 (Okonek-Schneider-Sprindler[53]).
射影空間 Pnの次元nについての帰納法である。n = 1はGrothendieckの定理なので、n ≥ 2
とする。帰納法の仮定からψ : E|H ∼= ⊕r

i=1OH(ai)が得られるので、F = ⊕r
i=1OPn(ai)とお

くと、完全列 0 → HomPn(F , E)(−1) → HomPn(F , E) → HomH(F|H , E|H) → 0 と ACM
の仮定から、完全列 HomPn(F , E) → HomH(F|H , E|H) → H1(Pn,⊕E(−ai − 1)) = 0 を得
る。すると、ψの延長φ : E → ⊕r

i=1OPn(ai)が得られ、これは同型であることが示される。
□
第 2の証明の概略 (Auslander-Buchsbaum[3], Matsumura[34]).
Auslander-Buchsbaumの定理の多項式版を示せばよい。即ち、多項式環 S = k[x1, · · · , xn]
上の有限生成次数 S 加群に対して、depth SM + proj.dimSM = nとなることを示す。
proj.dimSM についての数学的帰納法を用いる (cf. [34])。M が自由のときは明らかなの
で、proj.dimSM ≥ 1とする。ここで、完全列 0 → N → F → M → 0 (ただし、F は次
数自由加群)を取り、局所コホモロジーを用いると、帰納法の仮定より証明される。□
第 3の証明の概略.(Ballico-Malaspina[5], Malaspina-Miyazaki[30])
Castelnuovo-Mumford正則量を用いた証明を行う。Pn上のベクトル束Eに対して、reg E =
mとおくと、E(m)は大域生成であるから、全射 ψ : OPn → E が取れる。E は (m − 1)-
regularでなく、かつ、ACM束であるから、Hn(Pn, E(m−n− 1)) ̸= 0 である。Serreの双
対性より Γ(Pn, E∨(m)) ̸= 0となり、ゼロでない写像 φ : E(m) → OPn が存在する。φ ◦ ψ
はゼロでない写像であるから、OPn(−m)が E の直和因子を与える写像になる。これを繰
り返す。□
第 4の証明の概略 (Horrocks[22], Walter[60], Malaspina-Rao[31])
Horrocksのオリジナルなアイディアであるが、ここでは [60]に依る証明の概略を述べる。
ACM多様体上のベクトル束を含む理論は [31]に書かれている。Pn = ProjS上のベクト
ル束 Eに対してE = Γ∗Eとおく。そこで、次数 S∨加群E∨(negatively graded!)の極小自
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由分解 0 → P n−1∨ → · · · → P 0∨ → E∨ → 0 を取ります。（depthE∨ ≥ 2を用いる。）さ
らに、この双対を取ると、次数 S加群の複体 0 → E → P 0 → · · · → P n−1 → 0 が得られ、
この複体の層化は完全列になることがわかります。ここで、次数 S加群E の極小自由分
解 0 → P−n → · · · → P−1 → E → 0をつなげて、複体

P • : 0 → P−n → · · · → P 0 → · · · → P n−1 → 0,

を考えると、Hi(P •) ∼= Hi
∗(E) は S 加群として長さ有限であり、特に、Hi(P •) = 0,

i ̸∈ {1, · · · , n − 1}となる。複体の構成を考えると、次数 S 加群の有界な複体の導来圏
D♭(S−Mod)の中で、τ>0τ<nRΓ∗(E)ということが言える。
さて、Pn 上のベクトル束の安定同値なカテゴリーを VB とおく。ここで、Pn 上のベ

クトル束 E , F に対して、ある直線束の直和 L, M があり、E ⊕ L ∼= F ⊕M を満たすと
き、安定同値という。ここで、C• ∈ Ob(D♭(S−Mod))がHi(C•) が S上有限加群であり、
Hi(C•) = 0, 0 < i < n となる充満部分圏を FinL と書くと、Horrocks の定理は次の通り
になる。

定理 8.2. 同型関手 τ>0τ<nRΓ∗ : VB → FinL はカテゴリーの同値を与える。

Pn上のACM束は τ>0τ<nRΓ∗(E) = 0を満たすので、Horrocks 対応 (8.2)より、E は直線
束の直和に同型になる。□

定義 8.3. Pn上のベクトル束 E が Buchsbaum 束であるとは、任意の r平面 L(⊆ Pn),
r = 1, · · · , nに対して、(x0, . . . , xn)Hi

∗(Pn, E|L) = 0, 1 ≤ i ≤ r − 1が成り立つときをいう。

定義・命題 8.4 (Stückrad-Vogel[58], Schenzel[56]). S = k[x0, · · · , xn] を体 k上の多項式
環とし、m = (x0, · · · , xn)とおく。次数 S加群 M , dimM = d がBuchsbaum加群である
とは、次の同値条件が成り立つときにいう。

(i) ℓ(M/qM)−e(q;M)が同次パラメータイデアルq = (y1, · · · , yd)に依らず一定である。

(ii) 任意のパラメータ系 y1, · · · , yd, 0 ≤ i ≤ d に対して、mHj
m(M/(y1, · · · , yi)M) =

0, 0 ≤ j ≤ d− i− 1 が成り立つ。

(iii) τ<dRΓm(M) はD♭(S−Mod)において ik線形空間の複体に同型である。

定理 8.5 ([12, 18]). Pn上のBuchsbaum 束 E は E ∼= ⊕Ωki
Pn(ℓi) の直和に同型である。

これは、Goto[18]とChang[12]が独立に証明した。その後、Yoshino[62]によるHorrocks
対応を用いた証明がある。著者によるシジジー論的な証明 [45]もあり、それぞれ定理 8.1
の４つの証明にほぼ対応している。

注意 8.6. Horrocks 対応やシジジー論的方法は、ベクトル束のBeilinsonにも対応してい
る。P3上のベクトル束で、Hi

∗(E) ∼= k, i = 1, 2 であり、Buchbaum でなければ、Null-
Correlation 束ということもわかる。P4上のHorrocks-Mumford束を始め、Horrocks対応
に関する条件で具体的（環論的に）表すのは今後の問題と言える。

例 8.7. 次の結果は良く知られているかもしれない。しかしながら、多重 Castelnuovo-
Mumford正則量を用いると、証明がわかりやすい。多重Castelnuovo-Mumford正則量は
[5, 42] の定義に従い、多重射影空間上でのHorrocks判定法に応用されている。
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例えば、次の問題を考える。「X = Pm × Pn上のベクトル束 E で、Hi(E(ℓ1, ℓ2)) = 0,
ℓ1, ℓ2 ∈ Z, 1 ≤ i ≤ m+ n− 1を満たすものは存在しない。」
実際、多重Castelnuovo-Mumford正則量を「うまく」定義すると、Horrocks判定法の

第３証明と同じ方法で、E ∼= OPm(t)⊠OPn(u) となり、これは中間次元のコホモロジーを
持つから矛盾する。

次は、シジジー論的方法による小結果 [30]である。

例 8.8. P2 × P2上の既約なベクトル束 E に対して、次は同値である。

(a) E ∼= ΩP2 ⊠ ΩP2 .

(b) H2(E) ̸= 0 かつ H1(E(1, 1)) = H2(E(0, 1)) = H2(E(1, 0)) = H2(E(−1, 0)) =
H2(E(0,−1)) = H3(E(−1,−1)) = 0が成り立つ。

ついでに、次の例 [43]は、Buchsbaum性の複雑さを表している。

例 8.9. 1. P1 × P1 × P1上のベクトル束 E = OP1 ⊠ OP1(2) ⊠ OP1(4) はmHi
∗(E) = 0,

i = 1, 2であるが、Buchsbaum束でない。

2. P2 × P2上のベクトル束 E = ΩP2 ⊠ ΩP2(3) は H1(E) ̸= 0, H3(E(−3)) ̸= 0.であるが
Buchsbaum束である。
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