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本稿の目的は、射影空間上のベクトル束のHorrocks型の分裂判定法についての研究 [12]

の概説を述べることである。射影空間 P1 上のベクトル束は、Grothendieckの定理より、
直線束の直和に同型になる。Horrocksの定理は、これを Pn上に拡張したものである。

S = k[x0, · · · , xn]を代数閉体 k上の多項式環、m = (x0, · · · , xn)、Pn = ProjSを射影
空間とする。E を Pn上のベクトル束、M = Γ∗(E) は次数 S加群である。

ベクトル束 Eが、ACM束、Buchsbaum束、quasi-Buchsbaum束というのは、次数S加
群のCohen-Macaulay、Buchsbaum、quasi-Buchsbaumという環論的性質であるが、ここ
ではベクトル束のコホモロジーとして定義する。

定義 1. (i) E がACM束であるとは、Hi
∗(E) = 0, 2 ≤ i ≤ n− 1 のときにいう。

(ii) E が quasi-Buchsbaum束であるとは、mHi
∗(E) = 0, 2 ≤ i ≤ n− 1 のときにいう。

(iii) E がBuchsbaum束であるとは、Pn の任意の r部分空間L(∼= Pr), 2 ≤ r ≤ n に対し
て、E|L が quasi-Buchsbaum束となるときにいう。

定理 2 (Horrocks [8]). 射影空間 Pn上のベクトル束 EがACM束であれば、直線束OPn(ℓ)

の直和に同型である。

この定理には、いくつかの証明がある。ベクトル束の教科書であるOkonek-Schneider-

Spindler [14] には、nについての帰納法での証明が書かれている。また、可換環論の教科
書である Matsumura [11] は、Auslander-Buchsbaumの定理 [1] として、Mの射影次元に
ついての帰納法により証明が与えられている。実は、Horrocksのオリジナルな証明は難
しいけれど、導来圏を用いた解説 [10, 17] からは深い結果が読み取れる。
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定義 3 ([5, 13]). Pn上の連接層 F ,整数m ∈ Zに対して、Hi(Pn,F(m−i)) = 0, i ≥ 1が成
り立つとき、F が m-regularであるといい、その最小のm をF のCastelnuovo-Mumford

正則量 regF と書く。

命題 4. F が m-regularであれば、(m+ 1)-regular であり、F(m) は大域生成となる。

Castelnuovo-Mumford正則量を用いた定理 2の証明 (cf. [9]) を紹介する。
m = reg Eとおくと、φ : O⊕

Pn → E(m) を得る。また、E は (m− 1)-regularでなく、中
間次元のコホモロジーは消滅するから、Hn(E(m − n − 1)) ̸= 0 が得られる。Serreの双
対性を用いると、H0(E∨(−m)) ̸= 0 となり、ψ : E(m) → OPn を得る。よって、合成写像
ψ ◦ φ は零写像ではなく、分裂する。したがって、E は OPn(−m) を直和因子に持つ。こ
の操作を繰り返せばよい。 □

さて、ACM束の分類をBuchsbaum束に拡張した定理が次である。Buchsbaum環の理
論は Stückrad-Vogel [15] が詳しい。

定理 5 (Chang [3], Goto [7]). 射影空間 Pn上のベクトル束 EがACM束であれば、微分 p

形式の層の捩れ Ωp
Pn(ℓ) の直和に同型である。

Goto, Chang は、異なった手法で独立に示した。ここでは、シジジーを用いた証明法
(cf. [9, 12])のポイントを紹介する。
ベクトル束 Eが中間次元のコホモロジーを持つとする。例えば、s(̸= 0) ∈ Hp(E) ̸= 0 を
取り、Serre の双対性より、対応する元 t( ̸= 0) ∈ Hn−p(E∨(−n− 1)) ̸= 0 が取れる。Koszul

複体から得られる完全列

0 → E → E⊕(1) → · · · → E⊕(p) → E ⊗ Ωp∨
Pn → 0

0 → E∨(−n− 1) → E∨⊕
(−n) → · · · → E∨⊕

(−p− 1) → E∨ ⊗ Ωp
Pn → 0

から、Buchsbaum理論を用いて、φ : H0(E ⊗ Ωp∨
Pn) → Hp(E), ψ : H0(E∨ ⊗ Ωp

Pn) →
Hn−p(E∨(−n− 1)) により、持ち上げ φ(f) = s, ψ(g) = t が取れる。可換図式

H0(E ⊗ Ωp∨
Pn)⊗ H0(E∨ ⊗ Ωp

Pn) → H0(Ωp∨
Pn ⊗ Ωp

Pn) ∼= H0(OPn)

↓ ↓
Hp(E)⊗ Hn−p(E∨(−n− 1)) → Hn(OPn(−n− 1)),

を考えると、H0(E ⊗ Ωp∨
Pn)⊗ H0(E∨ ⊗ Ωp

Pn) → H0(OPn) は同型 g ◦ f を与える。したがっ
て、Ωp

Pn は E の直和因子となる。 □

最後に、P3上の quasi-Buchsbaum束の分類に進もう。
P3 上の Null-correlation束を定義しよう。S = k[x0, x1, x2, x3] に対して、S ∋ 1 →

(x1,−x0, x3,−x2) ∈ S(1)⊕4 により、φ : OP3 → Ω1
P3(2) を定義する。単射で余核はベクト

ル束になり、
0 → OP3(−1) → Ω1

P3(1) → N ∨ → 0

によって、Null-correlation束 N を定義する。ランクは 2であり、自己双対である。
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命題 6 (Ellia-Sarti [6]). P3上の階数 2 の安定な quasi-Buchsbaum束はNull-correlation 束
の捩れに同型である。

BarthのRestriction定理 [2] が命題 6の証明の鍵である。

論文 [12] の主結果の一つは次の定理である。

定理 7. P3上の階数 3以下の既約なベクトル束は Eが dimk H
1
∗(E) = dimk H

2
∗(E) = 1 を満

たすとき、Null-correlation束の捩れに同型である。

証明の概略. H1(E(−ℓ)) ̸= 0に対応する拡大 0 → E → F → OP3(ℓ) → 0を考えると、
H1

∗(F) = 0, dimk H
2
∗(F) = 1であるから、Buchbaum束となり、F は定理 5より、微分 2

形式の層の捩れに同型になる。よって、0 → OP3(−1) → Ω1
P3(1) → E(ℓ − 1) → 0 となる

ので、E ∼= N ∨(−ℓ+ 1) となる。□

この定理に対して、可換環論の立場で、quasi-Buchsbaum環の構造定理を目指してシジ
ジー論的手法を考えてみる。

定義・命題 8 ([16]). 次数 S-加群M の斉次パラメータ系の一部 f1, · · · , fe に対して、次
が成立するとき、「標準」であるという。ただし qj = (f1, · · · , fj), 0 ≤ j ≤ e, q = qe と
する。 qHi

m(M/qjM) = 0, i, j ≥ 0, i+ j < dimM.

S-加群M の任意のパラメータ系が「標準」であれば、M はBuchsbaumである。 □

P3上の quasi-Buchsbaum 束 E を考えよう。S = k[x0, x1, x2, x3], m = (x0, x1, x2, x3),

M = Γ∗(E) とおく。このとき、mHi
m(M) = 0, i = 1, 2, H0

m(M) = 0 となる。

定義 9. 上記の条件のとき、標準線形パラメータ系 y1, y2 ∈ S1、つまり、y1H1
m(M/y2M) =

y2H
1
m(M/y1M) = 0 であるとき、M を pseudo-Buchsbaumと呼ぶ。

Mが quasi-Buchsbaum であるが、pseudo-Buchsbaumでないとき、Mを nonstandard-

Buchsbaumと呼ぶ。

次も [12] の主結果の一つである。

定理 10. P3上の既約なベクトル束が Eが dimk H
1
∗(E) = dimk H

2
∗(E) = 1 を満たすとする。

E が nonstandard Buchsbaum であれば、E は null-correlation 束に同型である。
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