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1 はじめに

本解説では，力学系のクープマン作用素の入門と
制御への応用について述べる．クープマン作用素は，
B.O. Koopmanによる論文 1)でハミルトン力学系に対し
て導入された線形作用素である．文献 1, 2)により，クー
プマン作用素のスペクトルに基づいて力学系の特性（状
態の時間発展）を特徴付ける可能性が示されて以来，力
学系のエルゴード理論として，クープマン作用素に基づ
く力学系の理論研究が報告されてきた 3–5)．近年は伝統
的なエルゴード理論の対象を超えて，多様なクラスの力
学系の解析や制御に対してクープマン作用素の方法論が
報告されている（総説として文献 6–8)）．特に，流体分
野の接点として，Dynamic Mode Decomposition（DMD;

動的モード分解）9)と呼ばれる流体運動のデータ解析と
クープマン作用素の理論との接点が文献 10)で報告され，
DMDは流体運動の解析に広く応用されている（総説と
して文献 11–13)）．クープマン作用素による力学系の理
論の要点は，力学系の特性にうまく適合した関数空間を
導入し，その特性を関数空間に作用する線形写像の性
質へ帰着する点にある．本解説では，特集の趣旨から，
線形性に関する復習から説明に入り，クープマン作用素
の導入，その方法論の分布定数系で記述される温度場の
制御への応用 14) と説明を進めていく．本解説に関わる
最近の拙著 15, 16) があることを付記する．

2 線形性に関わる復習

工学分野では，線形性を入力と出力を有するシステム
で導入する場合が多い．ここでのシステムとは入力を出
力に変換するルールを意味する．本節では，入力とルー
ルが何かに留意しながら，本解説に関わる線形性を復習
していこう．

2.1 線形空間と写像の線形性
工学，理学に関わらず，線形性に初めて出会う大学の

数学は線形代数である．線形代数の対象はいわゆる線形
空間（ベクトル空間）である．線形空間では，空間の元
の和が定義され，スカラーと呼ばれる数と空間の元の積
（スカラー倍）が可能である．その他にも公理と呼ばれ
る条件が複数あり，それらは線形代数の教科書で確認で
きる注1）．線形空間の例として，nを自然数として，実
数に関する n次元ユークリッド空間R

nや複素数に関す
る n次元ユニタリ空間C

nがある．これらは，線形独立
な元が n個だけ取れる，すなわち任意の元が n個の線
形独立な元を用いて表現できる，有限次元の線形空間の
例である．
線形代数のポイントは，線形空間から線形空間への変

換を表す写像を調べることである．上の例のR
nについ

て，線形空間 R
n から R

n への写像 T を

T : x �→ T (x), x ∈ R
n (1)

と表わす．このT は入力x ∈ R
nを変換して出力T (x) ∈

R
nを生成するルールである．線形代数では特に T が線
形の場合を取り扱う．T が線形であるとは，任意の入力
x1,x2 ∈ R

n とスカラー α1, α2 に対して，T が

T (α1x1 + α2x2) = α1T (x1) + α2T (x2) (2)

を満たすことである．簡単な例として n = 1の場合の
T (x) = ax（aは実定数）がある．そして，線形写像 T

に対して，T (x) = Axで表される n× nの行列 Aが調
べる対象（計算の対象）となる．特に，線形写像の性質
を調べる上で，Aの固有値や固有ベクトルの計算が基本
的になる．

注1）結合法則，交換法則，零元・逆元の存在，云々．
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2.2 関数の線形空間と作用素の線形性
2.1項の線形空間の考え方は関数が元となる集合にも

導入される．例えば，閉区間 X = [−1, 1] ⊂ Rで次の
積分が有界な関数 f(x)を考えよう．
∫ 1

−1

|f(x)|2dx < ∞ (3)

2つの関数 f1(x), f2(x)の和を

f1 + f2 : X � x �→ f1(x) + f2(x) (4)

と定めて，関数 f(x)のスカラー倍を

αf : X � x �→ αf(x) (5)

と定めると，いずれの f1 + f2, αf も式 (3)を満たして
おり，上の和とスカラー倍の条件を満たす関数全体の集
合は線形空間となる．このような関数を元とする線形空
間を F と表わす．関数を元とする線形空間は，数学で
は関数解析の対象であり，信号処理や制御，数値計算な
ど，工学においても標準的である 17)．
上の例と信号処理に関連して，フーリエ級数による周

期関数 f(x)の表現

f(x) =
∞∑

j=−∞
cje

ijπx, x ∈ [−1, 1)

は有名である（iは虚数単位，cj は複素フーリエ係数で
ある）．この表現で与えられる関数全体も線形空間であ
る．この場合，複素指数関数 eijπxは空間の線形独立な
元であり，この元の個数はいくらでも大きく取れること
から，線形空間は無限次元となる．このように関数を元
とする線形空間では無限次元を扱う点が 2.1項の R

nや
C

n とは異なる．
2.1項と同様のポイントとして，関数を元とする線形

空間 F から F への写像，すなわち関数を変換するルー
ルを考える．そのような写像は一般に作用素と呼ばれ，

A : f �→ A(f), f ∈ F (6)

のように Aで表わす．関数解析において特に Aが線形
の場合を調べていく．作用素 Aが線形であるとは，こ
ちらも前項と同様に，任意の入力 f1, f2 ∈ F とスカラー
α1, α2 に関して，Aが

A(α1f1 + α1f2) = α1A(f1) + α2A(f2) (7)

を満たすことにある．この具体例が 3.1項で導入される
クープマン作用素である．

2.3 微分方程式の線形性と力学系
最後に，微分方程式

dx

dt
= ẋ = F (x), x ∈ R

n (8)

の線形性について考えよう．t ∈ Rは独立変数である時
間であり，xは状態と呼ばれ，xの属する空間 R

nは状
態空間と呼ばれる．簡単な例は，一階の線形微分方程式

ẋ = ax, x ∈ R (9)

である（a は実定数）．今，この微分方程式の一般解
x(t) = x(0)eat に基づいて，入力の状態 x(0) を時間 t

後の状態 x(t)に変換する（すなわち状態の時間発展の）
ルールを導入し，このルールを写像

St : x(0) �→ x(t) = x(0)eat (10)

で表す．このような解から定まり，時間をパラメータと
して有する写像は流れ（フロー）と呼ばれる．この流れ
St は，明らかに式 (9)を満たすとともに，任意の入力
xについて，

• t1, t2 ∈ Rに対して St1(St2(x)) = St1+t2(x)

• S0(x) = x

という性質を有し，写像の 1パラメータ群を成してい
ると言われる．式 (8)の一般の微分方程式に対しても，
流れ St : Rn → R

nが，解より導入され，式 (8)を満た
す注2）．

d

dt
St(x) = F (St(x))

通常，微分方程式が線形であるとは，解の重ね合わ
せが成り立つ場合と説明される．すなわち，式 (8)の 2

つの解 x1(t),x2(t)の和 x1(t) + x2(t)と解 x(t)のスカ
ラー倍 αx(t)が式 (8)を満たすことである：

d

dt
(x1(t) + x2(t)) = F (x1(t) + x2(t))

d

dt
(αx(t)) = F (αx(t))

⎫⎪⎬
⎪⎭

よって，2.2項の関数の線形空間をふまえると，微分方
程式が線形であるとは，対応する解全体の集合が線形空
間をなすと言える．また，上の流れ Stを用いると，微
分方程式が線形であるとは，式 (2)の意味で St が状態
xに関して線形になるとも言える（式 (9)に対する流れ
(10)がその例）．一般に線形ではない写像（流れ）の性
質を調べるのが非線形力学系の目的であり，所望の性質
を有する流れを設計するのが非線形制御の目的である．

3 力学系のクープマン作用素

本節では，前節の線形性に留意しながら，式 (8)から
誘導される非線形の流れに対するクープマン作用素の
理論を概観する．
注2）式 (8)の F (x)の性質をうまく定めて，微分方程式には一意の解
が存在するとする．また，F (x)は時間 tを陽に含まない（自励的な）
場合を考えている．
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3.1 クープマン作用素の導入
式 (8)の解から誘導される流れ St : Rn → R

nを考え
る．クープマン作用素の導入のために，観測量と呼ぶ，
状態空間 R

nから複素数の集合 Cへの関数 f : Rn → C

を導入する．観測量 f 自体は数学的な対象であるもの
の，実数値を返す f は，流れの生成する出力（観測，測
定）の数学モデルであり，現象の観測データと現象の背
後にあるルールを結びつける．具体的には，

y(t) = f(x(t)) (11)

と書けば，f が式 (8)のスカラー値出力 yを与えている
ことがわかる．以下において観測量全体の成す線形空間
を F と表わす注3）．2.2項で述べたように，F は一般に
無限次元の空間となる．
今，観測量 f と流れ Stとの合成により新しい観測量
を作るルール（作用素）U t : F → F を

f(x) �→ U tf(x) := (f ◦ St)(x) = f(St(x)) (12)

と導入する．この U tが本解説の主役であるクープマン
作用素である．ここで，流れに沿った出力の時間発展
y(t) = f(St(x))は，f に対する U t の作用により

y(t) = f(St(x)) = U tf(x) (13)

と書けるので，U tが出力に関わる観測量の時間発展の
ルールを表していることがわかる．また，2.3項のStの
性質より，U t は，任意の入力 f について

• t1, t2 ∈ Rに対して U t1(U t2f) = U t1+t2f

• U0f = f

という性質を有し，線形作用素の 1パラメータ群を成
していると言われる．
式 (12)で定義したクープマン作用素 U tは式 (7)の意
味で線形である．2つの観測量 f1, f2 ∈ F およびスカ
ラー α1, α2に対して，関数である観測量の和 (4)とスカ
ラー倍 (5)より，

U t(α1f1 + α2f2)(x) = (α1f1 + α2f2)(S
t(x))

= α1f1(S
t(x)) + α2f2(S

t(x))

= α1(U
tf1)(x) + α2(U

tf2)(x)

となり，U tが f について線形とわかる．そして，いく
つかの条件の下で，非線形の流れ Stの特性を線形作用
素 U tが保持していることが示されている 8)．本解説の
基本的なアイデアは，式 (8)で記述される非線形の流れ
St を線形作用素 U t の性質を用いて解析し設計する点
にある．
注3）バナッハ空間やヒルベルト空間を設定する．

3.2 クープマン作用素のスペクトル
2.1項でふれたように，線形写像の性質を調べるため

に固有値や固有ベクトルが基本的である．関数の空間に
作用する線形作用素であるクープマン作用素 U tに対し
て，固有値の概念の一般化であるスペクトル 18)が導入
される．
まず，有限次元の場合との直感が効く固有値を導入

しよう．式 (8)に対するクープマン作用素 U t の固有値
（クープマン固有値）λ ∈ C とこれに属する固有関数
（クープマン固有関数）φλ ∈ F \ {0}は，次式を満たす
ものとして定義される．

U tφλ(x) = eλtφλ(x) (14)

式 (9)に対する流れ (10)を例にとると，クープマン固有
値 λ = aに属する固有関数 φa(x) = xを見つけること
ができる．

U tφa(x) = φa(S
t(x)) = xeat = eatφa(x)

ここで，式 (14)の両辺を時間 tで微分して，付録 1の
ように変形することで，内積 “·‘”と勾配演算子∇を用
いた

F (x) ·∇φλ(x) = λφλ(x) (15)

を得る．この固有方程式と見なせる関係式はクープマ
ン固有関数の数値計算や 4節の制御への応用で活用さ
れる．
次に，クープマン作用素 U tの無限次元性に由来する
連続スペクトルにふれよう．線形作用素の理論では，固
有値，連続スペクトルに加えて，剰余スペクトルを合わ
せてスペクトルという術語が使われる．連続スペクト
ルの数学的な導入は関数解析の書籍 18)に委ねるものと
して，ここでは，確率過程の議論 19)をふまえて，式 (8)

の出力 (11)が定常応答を表す場合について直感的な導
入を試みる注4）．定常応答を表す y(t)について形式的な
フーリエ変換 Y ′(ω)を考える（ωは角周波数である）．

y(t) =

∫ ∞

−∞
eiωtY ′(ω)

dω

2π

y(t)が非周期的である場合などに，Y ′(ω)が連続なフー
リエスペクトルと呼ばれることは工学系の信号解析の内
容である．ここで，Y ′(ω)を Y (ω)という関数の ωによ
る形式的な導関数（Y ′/(2π) = dY/dω）とみなし，ま
た左辺に式 (13)を使うと，

U tf(x) =

∫ ∞

−∞
eiωtdY (ω) (16)

注4）流れ St がある測度を保存する，観測量の空間 F として（2.2項
の冒頭で述べた）自乗可積分の空間を設定するなどの説明が必要であ
るものの，ここでは省略する．
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を得る．両辺の比較より，dY (ω)には出力 y(t)に対応
する観測量 f の特性が反映されている．そして，U tが
線形作用素であることから，式 (16)の左辺も f に対し
て線形的に表わすことにして，dY (ω)を dE(ω)f(x)と
おくことで，

U tf(x) =

∫ ∞

−∞
eiωtdE(ω)f(x)

を得る．このように得られたE(ω)は，ωに対して作用
素を返す（作用素値の）関数となる．そして，E(ω)が
（絶対）連続である場合に，U tは連続スペクトルを有す
るという．上の導入より，U t の連続スペクトルの存在
は定常応答の非周期性に関連していることが示唆され
る注5）．

3.3 スペクトルによる流れの解析
本項では，クープマン作用素のスペクトルによる非線

形の流れの解析を紹介する．多様な研究が展開されてい
るので，筆者の知り得る範囲となることをあらかじめ了
解されたい．

• 統計的解析：状態空間における流れの大域構造に起因
する，状態の複雑な長時間発展をスペクトルから特徴
付ける．伝統的なエルゴード理論のアプローチであ
り，流れのエルゴード性や混合性が 3.2項のクープマ
ン固有値や連続スペクトルの特性として明らかにさ
れている 3)．特に，混合性は流体運動の解析や設計と
して広く検討されてきた内容である 21)．

• 時系列解析：上の統計的解析に関連しているものの，
状態ないし出力の複雑な時間発展を，特に周期性に
着目して，スペクトルから特徴付ける．クープマン固
有値に基づくクープマンモード分解（Koopman Mode

Decomposition; KMD）10, 11)があり，この数値計算ア
ルゴリズムと見なされる DMD9)は流体運動のデータ
解析で注目を集めてきた 11–13)．流体運動に関わるデー
タセットのみを活用して現象の低次元モデルを得るこ
とが DMDの一つのポイントである．

• 大域的解析：状態空間における流れの大域構造，具体
的には不変集合，安定・不安定多様体などをスペクト
ルから特徴付ける．不変集合や吸引領域のクープマ
ン固有関数（のレベルセット）による特徴付け 22)や，
安定・不安定多様体のクープマン固有関数による特徴
付け 23)などがある．不安定解に関わる大域構造につ
いては未解決な課題が多い．

注5）文献 15, 20) では dE(ω)f(x) が U t のレゾルベント作用素により
特徴付けられている．これにより定常応答の非周期性と U t のスペク
トルとの対応が具体的になる．

• 線形化：Stと U tの等価性を活かして，非線形の流れ
の構造を状態空間で大域的に近似する線形の流れを
スペクトルにより導出する．このアプローチは従来の
ある状態点近傍の線形化（局所線形化）とは異なる．
上のDMDもこの種のアルゴリズムであり，非線形の
流れの数理構造を機械学習などのデータ科学の方法
論で解き明かすことは今日的である．この線形化は，
非線形の流れの制御に応用されるアプローチでもあ
り 8)，次節の内容に関わる．

4 温度場制御への応用

本節では，筆者らが最近取り組んだ，部屋内温度場の
制御をクープマン作用素により実行するアイデア 14)を
紹介する．対象とする現象は，非線形要素を用いた空調
制御と温度の物理則に起因する温度場の時間的周期振
動であり，非線形の分布定数系（偏微分方程式）で記述
される．ここのアイデアの要点は，非線形分布定数系の
モデルを用いることなく，温度場のダイナミクスを有限
測定点における時系列データに基づき制御することに
ある．
今，有限測定点の温度を状態 xとし，測定温度の時

間発展が式 (8)に制御変数 u ∈ R
mを追加した次式で表

わされるとする注6）．

ẋ = F (x) + Bu (17)

ここで F は，u = 0の場合，すなわち制御無しの現象
を表すモデルであり，本節の問題では周期振動を表す．
制御 uは測定点と同じ場所にある空調機から部屋内へ
の熱入力を表し，Bは制御の状態への作用に関わる定行
列である．
さて，状態 xの周期振動はクープマン作用素の純虚
数の固有値により特徴付けられる 8, 10, 11)．以下で示す実
測定をふまえて，単一周波数を想定すると，その振動は

x(t) = eiωtφiω(x(0))V iω + c.c., t ≥ 0 (18)

で表される．c.c.は右辺第 1項の複素共役を表し，iωは
純虚数のクープマン固有値（ωは実定数），φiω(x)はこ
れに属するクープマン固有関数である．V iωは，eiωtが
表す周期振動が測定点でどのように現れるかを定量化し
た複素ベクトルであり，クープマンモード 10, 11) と呼ば
れる．式 (18)は流れの線形安定性解析の取り扱いに一
見に似ているものの，クープマン固有関数が状態空間で
大域的に導入されているので，式 (18)は平衡点や周期
軌道の近傍に制限されない点に注意されたい．ここで，

注6）制御変数を有する非線形偏微分方程式を常微分方程式である式
(8) へどのように縮約するかは議論が必要であり，本節の対象につい
て理論的に明確になっていない．
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図 1 クープマン作用素の固有関数による部屋内温度場の振動抑制．文献 14) の図面に基づき作成．

式 (18)で振幅を決めているクープマン固有関数 φiω(x)

を用いて，次の複素数のモード変数

ziω := φiω(x) (19)

を導入する．このとき，式 (17)と式 (15)より，振動振
幅の時間変化を表す式

żiω = ∇φiω(x) · ẋ
= iωziω +∇φiω(x) · (Bu) (20)

を導出できる．式 (20) において，u = 0 である場合，
ziω(t)の絶対値は，時間に対して一定であり，たしかに
周期振動の振幅を表している．このことは，クープマン
固有関数を用いることで，非線形システムの状態xの周
期振動が一次元の線形システムである式 (20)（u = 0）
で表現されることを示している．そして，式 (20)にお
いて，uを適切に設計し ziω(t)の絶対値を時間に対し
て減衰するようにできれば，対応する状態 xの周期振
動を抑えることが可能となる．これが本節の温度場の制
御のアイデアである．文献 14) では，必要となる iω や
φiω(x)の推定をすべて実計測データより実行すること
を提案している．
図 1に本節のクープマン固有関数による部屋内温度

場の振動抑制の概要を示す．図 (a)の部屋内空間（大学
の研究室）を対象とした実計測を行った．実計測のため
の環境センサの配置（TH-1より TH-28の 28カ所）を
図 (b)に示す．空調機の位置（AC-1より AC-4の 4カ
所）も併せて示している．図 (c-1)は，夏季に実測した
28カ所の温度時系列データを示しており，約 15分周期

の周期振動の存在を示している．この振動の発生は空調
制御と部屋内温度の物理則の相互作用に起因している
と推測される．こちらの実測データに基づいて制御に必
要となるクープマン固有値や固有関数は推定される（推
定法は文献 14) を参照）．そして，実測を再現するため
に構成したモデル（有効熱拡散方程式と空調制御の状
態方程式を組み合わせた非線形偏微分方程式）を用い
て，前のパラグラフで述べた部屋内温度場の制御を実行
したシミュレーション結果が図 (c-3)である．なお，こ
のデータは，式 (17)の状態 xとみなす，空調機に近接
する 4点の温度（TH-15,17,19,21）の時間応答である．
制御を含まないシミュレーション結果の図 (c-2)と比較
することで，4時半より 6時半の温度の振動が抑制され
ていることがわかる．本節のアイデア，すなわちモード
変数であるクープマン固有関数の絶対値を制御により
小さくすることを確認するために，図 (c-2)および (c-3)

のシミュレーションを，TH-15に相当する x1と TH-19
に相当する x3の点列としてプロットし，あわせて固有
関数 φiω(x)の絶対値のレベルセットを示したものが図
(d)である．制御無しの場合の図 (d-1)と制御有りの場
合の図 (d-2)を比較すると，図 (d-2)において振動抑制
に対応する点列がレベルセットが小さくなる方向に遷
移しており，本節のアイデアが実行されていることがわ
かる．

5 おわりに

本解説では，力学系のクープマン作用素の入門と制御
への応用について述べた．流体運動の解析に広く用いら
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れているDMDには多くの文献があるなので，その数学
的基盤であるクープマン作用素の解説を，力学系（微分
方程式）の観点から与えることを本解説の目標とした．
4節の応用のような実世界・実社会と数理科学をデータ
でつなぐアプローチは今後益々発展するはずであり，そ
の基盤としてのクープマン作用素に少しでも興味を持っ
ていただければ幸いである．

謝辞 本解説の機会を頂くとともに，原稿を詳細にご検
討頂いた犬伏正信先生に御礼申し上げます．また，原稿
にコメントを頂いた片山夏樹氏に感謝します．なお，4

節の研究は JSTさきがけ（JP-MJPR1926）のサポート
のもとで行われたものです．

付録 1 式 (15)の導出

式 (14)の両辺を時間 tで微分し，本解説で出てくる
複数の式を変形に用いる．

d

dt
(U tφλ(x)) = λeλtφλ(x)

lim
h→0

φλ(S
t+h(x))− φλ(S

t(x))

h
=

lim
h→0

φλ(S
t(Sh(x))− φλ(S

t(x))

h
=

lim
h→0

eλtφλ(S
h(x))− eλtφλ(x)

h
=

d

dt
φλ(S

t(x)))

∣∣∣∣
t=0

eλt =

∇φλ(x) · d

dt
(St(x))

∣∣∣∣
t=0

eλt =

∇φλ(x) · F (x)eλt =
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23) Mezić, I.: On applications of the spectral theory of the

Koopman operator in dynamical systems and control

theory. Proc. 2015 IEEE 54th Annual Conference on

Decision and Control (2015) 7034–7041.

力学系のクープマン作用素：入門と制御への応用 347



 
 
    
   HistoryItem_V1
   AddNumbers
        
     範囲: 全ての偶数ページ
     フォント: Times-Italic 9.2 ポイント
     オリジナル: 右上
     オフセット: 横方向 56.69 ポイント, 縦方向 45.35 ポイント
     前置文字列: 
     後置文字列: 
     レジストレーションカラーを使用: いいえ
      

        
     1
     1
     
     TR
     
     1
     342
     TI
     1
     0
     965
     227
     0
     1
     qi3alphabase[QI 3.0/QHI 3.0 alpha]
     9.2000
            
                
         Even
         1
         AllDoc
         5
              

       CurrentAVDoc
          

     [Sys:ComputerName]
     56.6929
     45.3543
      

        
     QITE_QuiteImposingPlus3
     QI+ 3.0g
     QI+ 3
     1
      

        
     0
     6
     5
     3
      

   1
  

    
   HistoryItem_V1
   AddNumbers
        
     範囲: 全ての奇数ページ
     フォント: Times-Italic 9.2 ポイント
     オリジナル: 左上
     オフセット: 横方向 56.69 ポイント, 縦方向 45.35 ポイント
     前置文字列: 
     後置文字列: 
     レジストレーションカラーを使用: いいえ
      

        
     1
     1
     
     TL
     
     1
     342
     TI
     1
     0
     965
     227
    
     0
     1
     qi3alphabase[QI 3.0/QHI 3.0 alpha]
     9.2000
            
                
         Odd
         1
         AllDoc
         5
              

       CurrentAVDoc
          

     [Sys:ComputerName]
     56.6929
     45.3543
      

        
     QITE_QuiteImposingPlus3
     QI+ 3.0g
     QI+ 3
     1
      

        
     0
     6
     4
     3
      

   1
  

 HistoryList_V1
 qi2base



